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Aimust  Ferdinand  Möbius 


wurde  geboren  den  17.  November  1790  zu  Sebulpforta.  Er  bat 
seinen  Vater,  der  Tanzmeister  aii  der  altbertlbmten  Fllrstensohule 
war,  bereits  1793  verloren,  erhielt  die  erste  Erziehung  yon  seiner 
Mutter  Johanne  Catharine  Christiane  geb.  Keil  aus  Kötschau  und 
von  seinem  unverheiratbeten  Onkel  väterlicher  Seite,  ward  Schüler 
der  Schulpforta  von  1803  bis  1809,  und  bezog  die  Universität  Leipzig, 
um  nach  dem  Käthe  eines  väterliobon  Freundes  Jura  zu  studiren. 
Bald  folgte  er  anssehliesslicb  seiner  Neigung  für  die  mathematischen 
Wissenschaften,  hörte  Vorlesungen  des  Mathematikers  von  Prasse, 
des  Physikers  Gilbert,  besonders  des  Astronomen  Mollweide, 
von  letzterem  mit  näherer  Freundschaft  beehrt.  Im  Mai  1813,  tmter- 
stiltzt  durch  ein  Beisestipendium,  wandert  er  aus  nach  Göttingen,  um 
bei  Gauss  weitere  astronomische  Studien  zu  machen,  und  kehrt  im 
April  1814,  als  Prasse  iu  Leipzig  gestorben  war  und  durch  Mollweide 
«rsetzt  werden  sollte,  nach  Leipzig  zurück  mit  der  Aussieht,  Moll- 
weide's  Nachfolger  an  der  Sternwarte  zu  werden.  Inzwischen  findet 
er  sich  veranlasst,  in  Halle  eine  kleine  Lehrerstelle  am  Pädagogium 
anzunehmen,  und  erhält  so  die  Gelegenheit,  bei  J.  F.  Pfaff  ein 
Privatissimnm  über  höhere  Mathematik  zu  boren.  Es  erfolgt  nun  am 
11.  Deeember  1814  die  Promotion  in  Leipzig  (ohne  Dissertation), 
am  19.  April  1815  die  Habilitation  an  der  Universität  Leipzig  auf 
Orund  der  matbematisohen  Abhandlung  De  pecuHarihis  quibusdam. 
aequationum  trigonometricantm  affectionilus ,  ferner  in  demselben  Jahre 
die  Herausgabe  der  astronomischen  Abhandlung  De  computandis  oc- 
cultationihus  fixarum  per  planetaa,  und  am  1.  Mai  1816  der  Änti'itt 
des  Amtes  als  ausserordentlicher  Pi'ofessor  der  Asti'onomie  und  Ob- 
servator  an  der  Stern wai'te  zu  Leipzig,  mit  der  Abhandlung  De 
minima  variaUo?ie  aztmuthi  stellafum  circuhs  parallehs  uniformiter 
descrihentium  und  einer  (nicht  gedruckten)  Rede  De  incrementis  ana- 
lyseos  per  astronomiam  snhortis.     Der  neue  Astronom  der  Sternwarte 
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warde  sofort  dm-ch  ein  Reisestipendium  in  den  Stand  gesetzt,  den 
Seebevg  bei  Gotha  zu  besuclien,  wo  ihm  Lindenau's  Freundschaft 
erwuchs,  und  die  Bekanntschaft  nait  Enoke  und  Nicolai.  Auf  der 
"weiteren  Reise  berührte  er  Coburg,  Nürnberg,  Stuttgart,  Tübingen, 
München,  Wien,  Ofen,  und  machte  die  Bekanntschaft  mit  Bohnen- 
berger,  Keichenbach,  Soldner,  Pasquioh,  Littrow.  Nach  der 
Heimkehr  im  October  1816  bezog  er  die  Amtswohnung  in  der 
Pleiasenburg ,  die  er  während  aoiuea  Lebens  nicht  wieder  verlassen 
sollte.  Anfangs  stand  die  Mutter  ihm  zur  Seite,  bis  sie  1820  durch 
den  Tod  ihm  entiissen  wurde,  kurz  vor  seiner  Verheirathung  mit 
Fräulein  Dorothea  Christiane  Johanna  Rothe  ans  Gera,  geboren  den 
26.  Mi  1790.  In  glücklicher  Ehe,  welche  von  zwei  Söhnen  und 
einer  Tochter  gesegnet  war,  lebte  er  bis  zum  Tode  der  geliebten 
Fi-au  1859,  später  verpflegt  von  einer  befreundeten  Dame  bis  zu 
seinem  Tode  den  26.  September  1868.  In  den  angegebenen  Epochen 
war  das  stille  bescheidene  fruchtreiche  Gelehrtenleben  enthalten, 
dessen  Andenken  diese  Zeilen  gewidmet  sind. 

Der  junge  Professor  wurde  auswärts  begehrt  als  Astronom  nach 
Greifswalde  1816  sogleich  nach  dem  Antritt  der  Leipziger  Professur, 
und  später  als  Mathematiker  nach  Dorpat  1819  kurz  vor  seiner  Ver- 
heirathung  und  vor  dem  Tode  der  Mutter.  In  beiden  Fällen  siegte 
leieht  die  Anhänglichkeit  an  die  Ileimath  und  an  das  gewohnte  Da- 
sein über  die  Anerbietungen  von  Ehren  und  auskömmlicheren  Ver- 
hältuissen.  Die  Berliner  Academie  der  Wissenschaften  ernanute  ihn 
1829  zu  ihrem  correspondirenden  Mitglied,  aber  es  vergingen  dar- 
nach noch  15  Jahre ,  bis  eine  deutsche  Universität  den  inzwischen 
hoehberühmt  gewordenen  ausserordentlichen  Professor  als  Ordinarius 
begehrte.  Als  die  Universität  Jena  nach  Fries' Tode  1844  Möbius 
berafen  hatte,  wurde  ihm  das  Verbleiben  in  der  geliebten  Heimath 
erleichtert  durch  die  Verwandlung  seiner  ausserordentlichen  Pro- 
fessm-  in  eine  ordentliche  Professur  der  Astronomie  und  der  höheren 
Mechanik,  und  durch  eine  bescheidene  Erhöhung  seines  bis  dahin 
wenig  angemessenen  Gehaltes. 

Die  Welt,  in  der  Möbius  sich  bewegte,  war  seine  Studirstube, 
seine  über  derselben  wohnende  Familie  und  ein  kleiner  Kreis  von 
Bekannten  und  Freunden.  Neben  seiner  Studirstube  befand  sich 
sein  Auditorium,  und  in  demselben  verschlossen  in  hohen  undurch- 
sichtigen Schränken  die  schöne  Bibliothek  der  Sternwarte.  Die  An- 
regung zu  seinen  Forschungen  findet  er  aber  zumeist  in  dem  reichen 
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Bom  seines  ursprUngliclien  Geistos.  Seine  Auselmuungea ,  die  Auf- 
gaben, welche  er  sich  stellt,  die  Lösungen,  welche  er  findet,  haben 
etwas  ungewöhnlich  Sinniges,  iingesucht  Ursprüngliches.  Er  arbeitet 
mit  ruhiger  Stetigkeit,  still  und  einsam,  fast  verschlossen,  bis  Alles 
in  die  rechte  Ordnung  gefügt  ist.  Frei  von  Ueberhastang,  fern  von 
Prunksucht  und  Anmassung ,  lässt  er  die  Flüchte  seines  Geistes 
reifen,  bis  er  nach  Horaziaeher  Frist  in  vollendeter  Form  sie  ver- 
öffentlicht. Ganz  anders,  als  es  in  Deiambre's  Bericht  über  den 
Astronomen  am  Hofe  des  Königs  Louis  XIV.  lautet:  la  maniöre  de 
Cassini  ötait  d'annoneer  longtemps  d'avanee  ses  döcouvertes  en  lee 
vantant  beaucoup  sane  donner  au  leoteur  le  moyen  de  les  appr^cier. 

Ueberall  ist  in  Möbius'  Arbeiten  das  Bestreben  sichtbar,  seine 
Ziele  auf  kürzesten  Wegen,  bei  geringstem  Aufwand  von  Mitteln. 
durch  die  angemessensten  Mittel  zu  eiTcichen.  Kicht  nur  in  den 
Ergebnissen,  welche  die  mathomatisehen  Wissenschaften  bereichern, 
zeigt  sieh  der  Meister,  sondern  auch  in  der  Auswahl  und  Hand- 
habung der  Mittel,  durch  welche  die  Sätze  der  Wissenschaft  be- 
gründet und  in  Verbindung  gebracht  werden.  Grandia  parvis  ist 
bei  Werken  von  künstlerischer  Vollendung  ein  besonderer  Vorzug, 
durch  welchen  die  von  Möhius  verfassten  Schriftwerke  sich  aus- 
zeichnen ;  denselben  Vorzug  hatten  auch  die  academischen  Vor- 
lesungen, in  welchen  Möhius  meist  auf  engere  Gebiete  sich  be- 
schränkte und  durch  seine  eigcnthümlichen  Anschauungen  anregte. 
Da  es  nicht  in  Möbius'  Neigung  lag,  die  mathematische  Literatur 
gleichmässig  zu  verfolgen,  so  konnte  es  in  einzelnen  Fällen  ge- 
schehen, dass  er  auf  seinen  Wegen  fand  und  für  neu  hielt,  was 
Andere  auf  ihren  Wegen  vor  ihm  gefunden  hatten.  Seiner  bedäch- 
tigen Zurückhaltung  und  der  anspruchslosen  Fonn  seiner  Mit- 
tbeilungen ist  es  zuzuschreiben,  dass  aneh  das  Entgegengesetzte  ein- 
trat, dass  Andere  in  den  Fall  kamen,  da  zu  ernten,  wo  Möbius 
gesäet  hatte. 

In  Möbius'  Arbeiten  sind  vier  Zeitabschnitte  erkennbar,  der  erste 
erstreckt  sich  von  1817  bis  zum  Erscheinen  des  barycentrischen 
Calcnls  1827,  der  zweite  reicht  bis  zur  Statik  1837,  der  dritte  bis  zur 
Mechanik  des  Himmels  1843,  der  vierte  und  letzte  umfasst  die  statt- 
liche Reihe  von  Abhandlungen,  welche  in  den  Schriften  der  von 
Möhius  mitgegrttndeten  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften enthalten  sind  1846  bis  1865,  Aus  dem  ersten  Abschnitt 
ist   zunächst   nur   eine    Ideine    1S23    veröffentlichte    Schrift    zu    er- 
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wäliaeu.  m Beobaelitmigeii  auf  der  Leipziger  Stevuwarte  mit  Beaelirei- 
buQg  der  neuen  Eiuriehtnng  dieser  Sternwarte,  und  einem  Anhang 
geometrisehen  lulialts«.  Der  Änliang  zeigt  nämlicli,  dass  Möbins 
1823  bereits  in  Besitz  seines  barycentrischen  Caleula  und  in  den 
zweiten  Absebnitt  seines  Werkes  vertieft  ist.  Die  daseibat  ge- 
stellten neuen  geometriseben  Aufgaben  wurden,  wie  man  durcb  die 
Astronomiscbcn  Nacbriehten  erfabiea  bat,  sogleicb  von  Gauss  und 
Clausen  besonderer  Beachtung  gewürdigt. 

Der  barycentrisehe  Caleul  ward  1827  herausgegeben,  ein  in 
mehrfacher  Hinsieht  ganz  neues  Werk,  enthaltend  eine  neue  Art 
analytischer  Geometrie,  ferner  die  darauf  gegründete  Lehre  von  den 
Verwandtschaften  der  Figuren  nebst  den  daraus  entspringenden 
Ciassen  geometi'ischer  Aufgaben,  zuletzt  Anwendung  des  neuen  Cal- 
cula  auf  die  Entwicklung  mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 
Neu  und  fast  befremdend  erschien  darin  zuerst  die  Bestimmung  des 
Zeichens  einer  Strecke  nach  der  vorausbostimmten  positiven  Rich- 
tung ihrer  Geraden,  Ebenso  die  Bestimmung  des  Zeichens  einer 
Dreiecksfläche  nach  dem  vorausbestimraten  positiven  Sinn  ihrer  Ebene, 
und  die  Bestimmung  des  Zeichens  eines  Tetraederinhaltes.  Man 
lernte  erst  später  dui-oh  Möbius  in  diesen  Bestimmungen  die  feste 
Grundlage  für  den  metrischen  Theil  der  Geometi-ie  erkennen,  nach 
welcher  Carnot  in  seiner  Geometrie  de  podtion  gesucht  hatte.  Neu 
und  fremd  waren  ferner  gegenüber  den  gewohnten  griechischen  und 
nach  Deseartes  benannten  Coordinateu  eines  Punctes  auf  1,  2,  3 
Axen  die  von  Möbius  erdachten  baryeentrischen  Coordinaten  eines 
Punctes  in  Bezxig  auf  2,  3,  4  Fundamentalpuncte ,  Verhältnisse, 
durch  welche  der  Punot  eindeutig  bestimmt  wird.  Um  den  Punct  P 
zu  finden,  dessen  baryeentriscbe  Coordinaten  a,  ß,  y,  6  in  Bezug 
auf  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C,  D  sind,  wird  die  Sti'ccke  AB 
nach  dem  Verhältniss  ~  ß  :  a  in  N  getheilt ,  dann  JSfC  nach  dem 
Verhältuiss  —  y  :  a  +  ß  in  0 ,  endlich  OB  nach  dem  Verhältniss 
—  ä  :  a  +  ß -\~  y  in  P.  Der  Punct  P  ist  alsdann  der  von  Arohimedes 
defiuirte  Schwerpunct,  der  mit  Gewichten,  welche  wie  die  Coordi- 
naten a,  ß,  y,  S  sich  verhalten ,  beschwerten  Fundamentalpuncte, 
und  hat  als  solcher  die  Eigenschaft;  wenn  duroh  A,  B,  C,  D,  P 
parallele  Geraden  einer  beliebig  gegebenen  Eiehtnng  gehen  und  von 
einer  beliebig  gestellten  Ebene  in  den  Puncten  A' ,  £' ,  C",  D',  P' 
geschnitten  werden,  so  sind  die  parallelen  Strecken  AA',  .  .  durch 
die  baryecntrisehe  Gleichung  verbunden 
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a.AA-+ß.B£--^y.  CC"+d.DD'=  [a-^ ß +  y  +  d)PP' . 
In  Folge  dieser  Gleiehung  wird,  die  gymboliselie  Formel 
aA  +  ßB^yG+6D 

als  xbaryeenti'ischer  Ausdrucke  des  Punetes  P  gebraucht.  Wenn  die 
Coordinateu  a,  ß,  y,  S  Functiouen  eines  Parameters  sind,  so  liegt  der 
Punet  auf  einer  bestimmten  Linie ;  wenn  dieselben  von  zwei  Parametern 
abhängen,  so  liegt  der  Pnnct  auf  einer  bestimmten  Fläche.  Die  so 
bestimmten  Linien  und  Flächen  sind,  wenn  die  baryeentrisehen  Coor- 
dinaten  ganze  Functionen  sind,  singulare  Linien  und  Flächen,  und  zwar 
die  singulärsten  unter  den  Linien  und  Flächen,  welche  einer  Ord- 
nung angehören.  Durch  barycenti-isehen  Calcul  werden  zunächst 
Eigenschaften  von  Linien  und  Flächen  untersucht,  ihre  nnendlieh- 
ferneu  Punete,  die  Wendepuncte  von  Linien,  ihre  mehrfachen  Puncte, 
ihre  Berührungen;  insbesondere  werden  die  unebenen  Linien  dritter 
Ordnung  zum  erstenmal  in  Betracht  gezogen. 

Die  baryeentrischen  Coordinateu  eines  Pnnctes  sind  die  ersten 
homogenen  Coordinateu,  welche  in  die  Geometrie  eingeführt  wurden, 
und  deshalb  von  besonderer  Bedeutung  für  die  historische  Be- 
trachtung ,  obgleich  sie  alsbald  durch  homogene  Coordinateu  und 
die  Einführung  der  homogenen  Gleichungen  überboten  worden  sind. 
Während  nämlich  der  barycentrische  Calou!  gedniokt  wurde,  schrieb 
PlUeker,  an  Gergonne  anknüpfend,  mit  Lamö  und  Bobülier 
in  einigen  Puneten  sich  begegnend,  seine  "Entwickelungenti,  in 
denen  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punetes  in  Bezug  auf 
3  Gerade  einer  Ebene  und  auf  4  Ebenen  mehr  und  mehr  her- 
vortreten. Seitdem  nun  noch  PlUcker,  anknüpfend  an  die  Lehre 
von  den  Enveloppen,  die  Geometrie  durch  die  von  Linien  und  von 
Flächen  gebildeten  Figuren  entsprechend  den  Punctfiguren  bereichert 
hatte,  indem  er  die  ebenfalls  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden 
in  Bezug  anf  3  Puncte  einer  die  Gerade  enthaltenden  Ebene ,  sowie 
die  homogenen  Coordinaten  einer  Ebene  in  Bezug  auf  4  Puncte  hin- 
zufügte; nachdem  eine  Reihe  von  Geometern,  voran  Hesse  und 
Cayley,  auf  den  von  Plüeker  gebahnten  Wegen  fortgeschritten 
waren;  nachdem  endlich  Plüeker  und  mit  ihm  zusammentreffend 
Cayley  noch  die  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden  bezogen 
auf  2  Ebenen  (Axen-Coordinaten)  oder  auf  2  Puncte  (Strahleu- 
Coordinaton)  eingeführt  hatte,  war  für  die  barycentrisehen  Coordi- 
naten  eines  Punetes  wenig  Theilnahme  übrig  geblieben.     Aber   die 
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vielfachen  Berillinmgen  der  PlUcker'sehen  Ergebnisse  mit  denen  des 
baiycentrisehea  Calenla  sind  von  Plücker  selbst  nieht  verkannt  wordeo. 

Durch  die  baryeentrische  Bestimmiing  von  Puneten  warde  Möbius 
zur  Auebildung  der  Lehre  von  den  Verwandtschaften  der  Punct- 
figuren  geffthrt,  welche  in  dem  zweiten  Abschnitt  des  baryceutiischen 
Calculs  dargelegt  ist,  Collineations -Verwandtschaft  hatte  er  «wei 
Figuren  zugeschrieben,  wenn  jedem  Punet  der  einen  Figur  ein  Punct 
der  anderen  so  entspricht,  dass  je  3  Puneten  der  einen  Figur,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  3  Punete  der  anderen  Figur  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einer  und  zwar  der  entsprechenden  Geraden 
liegen  (eollineantnr) .  Um  diese  Vei-wandtschaft  näher  zu  beleuchten, 
entwickelt  er  die  Lehre  von  den  Doppelverhältnissen  aus  4  Puneten 
einer  Geraden,  aus  4  Geraden,  welche  einer  Ebene  angehören  und 
einen  Punct  gemein  haben,  und  aus  4  Ebenen,  welche  eine  Gerade 
gemein  haben;  er  bildet  sein  Netz  aus  4  Puneten  einer  Ebene  und 
das  Netz  aus  5  Puneten  des  Kaumes ,  und  gelangt  so  zn  der  be- 
deutungsvollen Gleichheit  der  entsprechenden  Doppelverhältnisse  bei 
collinearen  Figuren. 

Die  Wirkung  dieses  Theilea  der  Möbius'sehen  Arbeiten  auf  die 
weiteren  Fortsehritte  der  Geometrie  ist  unverkennbar,  wenn  man 
unter  den  nächstfolgenden  geometrischen  Werken  Steiner's  syste- 
matische Entwickelang  1832,  Magnus'  Aufgaben  1833,  Chaales' 
Äpergu  1S37  betrachtet.  Projectivisehe  Gerade  und  Strahlbhsohel 
sind  collioeare  Figaren  von  Puneten  einer  Geraden  und  von  Geraden 
eines  Punctes ;  anharmonische  Function  von  4  Puneten  einer  Geraden 
ist  ihr  Doppelverhältniss ,  Homographie  ist  das  entsprechende  grie- 
chische Wort  für  Collineation.  Bei  Gelegenheit  seiner  Netze  hatte 
Möbius  die  Vei-muthung  aasgesproehen,  dass  die  Fälle,  wo  bei  ioiir 
gesetzter  Ziehung  von  Geraden  3  und  mehr  Punete  auf  einer  Gera- 
den liegen  oder  3  und  mehr  Gerade  sich  in  einem  Punete  schneiden, 
ohne  Rechnung  allein  durch  wiederholte  Anwendung  eines  (frtiher 
vonDesargues  undPoncelet  zu  demselben  Zwecke  benutzten)  geo- 
metrischen Satzes  erwiesen  werden  könnten  (Earycentrischor  Calcul 
207  und  243  Anm.).  Auf  denselben  Satz  hat  Staudt  1847  die 
Geometrie  der  Lage  gegründet. 

Als  neu  sind  in  diesem  Abschnitt  des  barycentrischen  Calculs 
hervorzuheben  die  Stellung  und  Lösung  von  besonderen  Aufgaben, 
welche  aus  den  einzelnen  Verwandtschaften  von  Figuren  entspringen, 
nebst   einer   Classification   der   geometrischen  Aufgaben;    ferner  die 


y  Google 


— ■      XI      — 


dass  nicht  alle  Flächen  zweiter  Ovdimng  eollinear 
sind;  daaa  es  gleiche  und  affine  Figuren  giebt;  daaa  um  gleiche 
und  ähnliche  Figuren  von  3  Dimensionen,  welche  nicht  congruent 
sind,  zur  Congruenz  zu  bringen,  Kaum  von  mehr  Dimensionen  er- 
fordert werde.  Möbius  hatte  wohl  nicht  erwartet,  dass  die  letztere 
Bemerkung  von  der  neueren  Magie  ausgebeutet  werden  würde. 

Der  dritte  Abschnitt  des  haryeentriscben  Oalculs  ist  vorzüglieh 
geeignet,  die  speeifische  Mächtigkeit  des  neuen  Insti-uments  ins  Licht 
zu  aetzen.  Es  werden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  dm'ch  baiy- 
eentrisehen  Caicul  entwickelt,  ihrer  Puncte  und  ihrer  Tangenten. 
Dabei  werden  ausfiihvlich  bestimmt  der  Kegelschnitt  von  5  Puncten,  die 
Parabel  von  4  Puncten  oder  Tangenten,  der  Kegelschnitt  von  5  Tan- 
genten; es  wird  gezeigt,  man  könne  ]/oo  gegen  1  wetten,  dass  5 
auf  eine  Ebene  beliebig  hingeworfene  Puncte  auf  einer  Hyperbel 
liegen  und  nicht  auf  einer  Ellipse.  Der  haryeentrische  Caicul  soll 
kein  Universalmittel  sein;  mit  welcher  Leichtigkeit  aber  auf  be- 
stimmten Aufgabengebieten  das  neue  Werkzeug  in  der  Hand  des 
Meistere  arbeitet,  ist  besonders  in  den  letzten  Capiteln  dieses  Ab- 
schnittes bewunderungswürdig.  Die  Ergebnisse  waren  tbeila  neu,  theils 
zeigten  sie  Bekanntes  in  neuem  Zusammenhange  und  in  weiterer 
Ausführung,  insbesondere  (ohne  Beziehung  auf  einen  zu  Grande  ge- 
legten Kegelschnitt  und  ohne  die  jetzt  üblichen  Benennungen)  die 
Reeiprolce  einer  Figur  von  Puncten  als  Figur  von  Geraden  oder  von 
Ebenen, 

Ueber  die  Aufnahme,  welche  Möbius'  erstes  Werk  bei  den  Zeit- 
genossen gefunden  hat,  liegen  mehrfache  Zeugnisse  vor.  Eines  der 
ersten  ist  die  Anzeige  des  Boches,  welche  Cauohy  in  Ferussac's 
Bulletin  1828,  p.  77 — 80  gegeben  hat,  den  Werth  des  Buches  er- 
kennend, Bedenken  nicht  zurückhaltend.  dII  ne  noiis  est  pas  facile 
de  donner,  par  forme  d'extrait,  une  idöe  satisfaisante  ä  nos  leeteurs 
de  eet  ouvrage,  oü  tout  est  nonveavi,  anssi  bien  la  forme  que  le  fond, 
les  idöes  aussi  bien  que  les  notations  et  les  termes.  C'est  une  autre 
möthode  de  göometi-ie  analytique,  dont  les  bases  sont  assnröment  moius 
simples;  ce  u'est  que  par  une  ötude  plus  approfondie  qu'oii  peut  d6- 
eider  si  les  avantages  de  cette  m^thode  en  compensent  les  difficultös.« 
Cauchy  theilt  nun  den  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  mit,  und 
sehliesst  den  Bericht  über  die  im  zweiten  Abschnitt  vorgetragenen 
neuen  Verwandtschaften  mit  den  Worten:  »IlfautStre  bien  sftr  qu'on 
fait  faire  k  la  science   uu  grand  pas,  pour  la  sureharger  de  taut  de 
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termes  nonveaux,  et  d'exiger  des  leeteurs  qii'ils  vons  suivent  dana  des 
recherohes,  qui  s'offrent  ä  eux  avee  taat  d'ötrangetö.«  Nach  AnfUli- 
rnng  einiger  Sätze  des  dritten  Abschnittes  gelang-t  die  Anzeige  zu 
dem  Sohluss:  uOn  doit  penser  que  l'auteur  du  ealeul  barycentrique  n'a 
point  eu  conuaissanee  de  la  th^orie  gön^iale  de  r^ciproeite  entie  les 
propi'i^tes  d'une  systöme  de  points  et  d'un  systöme  de  lignes,  que 
M.  Gergonne  a  ^tabli.«  Diese  Vei-muthung  war  nicht  zutreffend, 
und  konnte  sofort  aus  den  von  Möbius  am  Schluss  der  Vorrede  zu 
seinem  Buche  gemachten  Angaben  berichtigt  werden. 

Jäcobi  und  Dirichlet  kamen  3  829  auf  einer  Reise  nach  Leipzig, 
um  den  Verfasser  des  barycentrisehen  Calculs  persönlich  kennen  zu 
lernen;  in  demselben  Jahre  wählte  ihn  die  Berliner  Academie  der 
Wissenschaften  zn  ihrem  correspondirenden  Mitgliede.  Weiteres  Zeug- 
niss  geben  die  Citate  bei  Plücker  in  den  Analytiseh-geometrisohen 
Entwickelungen  1828 — 1830,  und  bei  Steiner  in  der  Systematischen 
Entwiekelung  1832.  Steiner  spricht  es  an  mehreren  Stellen  seines 
Buches  ans,  wie  sehr  er  in  seinen  eigenen  Untersuchungen  durch 
Möbius'  Arbeiten  gefördert  worden  sei.  Gauss,  dem  das  neue 
Buch  anfangs  längere  Zeit  aus  den  Augen  gekommen  war,  schreibt 
1843  Mai  15  an  Schumacher  (Briefwechsel  Bd.  4,  p.  147),  er  habe 
neuerlich  das  Buch  mit  dem  Zweifel  in  die  Hand  genommen,  ob  es 
der  Mühe  werth  sei,  eine  recht  artig  ausgesonnene  Kechnungsweise 
sich  anzueignen,  wenn  man  durch  dieselbe  nichts  leisten  könne,  was 
sieh  nicht  eben  so  leicht  ohne  sie  leisten  lasse;  er  habe  dann  bald 
mit  grossem  Vergnügen  gefunden,  dass  darin  die  Quintessenz  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  uucem  gebracht  ^ist,  und  dass  ge- 
rade der  baryceatrieche  Calcul  auf  dem  leichtesten  Wege  zur  Auf- 
lösung aller  dahin  gehörigen  Aufgaben  führt.  »Ueberhaupt  verhält 
es  sich«,  ftlhrt  Gauss  fort,  Jimit  allen  solchen  neuen  Calculs  so, 
dass  man  durch  sie  nichts  leisten  kann,  was  nicht  auch  ohne  sie  zu 
leisten  wäre.  Der  Vortheil  ist  aber  der,  dass,  weuu  ein  solcher 
Calcul  dem  innersten  Wesen  vielfach  vorkommender  Bedürfnisse 
correspondirt ;  jeder  der  sich  ihn  ganz  angeeignet  hat,  auch  ohne 
die  gleichsam  unbewussten  Inspirationen  des  Genies,  die  niemand  er- 
zwingen kann,  die  dahin  gehörigen  Aufgaben  lösen,  ja  selbst  in 
verwickelten  Fällen  gleichsam  mechanisch  lösen  kann,  wo  ohne  eine 
solche  Hülfe  auch  das  Genie  ohnmächtig  wird.  So  ist  es  mit  der 
Erfindung  der  Buchstabenrechnung  überhaupt,  so  mit  der  Differential- 
rechnung gewesen ;  so  ist  es  auch  (wenn  auch  in  partielleren  Sphären) 


y  Google 


mit  Lagvange's  Variationsreclinung ,  mit  meiner  Congi-uenzeüreeh- 
nung  und  mit  Möbius'  Caloni.  Es  werden  dm-eh  solche  Conceptionen 
unzählige  Aufgaben,  die  sonst  vereinzelt  stehen  und  jedesmal  neue 
Efforts  {kleinere  oder  grössere)  des  Erfindungsgeistea  erfordern, 
gleichsam  zu  einem  organischen  Reiche.« 

Sogleich  nach  Vollendung  des  baryeentrisehen  Calculs  zählte  das 
kurz  vorher  von  Grelle  1826  gegi-ündete  Journal  für  Mathematik 
neben  Abel,  Jacohi,  Steiner,  Diriehlet,  Plüeker  auch  Möbius 
zu  seinen  hervorragendsten  Mitarbeitern.  Im  3.  Band  182S  steht  eine 
durch  umfassende  Betrachtungen  und  feine  Methoden  ausgezeichnete 
Abhandlung  von  Möhins  zur  Lösung  der  im  2.  Band  gestellten  Auf- 
gabe ,  aus  den  Seiten  eines  in  einen  Kreis  zu  besehreihenden  Vielecks 
den  Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des  Vielecks  zu  berechnen. 
Eine  Reihe  folgender  Aufsätze  enthält  die  Darstellung  der  Verwandt- 
schaften unter  Benutzung  gemeiner  Goordinaten  der  Puncte  1829, 
ferner  neue  Anwendungen  des  baryeentrisehen  Calculs  und  der  Doppel- 
verhältnisse;  dann  die  Entdeckung,  dass  von  2  Tetraedern  jedes  dem 
anderen  um-  und  eingeschrieben  zugleich  sein  kann,  und  dass  über- 
haupt eine  Figur  und  ihi-e  Reciproke  so  beschaffen  sein  können,  dass 
jeder  Puuet  der  Figur  auf  der  ihm  entsprechenden  Ebene  liegt,  und 
die  Figur  mit  ihrer  Reciproken  zusammen  ein  sogenanntes  Nullsystem 
bildet  (1833).  Bemerkenswerth  ist  ferner  die  Entdeckung  affiner 
Figuren,  welche  nicht  eoUinear  sind,  und  deren  Puncte  sich  nur  so 
entsprechen,  dass  entsprechende  Flächeninhalte  ein  eonstantes  Ver- 
hältnisa  haben  (1834].  In  dieser  Abhandlung  wird  beiläufig  ein  Satz 
aas  der  Lehre  von  den  Functionaldeterminanten  bevrieeeu. 

In  demselben  Zeitabschnitt  vollendet  Möbius  Untersuchungen 
Über  Systeme  einfacher  Linsen,  zu  welchen  er  früher  durch  Piola's 
Abhandlung  über  Fernröhre  in  den  Mailänder  Ephemeriden  für  1822 
angeregt  worden  war.  In  einer  ersten  Abhandlung  1830  werden  die 
für  ein  System  einfacher  Linsen  geltenden  Gleichungen  durch  Bil- 
dung eines  Kettenbruchs  abgeleitet.  In  der  nächstfolgenden  Ab- 
handlung werden  auf  Grund  dieses  Zusammenhanges  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Kettenbrliche  neu  entwickelt  und  ergänzt,  wodurch 
zugleich  die  Eigenschaften  des  Linsensystems  in  einfacherer  Weise 
hervortreten.  Durch  Gauss'  Dioptrisehe  Untersuchungen  1841  und 
Bes sei's  gleichzeitige  Abhandlung  (Asti'onomisehe  Nachrichteuj  Bd.  18, 
p.  97)  wurde  festgestellt,  dass  bei  den  schönen  im  Verlauf  der  Zeit 
gefundenen  Sätzen  über  Linsensysteme  ohne  Verlust  für  ihre  Ein- 


y  Google 


faohheit  die  Dicke  der  Linsen  mit  beriieksiehtigt  werden  kann. 
Einen  weiteren  Schritt  vorwärtB  that  Möbius  1855,  als  er  die  Eigen- 
schaften eines  Systems  von  endlieli  dioken  Linsen  imd  die  Lelire  von 
dioptriselien  Bildern  überhaupt,  statt  mit  Anwendung  von  Ketten- 
brliclien,  weit  einfadier  mittelst  der  Collinearität  ableitete. 

Nicht  minder  feinsinnig  und  folgenreich  Bind  zwei  für  sich 
stehende  Arbeiten,  welche  demselben  Zoitahsehnitt  angehören.  Über 
eine  besondere  Art  der  Umkehrung  der  Reihen  und  über  geometrische 
Eigensehäften  einer  Factor entafel.  Die  übrigen  Aufsätze  aus  dieser 
Zeit  stehen  in  nächster  Beziehung  zu  der  Statik,  welche  Möbius 
1837  erscheinen  liess.  Dazu  gehört  der  Beweis  des  von  Chasles 
zuerst  ohne  Beweis  verötfentliehten  Satzes  über  den  Inhalt  des  Te- 
traeders von  zwei  Ki-gften,  welche  die  einen  starren  Körper  an- 
greifenden Kräfte  zu  ersetzen  vennögen.  In  diesem  Aufsätze  (1829) 
wird  zuerst  für  den  vorliegenden  Zweck  das  Moment  der  durch  die 
Strecke  PQ  ausgedrückten  Kraft  in  Bezug  auf  die  Strecke  AB  durch 
den  Inhalt  des  Tetraeders  ABPQ  ausgedrückt.  In  dem  folgenden 
Aufsätze,  1831,  werden  die  von  Poinsot  1806  in  die  Statik  ein- 
geführten couples,  unter  dem  Kamen  Kräftepaaro,  benutzt,  um  für  die 
einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  die  bekannten  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  einfach  abzuleiten.  Andere  an  die  Statik  sich 
anschliessende  Aufsätze  verbreiten  sich  über  das  Gleichgewicht  ver- 
änderlicher Figuren,  welche  aber  sieh  ähnlich  bleiben  oder  gleich 
und  affin;  über  den  Mittelpunct  nicht  paralleler  Kräfte,  über  die 
Hauptdrehlinie;  von  besonderem  Gewicht  ist  in  dieser  Reihe  die 
j  geometrische  wie  mechanische  Abhandlung  über  die  Zusamnien- 
;  unendlich  kleiner  Drehungen. 

Das  Lehrbuch  der  Statik,  mit  welchem  Möbius  die  mathe- 
i  Literatur  bereichert  hat.  unterscheidet  sieh  von  dem  früheren 
Aufbau  dieser  Wissenschaft  zunächst  dadurch,  dass  sogleich  Kräfte- 
paare ,  welche  einen  starreu  Körper  angreifen,  in  Betracht  gezogen 
und  nach  Aufstellung  erforderlicher  Axiome  die  Bedingungen  för  das 
Gleichgewicht  von  Kräftepaaren  ermittelt  werden.  Hieraus  ergeben 
sich  dann  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  von  Kräften,  welche 
einen  Punet  angreifen ,  sowie  von  Kräften ,  welche  einen  starren 
Körper  angreifen.  Mittelst  der  Definitionen  von  Moment  eines  Paares, 
von  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punet  und  in  Bezug  auf 
eine  Strecke  (Axe)  und  von  Moment  eines  Systemes  von  Kräften 
werden  nun  die  gesuchten  Bedingungen  in  geometrisch  durchsichtiger 
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Weise  so  dargestellt,  dass  von  der  Möbius'schen  Statik  bis  zu  der 
neuerlich  entwiclielteQ  desoriptiveu  (graphisolien)  Statik  unr  ein  kurzer 


Das  System  von  Kräften,  welche  einen  starren  Körper  angreifend 
nicht  im  Gloiehgewieht  sind,  hat  aber  in  Bezug  auf  eine  Strecke  ein 
Moment,  welches  bei  constanter  Länge  der  Strecke  abhängt  von 
dem  Anfangspunet  und  von  der  Richtung  der  Strecke :  demnach  werden 
die  Strecken  bestimmt,  in  Bezug  aufweiche  die  Momente  des  Systemes 
gvöaste,  kleinste,  gleiche  Werthe  haben,  oder  null  sind.  Die  von 
einem  Puncte  ausgehenden  Strecken  liegen  in  dem  letzten  Falle  auf 
einer  Ebene,  der  Nullebene  des  Punctes,  alle  Puncte  mit  ihren  KuU- 
ebenen  bilden  ein  Kullsyatem. 

Weitere  Untersuchimgen  betreffen  die  Frage ,  wie  die  Wirkung 
der  einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  sieh  verändert,  wenn 
der  Körper  durch  Rotation  und  Translation  in  eine  andere  Lage  über- 
geführt wird,  während  die  Kräfte  ihre  Angriffspuncte ,  Grössen  und 
Richtungen  bebalten.  Hierbei  ergeben  sieh  nicht  nur  der  Mittelpunct 
paralleler  Kräfte  und  eine  neue  Elementarlehre  von  dem  Schwerpunet 
eines  schweren  Körpers,  sondern  auch  im  Einklang  mit  Miuding's 
gleichzeitigen  Resultaten  der  Mittelpunct  von  Kräften,  die  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  femer  die  besonderen  Geraden,  weiche  bei  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Äsen  des  Gleichgewichts « ,  bei 
nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Hauptaxen  des  Gleich- 
gewichts« belesen,  endlich  die  Begriffe  »Centralpunct,  Centrallinie, 
Centralebene «  bei  einem  System  von  Kräften.  In  Folge  dieser  Be- 
trachtungen wird  die  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  abhängig  ge- 
macht von  einer  ternären  quadratischen  Form,  Functionen  der  Kräftte 
und  der  Angriffspuncte,  welche  beim  Gleichgewicht  grösste  oder 
kleinste  Wer-the  erhalten,  und  der  Satz  von  den  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten bilden  den  Schluss  des  ersten  Theiles  der  Statik. 
Der  zweite  Theil  enthält  eine  Fülle  von  neuen  Untersuchungen  und 
schönen  Resultaten  über  das  Gleichgewicht  verbundener  Körper,  über 
die  Unbewegliehkeit  und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit,  Dabei 
wird,  um  nur  Eines  zu  erwähnen,  die  Analogie  zwischen  dem  Gleich- 
gewicht an  einem  Faden  und  der  Bewegung  eines  Punctes  in 
glänzender  Weise  durchgeführt  und  verwerthet. 

Während  der  Ausarbeitung  der  Statik  und  iü  den  nächstfolgenden 
Jahren  wurde  von  Möbius  der  für  Geometiie  vrie  für  Mechanik 
gleich  ausgiebige  Begi-iif  der  JiZusammonsctzung  oder  geometrischen 
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Addition«  von  Strecken  und  von  PolygonfläeLen  ausgebildet,  wobei 
ihm  GraBsmann  und  Saint- Yen aut  1844  begegneten,  sowie 
Hamilton,  welcher  in  seinen  Qiiaternionen  1S53  auch  die  geo- 
metrische Summe  von  Bogen  gi-öseter  Kreise  einer  Kugel  in  Betracht 
zog.  Den  Begriff  der  geometiigohcn  Summe  von  Sti'eckea,  die  ihrer 
Grösse  und  ihrer  Richtung  nach  gegeben  sind,  findet  man  bei  Argand 
1806,  welcher  complexe  Grössen  geometrisch  darzustellen  beahsich- 
tigte,  in  der  That  aber  den  realen  Vector  (Modul)  einer  complexen 
Zahl,  einer  Summe,  eines  Producta  complexer  Zahlen  auf  einer  Ebene 
eonstruirt  bat.  Derselbe  Begriff  tiitt  deutlicher  auf  bei  Bellavitis, 
welcher  seit  1832  die  »Aequipollenz«  der  geometrischen  Summe  von 
Strecken  AB  +  BO  mit  der  Strecke  AG  seinen  Ausführungen  zu 
Grunde  gelegt  hat.  Unabhängig  von  diesen  Vorgängen  hat  Möbius 
1844  in  Crelle's  Journal  Bd.  28  auf  elementar-mathematische  Weise 
gezeigt,  in  welchem  Sinne  die  Strecke  AB  beim  Calcul  durch  die 
Differenz  der  Punete  ^1  —  B  ersetzt  werden  könne,  wodurch  er  ohne 
weitere  Hülfsmittel  zu  einer  neuen  Begründung  seines  baryeentrischcn 
Calculs  gelangt.  Neben  der  geometrischen  Addition  war  es  auch  die 
von  Grassmann  ausgebildete  geometrische  Multiplieation ,  welcher 
Möbius  besondere  Aufmerksamkeit  zuwendete.  Man  erkennt  dies 
ans  der  erläuternden  Abhandlung,  mit  welcher  er  die  Herausgabe  von 
Grassmann's  preisgekrönter  geometrischen  Analyse  1847  begleitete. 
In  der  1843  erachicnenen  Mechanik  des  Himmels  werden  zu- 
nächst mit  Hülfe  der  geometrischen  Addition  die  Grundbcgi'iffe  der 
Dynamik  nebst  der  Theorie  des  Schwerpunctes  in  neuer  lichtvoller 
Weise  vorgetragen.  Zu  der  Bahn  des  bewegten  Punctes  wird  dabei 
die  neue  Linie  seiner  Geschwindigkeiten  eonstruirt,  welche  auch  von 
Hamilton  1846  erfunden  und  der  Hodograph  des  beweg-ten  Punctes 
genannt  worden  ist.  Als  Vorbereitung  zu  der  Lehre  von  der  Planeten- 
bewegung wird  die  —  obwohl  nur  dem  Scheine  nach  —  in  der 
Astronomie  veraltete  und  verachtete  Theorie  der  Epicyclcn  wieder 
in's  Leben  gerufen,  weil  jede  Bewegung  eines  Punctes  durch  Zu- 
sammensetzung gleichförmiger  Kreisbewegungen  so  nahe  als  man 
will  dargestellt  werden  kann.  Die  ganz  leicht  sich  ergebenden 
Formeln  fUr  die  Kräfte,  durch  welche  eine  epicyclisehe  Bewegung 
hervorgebracht  wird,  sind  späterhin  das  Mittel,  durch  welches  um- 
gekehrt die  von  den  störenden  Kräften  in  den  planetarisehen  Be- 
wegungen bewirkten  Ungleichheiten  ohne  Anwendung  weiterer  Kunst- 
griffe bestimmt  werden. 
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In  dem  letzten  Lebcüsabsclinitt  eind  die  Arbeiten  theils  ent^ 
standen  theils  vollendet  worden,  welebe  Mobius  in  den  Schriften 
der  Königl.  Säclis.  Gcaellaehaft  der  WisBenschaften  veröffentlicht  hat. 
Die  erste  dieser  Arbeiten  ergiebt  einen  für  die  Sphärik  eingerichteten 
baryeentrischen  Caleul  und  dessen  ÄnTrendungen  3846;  mit  ihr  in 
Verbindung  stehen  der  Aufsatz  über  sphärische  Figuren,  welche  keine 
merkwürdigen  Punete  haben  1848,  und  die  gi'osse  Abhandlung  über  die 
Grundformen  der  planen  Linien  3ter  Ordnung  1849.  In  der  letzteren 
wird  atatt  der  Linie  3ter  Ordnnng  ein  dieselbe  projieirender  Kegel 
oder  vielmehr  dessen  Sphärenschnitt,  eine  sphärische  Linie  3ter  Ord- 
nung ,  in  Betracht  gezogen ,  und  ohne  Rechnung  in  anschaulicher 
Weise  gezeigt,  dass  die  sphärische  Linie  drei  (reale)  Paare  von 
Wendepuncten  nebst  einer  geschlossenen  ZwilKngscurve  hat.  Die 
Zwillingscurve  sowie  zwei  Paare  der  Wendepuncte  können  sieh  in  je 
ein  Paar  von  Puncten  zusammenziehen  oder  die  Realität  verlieren. 
Demnach  kann  die  sphärische  Linie  und  die  entsprechende  Planlinie 
in  fünf  verschiedenen  Gestalten  aufti'eten,  welche  unter  einander 
nicht  collinear  sind,  entsprechend  den  fttnf  divergenten  Newton- 
schen  Parabeln. 

Diesen  Arbeiten  folgt  die  Kreisverwandtsehaft  in  rein  geometri- 
scher Darstellung  i85S  mit  zwei  vorbereitenden  Aufsätzen  1852/3. 
Möbins  fllgt  zu  seinen  collinearen  Figuren  die  kreisverwandten 
hinzu,  deren  Puncto  einander  so  entpreehen,  dass  je  vier  Puncten 
der  einen  Figur,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  Punete  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einem  Kreise  liegen.  Er  entwickelt  vollständig 
nnd  einfach  die  Eigenschaften  der  KreisverwandtBchaft ,  die  tiefer 
liegenden  mit  Hülfe  der  dazu  von  ihm  ersonnenen  Doppelverbältnisse 
und  Doppelwinkel,  und  bemerkt,  dass  die  Kreisverwandtsehaft  zn 
den  von  Magnus  betrachteten  Verwandtschaften  gehört,  bei  welchen 
einer  Linie  wter  Ordnung  im  Allgemeinen  eine  Linie  Swter  Ordnung 
entspricht.  Dass  die  durch  sogenannte  Inversion  d.  i.  durch  reciproko 
Veetoren  erzeugten  Figuren  (Liouville's  Journal  1847  t.  12  p,  265), 
kreisvei-wandt  sind,  war  ihm  entgangen,  und  er  hatte  sich  nicht 
erinnert,  dass  die  Kreisverwandtsehaft  ein  einzelner  Fall  der  all- 
gemeinen Vei'wandtsehaft  von  Punctöguren  ist,  welohe  durch  Con- 
formität  (Isogonalität}  bezeichnet  wird. 

Die  Sprödigkeit  der  KrystallograpMe  gegen  die  geometrischen 
ümwerhungen  hat  auch  Möbius  zu  einem  krystallographisehen  Auf- 
satz gereizt,  in  welchem  er  1849  tue  Krystalle  im  Allgemeinen  als 
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kaleidoskopische  Figuren  betraebtea,  und  das  System,  zu  welchem 
ein  Krystall  gehört,  durch  den  Spiegelwinkel  des  Kaleidoskops  he- 
stimmeu  lehrt.  Daran  anknüpfend  giebt  er  in  dem  Aufsatz  über 
symmetrische  Fignren  1851  eine  neue  und  folgenreiche  Definition 
der  Symmetrie  nebst  weitereu  Äuafiihi-iingen,  bei  denen  er  durch  das 
ihm  sympathisch  geschriebene  Memoire  Bravais'  (Liouville's  Journal 
1849)  sieh  mehrfach  unterstützt  findet.  Es  folgen  dann  die  lehr- 
reichen Aufsätze  über  Involutionen  1853  und  1855/6,  welche  das  da- 
mals bekannte  Material,  jedoch  ohne  Berücksichtigung  dessen,  was 
kürz  vorher  in  der  Ueometrie  der  Lage  gegeben  worden  war,  auf 
einfache  Weise  darstellen,  und  den  Begriff  der  Involution  von  Puncten 
mit  dem  neuen  Begriff  der  Symmetrie  in  Verbindung  setzen,  und 
denselben  naeb  mehreren  Seiten  erweitern. 

Die  Aufsätze  über  imaginäre  Kreise  1857  und  über  conjugirte 
Kreise  1858  beziehen  sieh  auf  die  von  Chasles  1852  in  der  Geom, 
8up6r.  art.  778  ff,  gegebenen  Untersuchungen,  und  eröffnen,  ausgehend 
von  der  Bestimmung  eines  Kreises  durch  seine  von  Möbius  so  ge- 
nannten zwei  Scheitel ,  eine  Reibe  neuer  Aussichten.  In  dem  Be- 
richt 1859  erseheint  der  neue  Beweis  eines  Hamilton'schen  Satzes 
über  geometrische  Addition  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel, 
und  der  Berieht  1860  giebt  die  Entwickelung  der  Grnndformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  bei  unbeschränkten  Seiten  imd  Winkeln, 
unabhängig  von  dem ,  was  Gauss  in  den  Anmerkungen  zu  der 
Schumacher'sehen  Uebersetzung  von  Carnot's  G6om.  de  position 
{Gauss  Werke  4  p.  401)  zur  Erledigung  dieser  Frage  mitgetheilt 
hatte.  Die  Eigenschaften  unendlich  dünner  Strahlenbündel,  welche 
Kummer  1860  in  seiner  Abhandlung  über  geradlinige  Sti'ahlensysteme 
bekannt  gemacht  hatte,  werden  von  Möbius  in  dem  Bericht  1862 
einfach  und  anschaulieh  vorgetragen,  indem  er  von  einer  rein  geo- 
metrischen Definition  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündols  aus- 
gehend statt  des  Calculs  die  geometrische  Betrachtung  eintreten  lässt. 

Die  beiden  letzten  Arbeiten,  welche  Möbius  1863  und  1865  er- 
scheinen Hess,  sind  hervorragend  durch  Ei-findung  und  Scharfsinn, 
und  erfordern  auch  bei  dem  Leser  ein  nicht  gewöhnliches  Mass  von 
Vorstellungskraft.  Die  erste  dieser  Arbeiten  giebt  die  Theorie  einer 
neuen  Verwandtschaft  von  Punctfiguren,  ElementaiTerwandtschaft  ge- 
nannt, so  weit  abgelöst  von  Metrik,  dass  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Puncten  (einem  Linieuelement)  der  einen  Figur  zwei  Puncto 
der  anderen  Figur  entsprechen,  welche  ebenfalls  einander  unendlich 
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uahe  siud.  Eine  Plaiifigur  mit  mehrereE  Ränderu  (geschlossene 
Grenzlinien ,  deren  keine  sieli  selbst  oder  eine  andere  Grenzlinie 
schneidet)  und  eine  andere  Planfigur  mit  eben  so  viel  Rändern  sind 
elementarverwandt.  Ein  zuaamtaeuhängendes  StUek  Fläche  mit 
n  Rändern  dient  als  eine  «Grundform  wter  Classen,  eine  geschlossene 
Fläche  wird  durch  parallele  Ebenen  in  Grundformen  bestimmter 
Olassen  zerleg-t ;  demgemäss  wird  für  eine  durch  Grundformen  von 
gegebenen  Classen  ansgedriickte  gesehlosseue  Fläche  die  Claasenzahl 
berechnet.  Die  gefundene  Gleichung  führt  zu  einem  gewichtigen 
Satze  Über  die  aua  einem  Puncte  zu  der  Fläche  gezogenen  Normalen, 
und  wird  schliesslich  übergeleitet  in  die  Euler'sche  Gleichung,  welche 
die  ÄQKahlen  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines  Polyeders 
erster  Classe  verbindet.  In  wie  weit  von  diesen  Untersuchungen 
die  Riemann'sche  Bestimmung  des  {2j?  +  l)faohen  Zusammenhanges 
einer  geschlossenen  Fläche  durch  Querschnitte  derselben  (Grundlagen 
1S51  Art.  6  und  Crelle's  Journal  1857  Bd,  54  p.  133)  berührt  wurde, 
ist  wie  es  scheint  Möbius  unbekannt  geblieben. 

Die  letzte  Arbeit  über  die  Polyeder  enthält  zunächst  zwei  neue 
Entdeckungen  ersten  Ranges :  das  Gesetz  der  Kanten  bei  ordinären 
Polyedern,  wovon  eine  Andeutung  bereits  in  der  Statik  §.  55  zu  finden 
ist,  und  die  Existenz  von  extraordinären  Polyedern  ohne  Rauminhalt, 
bei  denen  das  Gesetz  der  Kanten  nicht  erfüllt  ist.  Das  einfachste 
unter  den  neuen  Möbius'sehen  Polydevn  hat  zehn  Dreiecke,  sechs 
fünfkantige  Ecken,  und  nicht  vierzehn  sondern  fünfzehn  Kanten; 
dasselbe  ist  zweiseitig,  so  das»  man  auf  seiner  Oberfläche  fortgehend 
anf  die  oonträre  Seite  eines  Dreiecks,  von  dem  man  ausging,  ge- 
langen kann.  Der  Rest  der  Abhandlung  handelt  von  dem  Inhalt 
eines  planen  Polygons  und  eines  Polyeders  auch  bei  sich  selbst 
sehneidenden  Begrenzungen,  und  bestimmt  den  Inhalt  nicht  nur  durch 
die  Eckpunete,  wie  aus  dem  barycentriachen  Calcul  gi'oasentheils  be- 
kannt war ,  sondern  auch  auf  ganz  neue  reeiproke  "Weise  durch  die 
Geraden  der  Polygonseiten  und  durch  die  Ebenen  der  Polyeder- 
flächen.  Dass  solche  Schöpfungen  zuerst  eine  Zeit  lang  unbeachtet 
oder  nicht  hinreichend  gcwUrdigt  bleiben  konnten ,  mag  zum  Theil 
der  anspruchslosen  Form  zugeschrieben  werden,  in  welcher  Möbius 
seine  tiefen  und  neuen  Gedanken  veröffentlichte. 

Im  Anfang  des  Jahrhunderts,  an  dessen  Spitze  Gauss  steht, 
waren  es  fast  nur  Astronomen,  welche  in  Deutschland  die  Mathematik 
lebendig  erhielten  und  förderten.    Erst  in  dem  nächsten  Zeitabschnitt, 
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welchen  HnmlDoldt's  mächtiger  Emflnss  bezeichnet,  drang  im  neuen 
Centriun  dentecher  Wissenschaft  die  Erkenntnisa  durch,  dass  daselhst 
junge  Kräfte  Torhanden  waren,  geeignet,  in  der  mathematieeben  For- 
schung ein  frisches  Leben  hervorzunifen.  Diese  Erltenntniss  fand  in 
der  GrrltnduDg  des  Journale  für  Mathematik  durch  Crelle  1S26  ihren 
Ausdruck,  und  gewann  sogleich  feste  Gestalt,  als  in  den  ersten 
Bänden  des  JouiTials  Abel,  Jacol)i,  Steiner,  Poncelet,  Clausen, 
Gauss,  Diriehlet,  Möbius,  PiUeker,  Gudermaan  auftraten.  Dem 
gewaltigen  Aufschwung  der  Analysis  steht  in  der  ersten  Hälfte 
unseres  Jahrhunderts  ein  nicht  geringerer  Fortschritt  der  Geometrie 
zur  Seite,  bezeichnet  durch  die  Eeihe  Dnpin,  Gergonne,  Brianehon, 
Poncelet,  Disquieitiones  generales  circa  superficies  curvas,  mit  der 
Fortsetzung  Möbias,  Plüeker,  Steiner,  Chaslee,  Standt. 

Welchen  Antheil  Möbius  an  der  Vertiefung  der  geometrischen 
Grundbegriffe  und  an  der  Aufechliessung  neuer  Gebiete  fWr  die  geo- 
metrische Forschung  gehabt  hat,  davon  legt  der  vorstehende  Bericht 
über  die  von  ihm  hinterlasscnen  Werke  Zeugnies  ab.  Die  kommenden 
Geschlechter  haben  die  in  diesen  Werken  liegenden  Keime  weiter  zu 
entfalten,  und  werden  mit  uns  in  unserem  Astronomen  Möbius  einen 
hervorragenden  Mathematiker  deutscher  Nation  und  einen  hervor- 
ragenden Geometer  aller  Nationen  verehren.  Die  Königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig  hat  beschlossen ,  die  gesammelten  Werke 
Werke  Möbius'  neu  herauszugeben;  sie  bat  mit  der  Ausfühning  ihres 
Beschlusses  die  Herren  Coüegen  Klein,  Scheibner  und  den  Unter- 
zeichneten beauftragt.  Die  vorliegende  Ausgabe  ist  demgemäss  ver- 
anstaltet worden;  den  ersten  Band,  den  baryeentrisohen  Calcul  und 
eine  Eeihe  geometrischer  Abhandlungen  enthaltend,  hat  der  Unter- 
zeichnete besorgt;  den  zweiten  und  den  dritten  Band,  eine  zweite 
Eeihe  mathematischer  Abhandlungen  und  die  Statik  enthaltend,  hat 
Herr  Klein  übernommen,  den  vierten  Band,  astronomische  Abhand- 
lungen nnd  die  Mechanik  des  Himmels  enthaltend,  HeiT  Seheibner. 
Das  dem  Meieter  aus  seinen  Werken  errichtete  Denkmal  sei  den  Mit- 
strebenden und  den  Nachkommenden  eine  Quelle  der  Erkenntniss  und 
der  Erhebung. 

Ricliard  Baltzer. 
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Vorrede. 


iis  ist  bekannt,  dass  die  der  Mecliiinik  zugehörige  Lehre  vom 
Schwerpuncte  schon  oftmals  als  Hülfsmittel  zur  Erfindung  rein  geo- 
metrischer Wahrheiten  benutzt  worden  ist.  Die  frühesten  Versuche 
sind  unstreitig  die  mechanische  Quadi-atur  der  Pai-abel  von  Archi- 
medes  und  der  schon  in  dea  Pappus  mathematischen  Sammlungen 
sich  vorfindende,  jetiit  unter  dem  Namen  der  centrobaryschen 
oder  Guldin's  Regel  bekannte  Satz.  Mit  Uebergehung  späterer 
Bemühungen  dieser  Art,  die,  wie  die  eben  gedachten,  hauptsächlich 
die  Quadratur  und  Cubatui-  von  Flächen  und  Körpern  zu  ihrem 
Zwecke  haben,  erwähne  ich  nur  aus  den  letaten  Zeiten  die  Mathe- 
matiker Carnot  und  L'Huilier.  Beide*)  suchen  den  Schwerpunct 
in  das  Gebiet  der  niedern  Geometrie  zu  ziehen,  indem  sie  nicht  so- 
wohl von  KÖi-pem,  Flächen  und  Linien,  als  vielmehr  bloss  von 
einem  Systeme  gewichtiger  Puncte  den  Schwerpunct  betrachten, 
ihn  selbst  aber,  um  alle  Vorstelhmgen  des  Mechanischen  zu  be- 
seitigen, den  Punct  der  mittlem  Entfernungen  nennen,  weil  näm- 
lich sein  Abstand  von  irgend  einer  Ebene  gleich  der  mittlem  Ent- 
fernung aller  Puncte  des  Systems  von  derselben  Ebene  ist.  Die 
Bereichenmgen,  welche  sie  dadurch  der  Geometrie  verschafft  haben, 
sind  allgemein  anerkannt. 

Von  demselben  elementaren  und  rein  geometrischen  BegiifFe 
des  Schwerpuncts  gehen  auch  die  vorliegenden  Untersuchungen  aus. 
Die  erste  Veranlassung  hierzu  war  die  Envägung  der  Fruchtbarkeit 


*)   Carnot   in   seiner  O^om^trie  de  posttio; 
d'cmalyse  gäomUriqiie  et  Sanalyse  algi'briipM. 
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des  Satzes,  dass  jedes  System  gewichtiger  Puncto  iiui-  einen  Schwei- 
punct  hat,  und  dass  daliei',  in  welcher  Folge  man  auch  die  Pnncte 
nach  imd  nach  in  Verbindung  bringt,  zuletzt  doch  immer  ein  und 
derselbe  Piinct  gefunden  werden  muss.  Die  einfache  Art,  womit 
ich  dadiu'ch,  mehrere  geometmche  Sätze  zu  beweisen,  mich  im 
Stande  sah,  bewog  mich,  zu  noch  grosserer  Vereinfachung  solcher 
Untersuchungen  einen  dafür  passenden  A^orithmus  auszumitteln. 

Das  Gleichgewicht,  um  mich  der  Sprache  der  Mechanik  zu  be- 
dienen, drückte  ich  dui-ch  das  Gleichheitszeichen  aus,  auf  dessen 
eine  Seite  ich  die  Puncte  des  Systems  mit  ihren  Gewichten,  auf  die 
andere  Seite  aber  den  Schwerpunct  des  Systems  mit  einem  Ge- 
wichte setzte,  welches  der  Summe  jener  Gewichte  gleich  war.  Das 
auf  solche  Weise  dargestellte  Gleichgewicht  musste  nun  fortbestehen, 
wenn  entiveder  alle  Gewichte  in  gleichen  Verhältnissen  vergrÖssert 
oder  ven-ingert  wurden,  oder  wenn  Puncte  mit  ihren  Gewichten  von 
der  einen  auf  die  andere  Seite  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen 
(d.  h.  in  enfgegei^esetater  Richtung  wirkend)  gebracht,  oder  wenn 
endlich  mit  beiden  Seiten  neue  in  Gleichgewicht  stehende  Systeme 
verbunden  wurden;  Operationen,  die,  wie  man  sieht,  den  gewöhn- 
lichen Verrichtungen  der  A%ebra  vollkommen  analog  waren. 

Die  Bemerkung,  dass  ii^end  dreien  Puncten  einer  Ebene  immer 
solche  Gewichte  be^elegt  werden  können,  dass  ein  gegebener  vierter 
Punct  der  Ebene  als  Schwerpunct  derselben  beti-achtet  werden  kann, 
und  dass  diese  di'ei  Gewichte  in  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
die  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Puncte  nur  auf  eine  Weise 
bestimmbar  sind,  führte  mich  weiter  zu  einer  neuen  Methode,  die 
Lage  von  Puncten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen.  Die  drei  Puncte, 
welche  somit  zur  Bestimmung  aller  übrigen  dienten,  nannte  ich 
Fundamentalpuncte,  die  sie  verbindenden  Geraden  Funda- 
mentallinien, und  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  das  Funda- 
mentaldreieck;  die  Verhältnisse  aber,  die  für  den  zu  bestimmenden 
Punct  zwischen  den  Gewichten  der  Fundamentalpuncte  oder  ihren 
Coefficienten,  wie  ich  die  Gewichte  von  jetat  an  hieas,  stattfinden 
müssen,  waren  die  Coordinaten  dieses  Punctes.  Auf  ähnliche  Art 
verfuhr  ich  zur  Bestimmung  eines  Punctes  im  Räume,  wo  vier 
Fundamentalpuncte  nöthig  waren,  und  es  daher  sechs  Funda- 
mentallinien und  eine  Fundamentalpyramide  gab. 

Die  Fundamentallinien  waren  bei  dieser  Bestimmungsai-t  ofi'en- 
bar    dasselbe,    was    bei    der   gewöhnlichen    Methode    der    parallelen 
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Coordinateii  die  Axen  sind.  Jedei'  der  Fundainentalpuncte  aber  war 
einem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  analog,  so  dass  folgKch  das 
Fundamentaldreieck  der  Ebene  oder  die  Fuiidamentalpyramide  des 
Raums  als  die  Vereinigung  drei  oder  vier  solcher  Axensysteme  an- 
zusehen wai'en,  dergleichen  bei  der  gewöhnlichen  Coordinaten- 
methode  auf  einmal  nur  eines  berücksichtigt  werden  kann  (§.  126). 
Diese  Vereinigung  mehrerer  Axensysteme  konnte  aber  nicht  anders 
als  vortheilhaft  sein,  da  jedes  neue  Axensystcra  eine  neue  Ansicht 
der  F^ui  gewahrt  und  damit  zu  neuen  Eigenschaften  derselben 
hinführt.  Auch  gesellte  sich  noch  zu  diesem  Vortheile  die  grosse 
Einfachheit ,  womit  sich  die  Veränderung  der  anfangs  gewählten 
Fundame ntalpuncte  bewerkstelligen  Hess  (§.  35).    ■ 

Ein  Hauptgegenstand  d^r  analytischen  Geometrie  sind  die  Eigen- 
schaften ki-ummer  Linien  und  Flächen.  Um  auch  diese  mit  bary- 
centrischer  E.echnung  behandeln  zu  können,  war  es  nöthig,  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  mehr  constant,  sondern 
veränderlich  zu  nehmen.  Waren  die  Coefficienten  der  drei  Funda- 
mentalpuncte einer  Ebene  oder  der  vier  Fundame ntalpxincte  des 
Eaums  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse,  so  bildeten  alle  die 
Schwerpuncte ,  die  ich  erhielt,  indem  ich  der  Veränderlichen  nach 
und  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegte,  eine  Linie  in  der  Ebene 
oder  im  Baume,  imd  zwar  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Coefficienten 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen,  eine  Linie  der  zweiten  Ord- 
nung, wenn  sie  quadratische  Functionen  waren,  u.  s.  w.  Einer 
nähern  Betrachtung  unterwarf  ich  die  Linien  der  zweiten  Ordnung 
oder  die  Kegelschnitte,  und  ich  hoffe,  dass  die  neuen  analytischen 
Ausdrücke  für  dieselben  und  die  Art,  wie  daraus  theils  schon  be- 
kannte, theils  mehrere  neue  Eigenschaften  dieser  Curven  entwickelt 
worden  sind,  dem  Leser  nicht  unangenehm  sein  werden.  Auch  die 
Lehre  von  der  Berührung  und  den  merkwürdigen  Puncten  krummer 
Linien  ist  mit  einiger  Ausführlichkeit  behandelt  worden,  die,  wenn 
sie  zu  gross  scheinen  sollte,  durch  die  Einfachheit,  womit  sich  alle 
diese  Gegenstände  der  barycentrischen  Methode  unterwerfen  lassen, 
zu  entschuldigen  sein  möchte. 

Wurden  die  Coefficienten  der  vier  Fundamentalpuncte  des  Kaums 
als  Functionen  zweier  Veränderlichen  genommen,  so  ergab  sich  der 
Ausdruck  einer  Fläche,  Diese  Fläche  war  eine  Ebene  bei  Functio- 
nen von  linearer  Form.  Noch  quadratische  Glieder  mussten  in  den 
Coefficienten  vorkommen,  wenn  die  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung 
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sein  sollte,  etc.  Unter  den  dahin  gehörigen  Üntersiichungen,  er- 
laube ich  mir,  inshesondere  auf  den  in  §.  108  vorgetragenen  Satz, 
die  Berührung  krammer  Flächen  mit  Ebenen  betreffend,  und  die  in 
§.  109  daraus  abgeleiteten  Eigenschaften  der  KrümnnuigshalbmesBer 
etc.  aufmerksam  zu  machen*). 

Das  Bisherige  ist  em  kurzer  Abriss  einer  analytischen  Geo- 
metrie, wo  statt  der  Methode  der  parallelen  Coordinaten  die  bary- 
centrische  Bestimmung  durch  Fundamentalpuncte  angewendet  ist. 
Um  die  auf  letzterem  Wege  erhaltenen  Resultate  mit  denen,  welche 
die  erstere  Methode  gibt,  vergleichen  zu  können,  habe  ich  zum 
Schlüsse  des  ersten  Abschnitts  den  Zusammenhang  zwischen  beiden 
Methoden  angegeben,  und  gezeigt,  wie  man  von  dem  barycentrischen 
Ausdrucke  einer  Gurve  oder  Fläche  zu  ihrer  Gleichung  zwischen 
parallelen  Coordinaten,  und  uingekehrt,  übersehen  kann. 

Ein  Umstand,  der  sich  bei  diesem  wechselseitigen  üebei^ange 
insbesondere  der  Beachtung  darbietet,  besteht  darin,  dass  sowohl  in 
die  gesuchte  Gleichung  als  in  die  Coefficienten  des  verlangten  Aus- 
drucks die  Coordinaten  der  Fundamentalpuncte  mit  hineinkommen, 
während  die  Coefficienten  der  bisher  behandelten  Ausdrücke  von 
diesen  Coordinaten  ganz  unabhängig  waren,  und  dabei  allerdings 
auch  alle  durch  diese  Coordinaten  ausdrückbaren  Grössen,  wie  z.  B. 
die  Verhältnisse   zwischen    den   gegenseitigen  Abständen   der   Funda- 


*l  Wiewohl  ieh  au  diesem  Satze  und  den  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen 
bei  Anstellung  eigener  üutersuchungen  gelangte ,  so  fand  ich  doch,  später,  kurz 
vor  dem  Drucke  meines  Buchs,  dasa  schon  Dupin  denselben  Satz,  in  Verbindung 
mit  seiner  sehr  umfassenden  Theorie  der  eonjugirten  Tangenten,  aufgestellt  hatte. 
Dupiu  Diveloppemenh  du  G^omitrie.  Paris  1S13.  Pag.  149.  Da  aber  demunge- 
aohtet  diese  Behandlungsart  der  Berührung  nicht  allaubekannt  sein  dürfte,  so 
schien  es  mir  passend,  sie  bei  dieser  Gelegenheit,  jedoch  in  der  Form,  ■wie  ich. 
sie  noch  vor  der  Beltanntschaft  mit  Dupin'a  "Werke  abgefasst,  hier  niitzu- 
th  eilen. 

Mit  diesen  Eigensehatten  der  Berührung  hängen  die  Beiwörter  elliptisch 
und  hjperbolisch  zusammen,  wodurch  ich  die  Hyperboloide  und  die  Parabo- 
loide  (■welche  nebst  dem  Ellipsoid  die  drei  Hauptacten  tou  Plächeu  der  a^weiten 
OrdnunK  ausmaehenl  unterschieden  habe.  Das  elliptische  Hyperboloid  wird  näm- 
lich ebenso  ■wie  das  eüiptisohe  Paraboloid,  von  einer  Ebene,  welche  mit  einer 
berührenden  Ebene  parillel  ist,  in  einer  Ellipse,  und  das  hyperbolische  Hyper- 
boloid ebenso  wie  dis  hyperbolische  Paraboloid,  von  einer  solchen  Ebene  in  einer 
Hjperbel  geschnitten  Doch  muss  ich  hinaufügen,  dass  ich  zu  diesen  ganz  saoh- 
gemissen  Benennungen  statt  welcher  ieh  früher  andere  gebraucht  hatte,  erst  durch 
Uupin  leranlas^t  wordtn  tm.     D^veloppements  de   Giomitrie,  pag,  50. 
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mentalpuncte,  die  von  ileii  Fiindamentalliiiioii  gebildeten  Winkel  etc. 
gar  nicht  in  Bechnung  kommen  konnten.  Wiewohl  ich  nun  hier- 
durch hätte  veranlasst  werden  können,  durch  Einführung  jener 
Coordinaten  oder  von  ihnen  abhängiger  Grössen,  den  baiycentrischen 
Calcul  auf  alle  Arten  geometrischer  Untersuchungen  anzuwenden, 
so  sah  ich  doch  bald,  dass  man  alsdann  oft  eine  verwickeitere  Eech- 
nung  haben  würde,  als  beim  Gebrauche  der  gewöhnlichen  Coordi- 
natenmethode ;  da  hii^egen  alle  durch  den  baiyceutriachen  Calcul 
zu  erhaltenden  Resultate,  wobei  die  gegenseitige  Lage  der  Funda- 
mentalpuncte  nicht  berücksichtigt  wird,  meistentheils  leichter  auf 
diese  Weise,  als  mit  Anwendung  paralleler  Coordinaten,  gefunden 
werden  können. 

Hiemach  lioss  ich  also  den  barycentrischen  Calcul  in  seiner 
Unabhängigkeit  von  der  Lage  der  Fundamentalpuncte,  wo  er  nur 
auf  eine  gewisse  Classe  von  Untei-suchungen  anwendbar  ist,  auf 
Untersuchungen  aber,  die  zum  Ersatz  dieser  Beschränktheit  an  sich 
selbst  von  desto  allgemeinerer  Natur-  sind.  Denkt  man  sich  nämlich 
alle  Puncte  einer  Figur  durch  die  Coefficienten  gewisser  Funda- 
mentalpuncte gegeben,  so  werden  alle  dui-ch  diese  Coefficienten  aue- 
drückbaren  Relationen  auch  bei  jeder  anderen  Figur  vorhanden  sein, 
die  man  mit  denselben  Coefficienten,  aber  nach  Belieben  anders  ge- 
wählten Fundamentalpuncte n,  coustruirt.  Mau  sieht  augenblicklich, 
dass  zwei  solche  Figuren  einander  nicht  ähnlich  sind,  sondern  in 
einer  allgemeineren  Beziehung  zu  einander  stehen.  Es  ergab  sich 
mir,  dass  diese  Beziehung  einerlei  sei  mit  dei'jenigen,  welche  von 
Euler  in  seiner  Introdiictio  Affinität  genannt  wird*). 

Zugleich  aber  wurde  ich  dadurch  bewogen,  noch  mehrere  der- 
gleichen Beziehungen  zwischen  Figuren  auszumitteln ,  und  somit 
entstand  der  zweite  Abschnitt  meines  Buchs,  welcher  von  den  geo- 
metrischen Verwandtschaften  handelt,  einer  Lehre,  welche  in 
dem  hier  gebrauchten  Sinne  die  Gmndlage  der  ganzen  Geometrie 
in  sich  fasst,  die  aber  auch  eine  der  schwierigsten  sein  möchte, 
wenn  sie  in  völliger  Allgemeinheit  und  erschöpfend  vorgetragen 
werden  soll.     Im  Gegenwärtigen  sind  nur  die  einfachsten  Arten  der 


*)  In  Bezug'  auf  das  in  §  147  daiüber  Gesagte  können  noch  ■verglichen 
werden  '&-S,%%ne'r'a  Anfangggninde  der  Anaiyns  endhcher  Grössen  3  Aufl  S  248, 
wo  Kästner  durch  Euler's  unrichtige  Ansieht  Teitflhrt  \on  dei  Afflnität  über- 
haupt keinen  grossen  Nutzen  sehen  will 
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Verwandtschaften  betrachtet  worden,  diejenigen  nänilich,  welclie  auch 
in  der  niederen  Geometrie  in  Anwendung  kommen  können. 

Der  Hauptnutzen  dieaei  dei  niederen  Geometrie  angehörigen 
Verwandtschaften  besteht  iber  dum  di"«  jede  derselben  zu  einer 
besonderen  Classe  von  Aufgaben  hinfiihit  wo  aus  gewissen  in  hin- 
reichender Anzahl  gegebenen  Stucken  einei  Figur  ein  oder  mehrere 
andere  Stücke  gefunden  Tveiden  sollen  —  Von  diesen  Aufgaben 
scheint  man  bisher  blos'.  diejenigen  gekannt  zu  haben,  welche  aus 
der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  aU  dei  einfachsten  Verwandtr- 
Bchaft,  ihren  Ursprung  ziehen  und  womch  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  in  einer  Ebene  odei  im  Eaume  aus  2»  —  3  oder  3m  — 6 
von  einander  unabhängigen  Stucken  alle  ubiigen  sich  finden  lassen; 
der  bekannte  Gnindsitz  dei  Tii^onometiie  Polygonometrie  und 
Polyedrometrie.  Die  Aufgaben  zu  denen  die  4.ehnlichkcit  allein 
führt,  sind  hiervon  nicht  «eseutlich  unterschieden.  Wohl  aber  ge- 
langt man  zu  Aufgaben  ganz  andeiei  irt  duich  die  Affinität  und 
durch  die  Gleichheit  welche  letzteie  eine  ebenso  specielle  Art 
von  der  Affinität  ist  als  ihe  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  von  der 
Aehnlichkeit  allein.  Noch  indeie  \nfgiben  endlich  bietet  die  noch 
allgemeinere  Verwandtschaft  dei  Collineation  dai-.  Die  Dar- 
stellung dieser  verschiedenen  Classen  von  Aufgaben  und  die  Lösung 
der  neuen  unter  ihnen*]  mittelst  des  barycentrischen  Calculs  ist  der 
Haiiptgegenatand  des  zweiten  Abschnitts  und  zugleich  dasjenige  in 
meinem  Buche,  was  ich  der  Beachtung  dos  Lesers  am  meisten  em- 
pfehlen möchte. 

Zu  der  letzterwähnten  Verwandtschaft  der  Collineation  wurde 
ich  durch  die  Betrachtnng  der  perspectivischen  Abbildung  einer 
ebenen  Figur  geleitet.  Bekanntlich  hat  man  die  Theorie  der  per- 
spectivischen   Projectionen    schon    oft    angewendet,    um    schwierigere 


*)  Zwei  dergleioheii  Aufgaben,  die  eine  aus  der  Gleichheit,  die  andere  aus 
dei  CoHineationsverwandtBehafl  entsprungen,  hatte  ich  meinen  i.  3.  1823  heraus- 
gegebenen Beobacktwngen  auf  dm-  KiinigUeken  Vhiversitais'Stemivai-te  zu  Leipsiff 
als  Anhaiig  beigefügt.  Zwei  Lösungen  der  ersteren  (§.  165,  2),  vom  Herrn  Hof- 
rath  und  Kitter  Gauas  und  von  Herrn  Clausen  in  Altona,  befinden  sieh  in 
Schumacher's  Astronomische  Nachrichten  No.  42;  nachträgliche  Erinnerungen 
von  mir  über  dieselbe  Aufgabe,  —  inaheaondere ,  daas  man  au  deraelben  End- 
gleioliung  gelangt,  wenn  man  statt  der  5  Dreiecke  die  5  Vierecke  gegeben  an- 
nimmt, welche  die  Dreiecke  zum  Fünfeck  ergänzen,  —  atehen  in  No.  56  derselben 
Zeitachrift. 
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Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie  auf  einfaehere  zurückzuführen*). 
Hier  suchte  ich  den  Gegenstand  aus  einem  noch  allgemeineren  Ge- 
sichtspnncte  darzustellen,  und  die  Verwandtschaft,  welche  zmschen 
einer  ebenen  Figur  und  ihrem  perspectivischen  Bilde  stattfindet,  auch 
auf  E^uren  im  Räume  auszudehnen.  Es  lässt  sich  nämlich  nicht 
nur  bei  ebenen,  sondern  auch  bei  räumlichen  f^^uren  der  Begiiif 
dieser  Verwandtschaft  schon  dadurch  bestimmen,  dass  jeden  drei 
Puncten  einer  Geraden  der  einen  Figur  drei  gleichfalls  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  der  anderen  entsprechen.  Und  diese  Er- 
klärungsart ißt  es  auch,  wonach  die  Vei'wandtschaft  ihren  Namen 
erhalten  hat.  Ich  legte  ihr  denselben  bei  auf  den  Rath  meines  sehr 
geschätzten  Freundes,  des  hiesigen  Herrn  Professor  Weiske,  dem 
ich  auch  für  noch  einige  andere  hier  vorkommende  Benennungen 
Dank  schuldig  bin. 

Eine  andere  Definition,  die  sieh  für  die  CoUineationsyerivandt- 
schaft  aufstellen  lässt,  beruht  auf  der  Gleichheit  einer  gewissen  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse,  hier  Doppelschnittsverhältnisse 
genannt.  Die  bis  jetzt,  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  behandelte 
Theorie  dieser  Verhältnisse  ist  in  einem  besonderen  Capitel  vorge- 
tragen. Um  aber  den  Zusammenhang  dieser  zweiten  Definition  mit 
der  ersten  in  gehöriges  Licht  zu  stellen,  waren  noch  andere  Unter- 
suchungen vorauszuschicken  nöthig,  die  in  dem  Capitel  von  den 
geometrischen  Netzen  zusammengefasst  sind. 

Mit  der  Theor-ie  der  Collineationsverwandtschaft  steht  auch  die 
Lehre  in  enger  Verbindui^,  zu  der  mich  eine  bekannte  Eigenschaft 
der  Kegelschnitte  hinführte,  und  wonach  jedem  Puncte  in  der  Ebene 
einer  solchen  Curve  eine  Gerade,  und  umgekehrt,  entspricht.  Noch 
ehe  ich  aber  diese  Lehre  und  einige  Anwendungen  derselben  dem 
Drucke  übergeben  hatte,  belehrte  ich  mich**),  dass  derselbe  Gegen- 
stand in  grossei  Allgemeinheit  bereits  von  französischen  Mathema- 
tikern behandelt  worden  sei.  Ohne  eine  nähere  Nachricht  darniber 
erhalten  zu  können,  habe  ich  es  in  dem  letzten  Capitel  meines 
Buchs  versucht,  jene   Lehre  mit  Hülfe   des  barycentrischen  Calculs 


*j  Dahin  gehört  unter  anderen  Newton's  Genesis  Curvaitim  per  umhraa 
und  die  Aufgabe  desselben  Geemetcrs:  Figuras  in  alias  ejusdem  generis  ßgura 
»mtare.     Fhiloe.  natur.  Princ.    lib.  I.    lemma  22. 

**)  Durch,  die  Anzeige  der  Gergonne'sohen.  Annalen,  Tom.  XVI,  No.  7,  i 
F^russiie's  Bulletin  des  seiences  matMm.  etc.     Fevrier  182G,  p.  112—116. 
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in  dcisolben  AllgemeiiiJieit  vorzutragen,  zugleich  aber  die  mit  den 
hierher  gehörigen  Eigenschaften  in  Verbindung  stehende  Theorie  der 
Doppel-  und  Viele ckschnittsTerhältnisse  zu  benutzen,  um  dadurch 
jener  Lehre,  so  wie  auch  der  letzteren  Theorie  selbst,  eine  noch 
grössere  Ausdehnung  zu  verschaffen. 

Möge  das  Gesagte  zur  Ueb ersieht  des  Ganges  und  der  Be- 
schaffenheit der  vorliegenden  Untersuchungen  hinreichen.  Ich  be- 
merke nur  noch,  dass  ich  das  schon  von  Mehreren  gebrauchte  Ver- 
fahren, nach  welchem  der  positive  oder  negative  Wetth  einer  Linie 
dm-ch  die  verschiedene  Neben einandei-stellung  der  die  Endpuncte 
der  Linie  bezeichnenden  Buchstaben  ausgedrückt  wird,  hier  durch- 
gehends  angewendet  und  auch  auf  die  Bezeichnung  des  Inhalts  von 
Dreiecken  (Vielecken,  in  der  Anmerkung  zu  §.  165)  und  dreiseitigen 
Pyramiden  erweitert  habe.  Es  wird  hierdurch,  so  wie  auch  zum 
Theil  durch  den  harycenti-iechen  Calcul  selbst,  die  Anschaulichkeit 
der  synthetischen  Methode  mit  der  Al^emeinheit  der  analytischen 
in  möglichat  nahe  Verbindung  gebracht,  indem  man  mit  Anwendung 
rein  geometrischer  Zeichen,  dergleichen  die  für  die  Puncto  einer 
Figur  gewählten  Buchstaben  sind,  die  arithmetischen  Beziehungen 
zwischen  den  Theilen  der  Figur  durch  Formeln  darstellt,  welche 
für  alle  möglichen  Lagen  der  Theile  Gültigkeit  haben. 

Die  weitere  Ausführung  hiervon,  ao  wie  noch  einiger  anderer 
Gegenstände  des  Buchs,  verspare  ich  auf  eine  künft^e  Gelegenheit, 
und  wünsche  für  jetzt,  meine  Absicht,  durch  die  hier  dargelegten 
Methoden  und  Lehrsätze  der  Geometi'ie  zur  Vereinfachung  ihrer 
Untersuchungen  und  zur  Erweiterung  ihres  Umfangs  einigermassen 
beizutr^en,  auch  nach  dem  billigen  Urtheüe  Anderer  in  etwas  er- 
reicht zu  haben. 
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der  Linie    —  §  4      ^  creinfaehunB;   des     Ugeme  nen   Ausdrucks  dei  Linie 

—  §  4S  Bedingingsgleiehung  nenn  znei  Gerade  n  emti  Ebti  e  hegen 
und  dann  einander  p-uallel  sind 

Ausliuckefu)  Ebenen      §  Ja    Allgemeiner  Ai  adri  ek  emei  Ebene 

—  §  50  Duiohsohnittapuiicte  dei  Ebene  mit  den  Fundamentalhnien 
Durohschnittahmen  mit  den  Fmdamentalebenen  —  §  51  \  ereinf aohung 
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\iird  —  §  64  Ausdrucke  fui  Linien  der  zvie  ten  Ordnung  m  einigen  merk 
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Fundamentalpuncte  dieselbe.  —  §.  6S.    Die  Anaahl  der  Durchschnitte  einer 
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taehen,  eto   Puncten  einer  Curve      Isolirte  Puncte 

Von  den  i  nendlichen  Aesten  §  Sä  Unendliche  Aeste  sind  loi 
banden  iienn  die  Coefhoientensumme  ^  )  werden  k'uin  —  6  *10  91  Be- 
stimming  emficherer  Linien  welche  ^ich  einei  gegebenen  symptjtisoh 
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der  Ebene,  welche  durch  einen  unendlichen  "^st  und  d  e  hm  im  Uiend- 
liohen  parallel  laufende  Asymptote  bestimmt        d 
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Achtes  Capitel. 
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gemeiner Ausdruck  einer  Fläche,  wenn  sie  von  einer  der  Fundamental- 
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^ohtr  Ziisimmenbmg  zwischen  diesen  Ausdrucken 
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iiwindlung    baijcentnscher  Ausdrucke    m    Gleichungen    zwischen 
paialleleii  Cooidinaten  und  umgekehrt, 

t)  118  119  BestimmuDSt  eines  barycentriseh  ausgedrückten  Punetes 
durch  pitallele  Coordmaten  —  §.  120 — 125.  Das  umgekehrte  Problem.  — 
S  126  Emfichste  Gestalt  der  hierbei  nöthigen  Formeln.  ^  §.  127.  lieber 
die  grossere  Allgemeinheit,  in  welcher  hier  die  Bestimmung  durch  parallele 
Coordmaten  genommen  ■wird  —  5  128  Erweitertes  Gebiet  der  barjcentii 
sehen  Untersuchungen,  wenn  min  die  Verhältnisse  zwischen  den  getfen 
seitigen  Abständen  der  Fi  ndamentilpunote  mit  berücksichtigt  —  I)  129 
Den  Ausdruck  emer  ebenen  Curye  m  eine  Gleichung,  und  umgekehrt,  zu 
verwandeln  —  §  130  Beispiele  —  §  Hl  Dieselbe  Aufgabe  für  Cunen 
im  Räume   —5   132    Beispiele    —  §   133    Die'Jelbe  Aufgabe  für  Flächen 

—  g  134  Beispiele  —  5  135— ld7  Zusammenhang  Einehen  rationalen 
Ausdiücken  und  Gleichungen  Jeder  rationale  Ausdruck  einer  ebenen 
Curre  läast  sich  m  eine  Gleichung  yerwandeln,  die  mit  dem  Ausdrucke 
von  einerlei  Ordnung  ist,  nicht  iiangekehrt  —  5  138  Anzahl  der  Be 
dmgungs Gleichungen ,  bei  welchen  die  awe:  Veränderlichen  einer  algebrai 
sehen  Gleichung  al>  rationale  Functionen  einer  dritten  V  trandcrbchcn  dai 
gestellt  werden  können 
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Zweiter  Abschnitt. 
Von  (Ten  Veiwandtschaften  der  Figuren  und  den  daraus  entspringen- 
den Klassen  geometrischer  Aufgaben. 

Erstes  Capitel, 
Von  der  Gleichheit  und  Aehnliclikeit. 

f)  ld9  Erklärung  da  Gleichheit  und  iehnlii-hkeit  —  i)  UU  Con 
struetion  eme^  "ü^items  lon  Puncten,  i^elohes  einem  i^egebenen  Systeme 
gleich  und  ähnlich  ist  Anmerkung  uhec  Figuren  im  Räume  welche  ein 
ander  gleich  und  ähnlich  sind,  aber  nicht  zur  Congiuena  gebracht  n  erden 
können  —  §  141  Beweiijenei  Conatnction  Ana'ihl  \on  Stud  an  welche 
hei  einem  Systeme  \  m  «  Pinoten  gei^ehei  sein  missei  um  diraii  ■lÜe 
ubngen  Stdoke  finden  zu  können 

Zweites  Capitel, 

V  n  dci  Aehnlichkeit 

§.  142.    Erklärung  dci  Ae!  nl  chke  t   —       141     Co  i'itr  et  on  ihnh  hei 

Figuren.     Anzahl   der  Verhiltnis'e      a  's    denei   bei   enem  Sagten  e   voi 

m  Puncten  alle  übrigen  Verb 'iltnia^'e  gelunden  %\  erden  können    Allgemeiic 

Bemerkung  über  den  Zuaammenbai  g  aw  schei   Coi  atri  ction  i  nd  Kechni  ng 

Dl  ttes  Lii  tpi 
"^  011  dei    iftniitd,! 

§.  144.  Wie  der  Begnfl  der  Affinitat  aus  der  bai'j  centfischen  Be 
Stimmung  von  Puncten  entspringt  —  §  145  Erklärung  der  Affinität  ebener 
Figuren  durch  Proportionalität  zw  sehen  sich  entsprechenden  Flachen 
Öieilen.  —  §.  146,  Andere  Erklärung  mittelst  paralleler  Cooidinaten  — 
§  117  "Von  darAffinitäthat  schon  El  1er  gebindelt  —  §  U^  "tt  iderlegung 
einer  Euler'scben  Behauptung  —  §  149  Noch  andere  Erklärung  affiner 
Figuren  m  Ebenen  —  §  150 — 163  Aniloge  Erkläiungen  und  Eigen 
Schäften  affiner  Figuren  im  Eaume  —  §  164  Die  \ffmitat  bei  bjstemen 
von  Puncten  in  geraden  Linien  ist  emeilei  mit  der  Aehnbehkeit  — 
5  166  156  Construction  affiner  Figuren  in  Ebenen  Anzahl  von  Verhält 
nissen  zwischen  Fliehentheilen  ti  eiche  be  einei  ebenen  geradlinigen  PiKur 
gegeben  sein  müssen,  um  daraus  alle  üligea  Verhältnisse  dieser  Art 
imden  zu  können  Zur  Losung  dar  hieraus  i,ntspr  ngenden  Aufgaben  dient 
der  barj eentrische  titoul  —  g  lo7  Beispiele  ■ —  g  158—160  Analoge 
AufiiabLn  bei  roumbehtii  Figuren 

Viertes  Capitel, 
Von  der  Gleichheit, 

g.  lei.  162.  Engere  Bedeutung,  in  welcher  hier  die  Gleichheit  der 
Figuren  genommen  wird.  Entstehung  des  Begriffs  der  Gleicliheit  aus  dem 
der  Affinität.  —  §,  163,  Gegenseitiges  Verhalten  der  bisher  erklärten  Ver- 
wandtschaften. —  §.  164.  Construction  gleicher  Figuren  in  Ebenen.  An- 
zahl der  Fläohentheile,  aus  welchen  sich  bei  einer  ebenen  geradlinigen 
Figur   die   übrigen   Flächentheile   ihrem   Inhalte    nach   finden   lassen.   — 
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i  Der  barycentriBohe  Calcul, 

§  Ua  litis]  de  rrklirung  de«  Fl'W.heiimfialts  e  net  \  leiecks  ■juch  d  it 
\ieleclte  mit  Dtppelpunoten  anwendbar  ^  g  16b  Merkwürdige  Kelition 
aiwohen  den  Dreiecken  eines  durch  Diagonalen  getSieilten  Fünfecks,  wo 
durch  alle  hierher  gehörigen  Aufgaben  in  Eeehnung  sich  Hetaett  lassen  — 
§  167  Constiuction  gleicher  Figuren  im  Riume  —  5  168  Aui  wie  viel 
korperLohen  Theilen  bei  einem  dirch  Ebenen  verbundenen  Sjateme  von 
Puncten  die  übrigen  körperlichen  Theile  gelunden  werden  können  — 
5  169  Bei'fpiel  —  S  l'O  171  Zwei  Eelafionen  zwischen  Pjramiden 
analog  der  Kelation  zwischen  Dreiecken  m  S^  lt>6- 

Von  der  Affinitat  und  Gleichheit  krummer  Linien  und 
Flächen,  §.  172.  Allgemeine  Beziehungen  zwiichen  iftmen  Curven.  — 
§.  173.  AUe  Kegelschnitte  von  derselben  Art  sind  einander  affin  Je  zwei 
Pablnl  n  h  llglhF  nb  trachten  —  «  174  Folge- 
rn g  n  d  E  g  nthBmh  l  k  t  d  P  bd  Allgemeine  Eigen- 
h  ft  dl  h  kl  n  S  gm  nt  m  C  rv  —  «  HS  Ai&iitW  und 
Cl  hl  t  k  mm  Fläch  b  h  pt  —  g  1  6.  Je  zwei  Flächen  der 
w  O  dl  mg  n  d  Ib  Art  d  m  d  affin.  Paraboloide  von 
d  11  \knn  hlglhghw  rden.  —  §.  177.  178.  Be- 
weis dieses  batzes  für  das  hypeibo lischt  Paraboloid  und  Folgerungen  da- 
raus. Cubatur  dieses  Paraboloids.  —  §.  179,  Beweis  für  das  elliptische 
Paraboloid.  Cubatur  desselben,  Anmerkung  über  unendlich  kleine  Seg- 
mente krummer  Flächen  überhaupt. 


Die  Doppelschnittsverhältiiisee. 

§.  180.  Vorerinnerung.  —  §.  181,  Betrachtung  des  Verhältnisses,  nach 
welchem  eine  Gerade  von  bestimmter  Länge  in  einem  Puncto  geschnitten 
wird.  —  §.  182.  Doppelsohnittsverhältnisse.  Werthe  derselben  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  vier  sie  bestimmenden  Puncte.  —  §.  183.  Ab- 
gekaiate  Bezeichnung  der  Doppelschnittsverhältaisse.  ^-  §.184.  Eelationen 
zwischen  den  D oppelsohnitts Verhältnis sen ,  welche  durch  Permutation  der 
vier  Buchstaben  in  ihrer  Bezeichnung  entstehen.    Tafel  dafür. 

Relationen    zwischen    Dopp eis ehnitts Verhältnissen    bei    ei- 

nle.  i  185.  Grundformeln.  —  g.  186.  Einfache  Anwendungen.  —  §,  187.  Aus 
wie  viel  Dopp  eis  ehnitts  Verhältnis  sen  bei  einem  Systeme  von  «  Puncten  in 
einer  geraden  Linie  die  übrigen  gefunden  werden  können. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  gerader  Li- 
nien in  einer  Ebene,  g.  188.  189.  Doppelsehnittsverhältnisse  bei  vier 
Geraden,  welche  sich  in  einem  Puncto  schneiden.  —  g.  190.  Eelationen 
zwischen  Doppelschnittsverhältnisaen  bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten, 
^  g,  191.,  bei  einem  Systeme  von  fünf  Geraden  in  einer  Ebene.  — 
g.  192.  Aus  wie  viel  Dopp  eis  chnittsverhältnisaen  bei  einem  Systeme  n  ge- 
rader Linien  in  einer  Ebene  etc. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  von  Ebe- 
nen, g.  193.  Allgemeine  Betrachtung  eines  Systems  sich  schneidender 
Ebenen.  —  §.  194.  Aus  wie  viel  D  oppelsohnitts  Verhältnissen  bei  einem 
Systeme   von  n  Ebenen  etc.   —   g.   195.    Zweckgemässere  Bezeichnung  der 
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Doppelgohnittayerhältnisse  in  den  liierbei  anzu'wendenden  Formeln.  — 
§.  196.  Doppels ohnittsverhältniase  bei  vier  Ebeaen,  welche  sich  in  einer 
Geraden  schneiden.   —  g-  197.   Beispiel  zu  §.  194. 

Sechstes  Oapitel. 
Die  geoineti'isclien  Netze. 

Das  Neta  in  einer  Ebene.  §.  198.  Vier  Puncte  in  einer  Ebene 
werden  durch  Gerade  verbunden.  Eigenschaften  dieser  Figur.  Har- 
monische ITieilung.  —  §.  199.  Zusätze.  —  §.  200.  Durch  die  ohne  Ende 
for^esetate  Verbindung  der  Durch schnittspuncte  dieser  Figur  nird  die 
Ebene  mit  einem  immer  dichter  werdenden  Netae  überzogen.  —  §.  201 
—205.  Allgemeine  Eigenschaften  dea  Nefaes.  Jedea  von  Puncten  des 
Netzes  gebildete  DoppelschnittsverhältniaB  iat  rational;  Punote  des  Netzes 
können  an  allen  Stellen  der  Ebene  gefunden  -werden;  etc. 

Das  Netz  im  Kaume.  g.  206.  Figur,  welche  entateht,  wenn  fünf 
Puncte  im  Eaume  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden  werden.  —  §.  207. 
208.  Eigenschaften  dieser  Figur  auf  rein  geometrischem  Wege  gefunden. 
Hiermit  können  rttckwHrfa  die  Eigenschaften  der  Figur  in  §.  198  ohne  An- 
wendung von  Caloul  oder  Proportionen  dargethan  werden.  —  g.  209.  Bary- 
centrische  Entwickelung  der  Eigenschaften  dieses  Systems  von  Ebenen.  — 
g.  210.  Durch  fortgesetzte  Verbindui^  je  dreier  Puncte  dieses  Systems  mit 
Ebenen  entsteht  das  Netz  im  Eaume.  —  §.  211—214.  Allgemeine  Eigen- 
schaften desselben,  analog  den  obigen  für  das  Netz  in  einer  Ebene. 

\on  V  elechaohnittaverh^ltniaaen.  §.  215.  216.  Entstehung 
der  Vieleckschnittsverhaltnisse  Jedes  aus  Netapuncten  gebildete  Vieleck- 
aehnittwerh&ltnias  lat  rationil  Em  Doppelsehnittsverhältniaa  ist  ein 
Z^c  e  kseh  nttaveihalti  isi 

bit>  cnte^  C  \  iteh 
Von  dei  "V  ei wandte cTiatt  dei'  Collineation. 

g.  217.  Einfachste  Erklärung  dieser  Verwandtschaft  durch  die  gerade 
Linie.  —  §.  218,  Die  hiernach  sich  entsprechenden  Puncte  zweier  Ebenen 
können  durch  Oonatruotion  zweier  Netae  gefunden  werden.  —  §,  219.  Bary- 
eentrische  Erklärung  der  C ollin eations Verwandtschaft  bei  ebenen  Figuren. 
—  §.  220.  Zusätze.  Alle  Kegelschnitte  sind  einander  ooUinear.  —  §.  221. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  zwischen  sich  ent- 
sprechenden Puncten  collinear  verwandter  ebener  Figuren.  —  §.  222.  Er- 
örterung der  Gollin  eations  Verwandtschaft  bei  räumlichen  Figuren  durch 
Construction  von  Netzen  im  Eaume.  —  §.  223.  Barycentrisciie  Erklärung 
der  Coilineations Verwandtschaft  bei  räumliehen  Figuren.  —  §.  224.  Zu- 
sätae.  Die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  sind  nicht  insgesammt  einander 
collinear,  sondern  zeriallen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Classen.  —  §.  225. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckacbnittaverhältnisse  bei  eoliinearen  Fi- 
guren im  Eaume.  —  §.  226,  Collineationsverwandtaehaft  bei  Systemen  von 
Puncten  in  geraden  Linien. 

Construction  collinear  verwandter  Figuren.  §.227.  228.  Con- 
struction, wenn  die  gegebene  Figur  bloss  aus  Puncten  in  einer  Geraden 
besteht.  —  §.  229.  Dieselbe  Aufgabe  bei  ebenen  Figuren.  —  g.  230,  Die 
Ebenen  zweier  collinearer  Figuren  können  immer  und  auf  unaählige  Weisen 
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20  Wöi'  baryceatrisclie  Calcul. 

in  eine  solche  gegenseitige  Lage  gebracht  werden,  dass  die  Geraden,  welche 
je  zwei  sich  entsprechende  Punete  verbinden,  sieh  in  Einem  Punote  schnei- 
den. —  §.231.  Construotion  collineat  verwandter  FiguFen  im  Räume.  — 
§.  232.   Beweis  der  vorgetragenen  Constructionen,   ete. 

Achtes  Capitel, 

Von    den    aus    der   Verwandtschaft   der  CoUineation  entspringenden 

Aufgaben. 

§.  233,  234.  "Wie  viel  Doppel-  und  Vi eleokschnitta Verhältnisse  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen  finden 
zu  können 

Dei  ibgekUrate  bar\  centrisohe  Cilc  il  §  2J5  Gegensttode 
die  sich  diesem  Calcul  inteinerten  l'j'i'ien  —  t[  2J!i  ibliürzm^  der  b«) 
cenfrisehen  Gleichungen  bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Geriden 
—  §  237  Berechning  der  Doppel  und  Vieleckaehnitts\  erhiltiusse  — 
S  238  Aus  in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Doppel  und  Vieleck 
achnittsveihaltöiasen  hei  Puncten  in  einer  Geraden  die  übrigen  au  hnden 
Beispiel  —  g  2J9 — 242  Formeln  dea  abgekürzten  Calculs  und  Eegeln  für 
deren  ^nvrendung  bei  ebenen  Figuren  —  §  243  Beispiele  Merkwürdige 
Relationen  bei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  und  \ieieeken  — 
5  244  Anwendung  des  abgel  urzten  Caleuls  auf  lanmhche  Figuren  — 
§  245  24b  Beispiel  Eine  Geiade  a  i  ziehen  ■welche  vier  andere  gegebene 
Gerade  achneidet  Allgemeine  Auflösung  duich  Constructioa  eines  hyper 
boliichen  Hyperboloidi  Auflosung  durch  Eeehnung  tur  eine  besondere 
Lage  der  gegebenen  Geraden 

Sohluisbemeikungen  §  24"  üebersicht  der  Arten  von  Auf 
gaben  welche  i  s  den  higher  eiklaiten  \  erwindtsehiftm  entspringen  — 
t!   248    Emtheil  ng    ller  Fmei  scliitten  dci  iit,irei  in  die    Ch-i  cn 


Anwendung  des  bary  centeis  che  n  Caleuls  auf  die  Entwickelung 
mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Erstes  Capitel. 
Bestinmiung  eines  Kegelschnitts  durch  gegebene  Punete. 

§,  249,  Veranfachung  des  Ausdrucks  für  einen  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpunete  geht.  —  g.  250.  Ausdruck  eines  durch 
fünf  Punete  beschriebenen  Kegelschnitts.  —  g,  251.  Ein  Punct  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  kann  gegen  denselben  drei  verschiedene  Arten  von 
Lagen  haben.  Bedingungen  dafür.  —  §,  252.  Ausdruck  einer  durch  die 
Fundamentalpunete  beschriebenen  Parabel.  —  §.  253.  254  Durch  vier  Punete 
einer  Ebene  können  immer  Hyperbeln,  nicht  aber  auch  immer  Elhpsen 
und  Parabeln  beschrieben  werden.  —  g,  255.  Bestimmung  der  A.rt  des 
Kegelschnitts,   welcher   sieh   durch  fünf  gegebene  Punete  filhren  lisit   — 


y  Google 


5  25C  Zuiatze  Unendlich,  ^riisiuc  "W  aiiKihemLdikeit  di^''  lilnf  Puncte 
in  einei  Hypeibel  als  Ö'J'-s  '«c  m  einci  Ellipse  litgi,i  —  l)  257  Anderer 
Beweis  des  Sataes  m  *  256 

Ziveites  Cipitel 
Bestimmung  emea  Kegelschnitts  duich  gegebene  Tangenten 

6  25S  Vereintaeliung  des  Ausdrucks  für  einen  Kegelschnitt  der  von 
den  drei  Fundamentalhnieii  beiuhrt  wiid  —  §  J59  Auidruck  emer  davon 
benihiten  Paribel  —  §  260  Beatimmung  der  ^t  emes  Kegelschnitts,  ^lenn 
diei  iangenttn  und  m  zweien  derselben  die  Benihrungapuncte  gegeben 
Sind  ■ —  §  2bl  Ausdruck  eines  an  lunt  Gerade  beschriebenen  ILegel 
sohnitts  —  §  2b!l  Merkwürdige  Satae  bei  einer  von  drei  Geraden  berührten 
Parabel  —  ft  263  Dreifache  Art  der  Lage  emer  Geraden  gegen  emen 
KegeLschnitt  Bedingungen  dafui  —  ö  2b4  Bestimmung  der  Art  des 
Kegelschnitts  der  in  fünf  gegebene  Gerade  beacbrieben  werden  kann  — 
t  2b5  Besondere  Eigenschaft  einer  um  eine  Fl&ehe  der  aweiten  Oidnung 
beschriebenen  diuseitigen  Pjrimide 

Drittes  Capitet 
Von   den  Durch mes&ei'n    iind    dem  Mittelpuncte    eines  Kegelschnitts 
und  den  Asymptoten  der  Hyperbel, 
§.  2S6— 268.  Eigenschaften  der  Durchmesser  und  des  Mittelpuncts  eines 
Kegelschnitts.  ■ —  §.  269.   Conatruetion  von  Kegelschnitten  in  in  einander 
beschriebene  Dreiecke,  wobei  die  Mittelpuncte  der  Kegelschnitte  in  einer 
Geraden  hegen,   —    §.  270.  271.   Eigenschaften  des   Asymptoten   der   Hy- 
perbel. 

Viertes  Capitel. 
Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  Puncten  und  geraden  Linien  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 
§,  272.   Eigenschaften  von  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  welche  sich  in 
Einem  Puncte  sokneiden.  —  §.  273.    Jedem  Puncte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  entspricht  in  Bezug  auf  letztem  eine  gewisse  Gerade,  und 
umgekehrt.  —  g.  374.  275.   Gegenseitige  Lage  dieser  Puncte  und  Geraden. 
—   g.  276.    Anwendung   dieser  Theorie,    um  aus   schon  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  neue,   analoge   abzuleiten.     Beispiele.     In   und 
um  einen  Kegelsoiinitt  beschriebene  Vierecke. 

Eigenschaften  in  und  um  einen  Kegelschnitt  beschriebe- 
ner Sechsecke.  §.277 — 280.  Das  einbesehri ebene  Sechseck.  Beschrei- 
bung eines  Kegelschnitts  dmoh  fünf  Puncte.  —  §.  281.  Rückkehr  au  Eigen- 
sehiften  der  Vierecke  Ein-  und  umschriebenes  Achteck.  —  §.  282.  Das 
umsehriebene  Sechseck  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  an  fünf  ge- 
gebene Geride  —  §  283.  Um  (In)  zwei  um  (in)  einen  Kegelschnitt  be- 
schnebene  Dreiecke  laist  sich  ein  zweiter  Kegelschnitt  beschreiben.  — 
§  284  Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  den  Puneton  und  Tangenten 
7\^eier  KegclachnitLc 
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22  Bei-  baryGBiitrische  Caleul 

Fünftes  OapiteL 
Allgemeinere  Darstellung  des  gegenseitigen  Entsprecheiis  zwischi 
Puncten  und  geraden  Linien. 
§.  285.  Auch  bei  bloss  gecadünigen,  Figuren  können  durch,  das  Ver- 
tauschen der  Pimcte  mit  Geladen  und  der  Geraden  mit  Puncten  aus  ge- 
gebenen Sätzen  analoge  abgeleitet  werden.  —  §.  286.  Analytiseher  Beweis 
dafür.  Gegenseitige  Beziehung,  in  welche  bei  awei  Ebenen  alle  Puiiete 
der  einen  mit  den  Geraden  der  andern  sich  setzen  lasaen.  —  §.  287,  Jeder 
Curve  der  einen  Ebene  gehört  alsdann  eine  Curve  in  der  andern  an,  so 
dass  wechselseitig  den  Puncten  der  einen  Curve  die  Tangenten  der  andern 
entsprechen.  —  §.  288.  289.  Die  vier  ersten  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  und  Linien  können  bei  dieser  Beziehungaart  nach  Willkür  ge- 
nommen werden.  —  §.  290.  Hierbei  stattfindende  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse. —  §.  291 — 294.  Merkwürdige  Art,  wie  auch  die- 
selben Vieleckschnitts  Verhältnisse  in  der  entsprechenden  Figur  sieh  wieder 
zeigen,  —  §.  295.  Folgerungen  daraus.  —  g.  296,  Erfindung  analoger  Sätze 
in  Bezug  auf  Viele  cksohnitts  Verhältnis  sc.  —  §.  297.  Beispiele.  —  g.  298.  Alle 
Eigenschaften  der  dritten  Classe  sind  paarweise  vorhanden. 
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Erster  Abschnitt. 


Darstellung 
barycentrisclien  Caleuls  und  einer  darauf 
gegründeten  analytischen  Geometrie. 
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Erstes  Capitel. 

Vom  Sctwerpuncte, 


§.  1.  Voreriniierung.  Die  Bezeichnung  eines  Theils  einer 
geraden  Linie  durch  Nebeneinander  Stellung  der  zwei  Buchstaben, 
womit  man  die  Gfreiizpuucte  desselben  benannt  hat,  soll  hier  nicht 
als  Ausdruck  für  den  absoluten  Werth  des  Theils  gebraucht  werden, 
sondern  zugleich  durch  die  verschiedene  Stellung  der  Buchstaben 
angeben,  ob  dieser  Werth,  nach  der  einmal  festgesetzten  positiven 
Richtung  der  Linie,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist. 

Ein  Punct  kann  sich  nämlich  in  einer  geraden  Linie  nach  zwei 
verschiedenen  Sichtungen  bewegen,  von  denen  die  eine  der  andern 
entgegengesetzt  ist.  Die  eine  dieser  Kichtungcn  helsse  die  positive, 
die  andere  die  negative.  Sind  nun  A  und  B  beliebige  zwei  Puncte 
einer  geraden  Linie,  so  verstehe  man  unter  dem  Ausdrucke  AB  den 
Werth  des  zwischen  A  und  B  enthaltenen  Theils  der  Linie,  positiv 
oder  negativ  genommen,  je  nachdem  ein  in  der  Linie  fortgehender 
Punct,  um  von  dem,  in  dem  Ausdrucke  ziierst  gesetzten  Puncte  A 
zu  dem  nachfolgenden  B  zu  gelangen,  sich  in  der  positiven  oder 
negativen  Bichtung  bewegen  muss. 

Hiemach  ist  also  immer; 

AB  -{-  BA^  0; 
imd  wenn   C  einen   dritten  Punct   derselben  Geraden   bedeutet,    mag 
dieser    dritte   Punct    zwischen  A  und  B,   oder    ausserhalb,    auf   der 
Seite  von  A  oder  der  Seite  von  B  liegen, 

I)  BC+  CA  +  AB  =  (i 

II)  CB—CA  =  AB,  u.  s.  w. 

Bei  zwei  verschiedenen  geraden  Linien  ist  die  positive  Bichtung 
der  einen  von   der  andern  im  Allgemeinen   ganz  unabhängig.     Sind 
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§.2. 


sich  aber  die  Linien  parallel,  so  wollen  wir,  nach  Festsetzung  der 
positiven  Richtung  der  einen,  die  der  andern  so  bestimmen,  dasa, 
wenn  die  andere  parallel  mit  sich  fortbewegt  wird,  bis  sie  mit  der 
erstem  Linie  zusammenfällt,  sie"  dann  beide  auch  hinsichtlich  der 
positiven  Bichtui^  identisch  sind. 

Sind  daher  A,  B,  C,  B  die  vier 
aiif  einander  folgenden  Spitzen  eines 
Paralleloeramms,  so  hat  man 


ABr. 


DO  und  BC  =  AD, 


BC+  DA  =  0. 

Ist  ferner  P  (Fig.  1)  der  Durchschnitt 
der  zwei  Geraden  AB  und  A'B',  und 
laufen  AA'  und  BB'  einander  parallel, 
so   verhält  sich  immer 

AP:BP  =  AA':BB', 
mögen    die    zwei    Parallelen  AA'    und 
P     ,  '  BB'    auf   einerlei    oder    verschiedenen 

Seiten  des  Punctes  P  liegen,   nur  dass 

im  erstem  Falle  die  Exponenten  der  beiden  Verhältnisse  positiv,  im 

letztern  negativ  sind. 


§.  2.  Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Puncte  A  und  B  (Fig.  1} 
sind  zwei  Parallellinien  AA'  und  BB'  gezogen.  Bezeichnen  femer 
«  und  b  zwei  Zahlen,  die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  ein- 
ander stellen,  deren  Summe  aber  nicht  NnU  ist.  Es  wird  verlangt, 
die  zwei  Parallelen  durch  eine  dritte  Gerade  so  zu  schneiden,  dass, 
wenn  A'  und  B'  die  resp.  Durch schnittspuncte  sind, 
a.AA'  -^h.BB'  =  (i 


Auflösung 
in  P  dergestalt, 


Man  ziehe   die  Gerade  AB,   und  theile   dieselbe 


so  wird  jede  durch  P  gehende  und  die  Parallelen  schneidende 
Gerade,  wie  APB',  und  keine  andere,  die  geforderte  Eigenschaft 
haben. 
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Denn  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  AA'P,  BB'P  verhält  sich: 
AA' :  BB'  =  AP :  BP  =  AP  :  —  PB  =  b  :  ~  a; 
folglich  ist 

».AA'  +  h  .BB'  =0, 
wie  verlangt  wurde. 

Es  kann  aber  auch  keine  andere,  durch  P  nicht  gehende  Ge- 
rade die  Parallelen  auf  die  verlangte  Weise  schneiden.  Denn  sei 
A'F'  eine  solche  Gerade,  welche  den  Parallelen  in  A!'  und  B' 
begegne.  Man  lege  durch  P  mit  A!'B"  eine  Parallele  A!B',  welche 
die  Pai-allelen  AÄ  und  BB'  in  A!  und  B'  schneide,  und  mit  AA', 
BB'  eine  Parallele  PP",   welche  Ä'B"  in  P"  treffe,  so  ist 

A!A'  =  B'B"  =  PP", 
folglich 

a .  ÄA'  +  b  .  B'B"  =  {a^b)  PP". 
Es  ist  aber  nach  dem  eben  Erwiesenen : 

a.AA'  +  b.BB'  =  i), 
mithin 

a  [AA'  +  A'A")  +  b{BB'  +  B'B")  =  {a  +  b)  PP", 
d.  i. 

a  .  AA"  +  b  .  BB"  =  («  +  *)  PP", 
also  nicht  =  0. 

§.  3.  Zusätze.  «)  Was  von  einer,  die  Parallelen  schneidenden, 
geraden  Linie  bewiesen  worden,  gilt  offenbar  auch  von  einer  sie 
schneidenden  Ebene.  Jede  durch  P  gelegte  Ebene  und  kerne  andere 
wird  die  zwei  Parallelen  so  sehneiden,  dass,  wenn  A'  und  B'  die 
Durchs chnittspuncte  sind, 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  ^  0 
ist.     Geht  aber  eine  Ebene  nicht   durch  P,   und  trifft  sie  die  durch 
P  mit  AA',  BB'  gezogene  Parallele  in  P"  und  AA',  BB'  in  A",  B", 
so  ist  immer: 

«  .  AA"  +  b  .  BB"  =  («  +  h)  PP". 

b]  Die  Lage  des  Punctes  P  ist  blos  von  der  Lage  der  Punote 
A  und  B,  mit  denen  er  in  gerader  Linie  enthalten  ist,  und  von  dem 
Verhältnisse  a:h  abhängt,  keineswegs  aber  von  dem  Winkel,  den 
die  Parallelen  durch  A  und  B  mit  AB  machen,  Haben  a  und  b 
einerlei  Vorzeichen,  so  muss  einerlei  Vorzeichen  auch  den  ihnen 
proportionalen  BP  und  PA  zukommen;  P  liegt  dann  folglich 
zwischen  A   und  B,   näher  dem  A  oder   dem  B,    nachdem  ra  |>  & 
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oder  h'^  u.  Für  a  ^  b  ist  P  der  Mittelpunct  von  Aß-  Sind  a  und 
b  mit  entgegengesetzten  Voi-zeichen  behaftet,  so  müssen  es  auch  BP 
und  PA  sein,  folglich  PB  und  PA  einerlei  Vorzeichen  haben.  In 
diesem  Falle  liegt  daher  P  ausserhalb  AB,  und  zwar  auf  der  Seite 
von  A  oder  der  Seite  von  B,  nachdem  PB  oder  PA  der  grössere 
von  beiden  Abständen,  d.  h.  nachdem  absolut  « ]>  5  oder  h'^  a  ist. 
Auch  hier  also  liegt  P  demjenigen  der  beiden  Puncte  A  und  B 
näher,  welcher  den  absolut  grösseren  Coefficicnten  hat. 

c)  Denkt  man  sich  in  A  und  B  Gewichte  angebracht,  welche 
den  Zahlen  a  und  b  proportional  sind,  so  ist  P  der  Schwerpunct 
dieses  Systems.  Heisse  daher  auch  gegenwärtig  P  der  Schwer- 
punct der  Puncte  A  und  B  mit  den  resp.  Coefficienten  a  und  h. 

§.  4.  Aufgabe.  Drei  Parallelen  AA',  BB',  ÜC"  (Fig.  2), 
welche  durch  drei  gegebene  Puncte  A,  B,  C  gehen,  - —  mögen  die 
Parallelen  in  der  Ebene  ABC  selbst 
enthalten  sein  oder  nicht,  —  durch  eine 
Ebene  so  zu  schneiden,  dass,  wenn  A', 
B',  C  die  resp.  Schneidungspuncte,  und 
ß,  b,  c  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehende  Zahlen  bezeichnen, 
welche  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a.AA'  +  b.BB'+o.  CC  =  0 
ist, 

Auflösung.  1)  Man  verbinde  be- 
liebige zwei  der  drei  gegebenen  Puncte,  z.  B.  A  und  B  durch  eine 
Gerade,  und  theile  diese  in  P  dergestalt,  dass 

BP:PA^a:h, 
dass  folglich  P  der  Schwerpunct  von  A  und  B  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten a  und  b  ist. 

2)  Man  ziehe  PC  und  nehme  darin  den  Punct   Q  so,  dass 
CQ:QP=^a  +  b:c, 
dass  mithin  Q  der  Schwerpunct  von  P  und  C  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten a-\-  b  und  c  ist. 

Jede  durch  den  Punct  Q  gelegte  Ebene,  und  keine  andere,  wird 
alsdann  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Um  dieses  zu  beweisen,  ziehe  man  noch  durch  P  eine  Parallele 
PP'  mit  den  Parallelen  AA',  BB',  CC  Schneide  nun  irgend  eine 
durch  Q  gelegte  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,  C,  P  iu  A',  B' , 
C",  P',  so  ist,  nach  §.  3,«  wegen  1): 

a  .  AA'-^  b  .  B B'  =  {a  +  h) .  PF' , 
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und  wegen  2); 


(«  +  5).PP'+(^.CC"  =  0, 


folglich ; 


a  .  AA'+  b  .  }}B'+  c  .  CC"  =  0. 
Dass  aller  jede  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die  For- 
derung der  Aufgabe  nicht  erfülle,   wird  so  bewiesen.     Schneide  eine 
solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,    C,  P  in  A",    B",    O",    P", 
und  eine   noch  durch  Q  gezogene  Parallele   in  Q",   so  ist  wegen  1); 

u  .  AA"+  J> .  BB"=  («  -H  ö) .  PP", 
und  wegen  2) ; 

{a+  b] .  PP"  +  c.  CC"  =  {a  +  ö  +  c) .  QQ": 
folglich 

a  .  AA"-\-  h  .  BB"  +  c  .  CC"  ==  («  +  ö  +  c) .  QQ", 
also  nicht  =  0. 

§.  5.  Zusätze,  a)  Der  Punct  Q  ist  mit  den  drei  gegebenen 
Puncten  A,  B,  C  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  und  seine 
Lage  darin  blos  von  der  Lage  der  Puncte  A,  B,  C  und  den  Ver- 
hältnissen ihrer  Coefficienten  a:h:c  abhängig,  nicht  aber  Yon  der 
Lage  der  Parallelen  gegen  die  Ebene,  und  eben  so  wenig  von  der 
Wahl  der  beiden  Puncte,  mit  denen  man  den  Anfang  der  Con- 
stmction  macht.  Denn  könnte  durch  eine  andere  Wahl  auch  ein 
anderer  Punct  gefunden  werden,  so  müssten  alle  Ebenen,  welche 
durch  diesen  und  nicht  zugleich  durch  Q  gehen,  der  Ait%abe  eben- 
falls Genüge  leisten,  was  gegen  das  Ei^wiesene  streitet. 

b)  Bringt  man  in  A,  B  und  C  Gewichte  an,  die  sich  wie  a:h:c 
verhalten,  so  zeigt  die  Mechanik,  dass  Q  der  Schwerpunct  dieses 
Systems  ist.  Heisse  demnach  auch  gegenwai^tig  Q  der  Schwer- 
punct von  A,  B  und  C  mit  den  resp.  Coefficienten  a,  b  und  c. 

§.  6.  Aufgabe.  Durch  vier  gegebene  Puncte  A,  B,  C  und 
D  (Fig.  3),  —  mögen  dieselben  in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht,  — 
sind  vier  Parallelen  nach  einer  beliebten  Richtung  gezogen.  Es 
wird  verlangt,  diese  Parallelen  durch  eine  Ebene  so  zu  schneiden, 
dass,  wenn  A',  B',  C,  D  die  resp.  Durchs chnittspuncte  und  a,  b, 
c,  d  Coefficienten  bezeichnen,  die  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehen,  und  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a .  AA'-^-  b  .  BB'+  c  .  CC'+  d .  DD'=-  0 
ist, 

Auflösung.  1)  Man  suche  von  ü-gend  zweien  der  gegebenen 
Puncte  mit  ihren  resp.  Coefficienten,    z.  B.   von  A  mit  dem  Coef- 
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ficienten  a  und  B  mit  dem  Coefiicienten  b,   den  Schwerpuuf^t ,  wel- 
cher P  sei. 

2)  Von  P  mit  dem  Coefiicienten  a  -\-  b  und  den  beiden  übrigen 


P^ 

B^ 

,.,-^     F 

w- — ■ 

? 

- 

£1 

P 

Äl— 

21- 

- 

e.- 

Pnnctoii  C  imd  D  mit  ihren  Ooefficienten  c   und  (/  suche  man  nach 
Anleitung  der  vorigen  Aufgabe  wiederum  den  Schwerpunct. 

Sei  dieser  Q,  so  wird  jede  durch  Q  gelegte  Ebene  und  keine 
andere  die  verlangte  Eigenschaft  haben. 

Denn  schneide  eine  solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B, 
C,  1)  und  eine  noch  durch  P  gezogene  Parallele  in  A ,  B\  C,  D' 
und  P' ,  so  ist  wegen  1): 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  =  («  +  b) .  PP\ 
und  wegen  2): 

(«  +  i) .  PP'  4-  c  .  CC  +  d.DD'  =  0, 
folglich 

a.AA-  -^b.BB'  +  e.  CC'  +  d.DD'  =  0. 

Schneide   ferner  eine  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die 
Parallelen  in  A",  B",  C",  D",  P",   vmd  eine  noch  durch  Q  ^ 
in  Q",  so  ist  wegen  1): 

a  .  AA"  +  b  .  BB"  =  {«  +  b) .  PP", 
und  wegen  2); 

{a  +  b).  PP"  +  c  .  CG"  +  d .  PTf  =  [a  +  b -^  c-^  ä) .  ÖQ", 
folglich 

a  .  AA"  +  b  .  BB"  ^  c  .  CO"  +  d .  DD"  =  («  +  5  -|-  c  -(-  </) .  QQ" 
also  nicht  =  0. 


§.  7-  Zusatz.  Hcisse  der  so  gefundene  Punct  Q,  aus  dem- 
selben Grunde  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben,  der  Schwerpunct 
der  Puncte  A,  B,  C,  JD  mit  den  resp.  Cocfficienten  a,  b,  c,  d.  Er 
ist  eben  so  wenig,   wie   dort,   von  der  Lage   der  Parallelen  und  von 
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der  Folge,   in  welcher  man  die   vier  Pimcte  nach  und  nach  in  Be- 
trachtung zieht,  abhängig. 

§.  8.  So  wie  in  den  bisherigen  Aufgaben  von  zwei  zn  drei  und 
von  drei  zu  vier  gegebenen  Puncten  übergegangen  wvrrde,  läsat  sich 
nun  weiter  von  vier  zu  fünf  Puncten  u.  s.  w.  fortgehen,  und  somit 
im  Allgemeinen  folgender  Satz  erweisen. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  ^  v  von  Puncten  A,  B,  C,  . . .,  N  mit 
resp.  Coefficienten  a,  i,  c,  . . .,  n  gegeben,  deren  Summe  nicht  =  0  ist, 
so  kann  immer  ein  Ptmct  8,  und  nur  einer,  —  der  Schwerpunct,  — 
von  der  Beschaffenheit  gefunden  werden,  dass,  wenn  man  durch  die 
gegebenen  Puncte  und  den  Punct  S  nach  einer  beliebigen  Richtung 
Parallelen  zieht,  und  diese  mit  einer  willkürlich  gelegten  Ebene  schneidet, 
welches  resp.  in  A',  B',  C,  ...,N',  S"  geschehe,  dass  danti  immer 
a.AA'  +  b.£B'+c.CC'-\-...+n.NJSf={a  +  b  +  c  +  ...+n).SS', 
und  folglich,  wenn  die  Ebene  durch  S  selbst  geht, 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  -\-c.CG'  -\-...-\-n.  NN'  =  0 
ist. 

Um  diesen  Satz  sogleich  in  seiner  Allgemeinheit  darzuthun, 
suche  man  nach  §.  2  von  behebigen  zweien  der  gegebenen  Puncte, 
z.  B.  von  A  und  B  mit  ihren  Coefficienten  a  und  b,  den  Schwer- 
punct,  Heiase  dieeer  P,  und  eine  durch  ihn  gezogene  Parallele 
achneide  die  beliebig  gelegte  Ebene  in  P',  so  ist 

a.AA'  +  b.BB  =  [a  +  b).  PP', 
und  folglich 

a.AA'  +  h.BB'  +  c.  OC  +  ...  +n.NN' 
=  (a  +  b).PP'  +  c.  CC'-\-  ...n.NN'. 

Auf  diese  Weise  ist  das  gegebene  System  von  v  Puncten  mit 
ihren  Coefficienten  auf  ein  anderes  von  f —  1  Puncten  P,  C,  ...,  N 
mit  den  Coefficienten 

a-\-b,  c,  ...,n 
zurückgebracht,  bei  welchem  die  Summe  der  Coefficienten 

(a  +  b)-i~c  +  ...  +  n 
und  die  Summe  der  Producta  aus  den  Coefficienten  in  die  Abschnitte 
der  Pai'allelen,  der  Summe  der  Coefficienten  und  der  Summe  der 
Producte  im  ersten  Systeme  gleich  sind.  Eben  so  läast  sich  dieses 
zweite  System  von  v  —  1  Puncten  in  ein  drittes  von  c  —  2  Puncten 
umwandeln,  und  so  ferner,  bis  man  endlich  nach  v  —  1  solchen 
Umwandlungen   auf  einen  einzigen  Punct  S  kommt,    bei    dem    der 
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Cocfficient  und  das  Product  aus  diesem  Coefficienten  in  den  dem  S 
zugehörigen  Abschnitt  SiS',  der  Summe  der  Coefficienten  und  der 
Summe  der  Produete  in  dem  ursprünglich  gegebenen  Systeme 
gleich  sind. 

Daee  es  übrigens  nur  Einen  Punct  dieser  Art  geben  kann,  und 
folglich  immer  derselbe  Punct  gefunden  werden  muss,  in  welcher 
Folge  man  auch  die  gegebenen  Puncte  verbindet,  erhellet  schon 
daraus,  weil,  wenn  noch  ein  anderer  Punct  2  dieselbe  Eigenschaft 
besässe,  für  jede  durch  2  gelegte  Ebene,  also  auch  für  eine  solche, 
welche  nicht  durch  S  geht, 

a.AA'  +  ...  +  n.NN'  =  0 
sein  müsste.     üieses   widerspricht  aber   dem  Vorigen,   weil   für   eine 
solche  Ebene,  wenn  sie  eine  Parallele  durch  S  in  S'  schneidet, 

a.AA'  +  ...  +n.NN'  =  {a  +  ...  +n).SS', 
also  nicht  ^=  0  ist. 

§.  9.  Es  wurde  bisher  angenommen,  dass  die  Summe  der  den 
gegebenen  Puncten  zugehörigen  Coefficienten  nicht  =  0  sei.  Ist  sie 
aber  dieses,  so  ersieht  man  sogleich,  dass  ein  solches  System  keinen 
constmirbaren  Schwerpunct  haben  kann,  indem  sonst,  wegen 

a.AA'  +  h.BJi'  ^  ...=-{a  +  b  +  ...  =  Q).SS', 
auch   durch  jede   andere,    nicht   durch  S  gehende  Ebene  die  Forde- 
rung der  Aufgabe, 

a.AA'  +  b.BB'  +  ...  =0, 
erfüllt  würde,   welches   im  Allgemeinen,    d.  h.  für  jedwede  Lage  der 
gegebenen  Puncte,   gar  nicht  möglich  ist.      Es  macht  daher   dieser 
specielle  Fall  eine  besondere  Untersuchung  nothwendig. 

Seien  also  die  Puncte  A,  B,  O, ..,  N  mit  ihren  resp.  Coefficienten 
«,  b,  r.  ..,  n,  deren  Summe 

sei,  gegeben,  so  kann  nicht  auch 

b  +  c  +  ..-hn  =  0 
sein,  weil  sonst  a  ^=  0  sein  müsste,  und  in  diesem  Falle  der  Punct  A 
als  gar  nicht  vorhanden  zu  betrachten  wäre.  Von  den  Puncten 
B,  C,  ..,  N  mit  ihren  Coefficienten  b,  c,  ..,  n  wird  sich  daher  auf  die 
in  §.  8  gelehrte  Weise  der  Schwerpunct  finden  lassen.  Sei  dieser  ?", 
und  ij^end  eine  Ebene  schneide  die  durch  A,  B,  ..,  N,  T  gezogenen 
Parallelen  in  J! ,  B',  ..,  N',  T\  so  ist 

b.BB'  +  ..+n.  NN'  =  {b  +  ..  +  n) .  TT'  =  —  a  .  TT'. 
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Hierdurch  wird 

a  .  AA'-^  b  .  BB'+  ..  +  n.  NN'^  a  .  AA'~  a .  TT, 
und   unsere  Aufgabe  kommt  somit   darauf  hinaus,   die  Ebeuo  so  zu 
legen,  dass 

a.AA'  —  a.TT  =  0, 
d.  h.  AA'  =  TT  ist.     Wegen  des  Parallelismiis  der  Linien  AA! ,  TT 
thut    aber    dieser  Bedingung  jede  Ebene  Gonügo,    welche    mit   der 
Geraden  AT  parallel  geht,  und  keine  andere. 

Ist  also  bei  einem  gegebenen  Systeme  von  Punoten  die  Summe 
der  Coefficienten  =  0,  so  kann  man  es  immer  auf  zwei  Puiicte 
reducii-en,  —  wenn  es  anders  nicht  blos  aus  zwei  Puncten  besteht, 
—  und  für  jede  Ebene,  welche  mit  der,  diese  zwei  Punete  verbin- 
denden. Geraden  parallel  geht,  und  für  keine  andere,  ist  die  Summe 
der  Producte 

a.AM-V  ...  =  Ü. 
Der  eine  dieser  zwei  Punete  war  vorhin  einer  der  gegebenen  Punete 
selbst,  —  auch  kann  man  dafür  begreiflich  den  Schwerpunct  von 
mehreren  derselben  nehmen,  — -  der  andere  ist  der  Schwerpunct  der 
übrigen.  Es  lassen  sich  daher  immer,  wenn  die  Anzahl  der  gegebenen 
Punete  gi-ösaer  als  zwei  ist,  mehrere  Paare  solcher  Punete  finden. 
Allein  die,  jedes  dieser  Paare  verbindenden,  Geraden  sind  sämmtlich 
mit  einander  parallel,  weil  es  sonst  Ebenen  gäbe,  die  nicht  einer 
und  derselben  Geraden  parallel  wären,  und  dennoch  zugleich  die 
Forderung  der  Au%abe  erfüllten. 

Der  Definition  des  Schwerpunctes  gemäss,  als  eines  solchen,  in 
welchem  sich  alle,  unserer  Aufgabe  Genüge  leistenden  Ebenen 
schneiden,  und  weil  Parallelen  als  Linien  anzusehen  sind,  die  sich 
erst  in  unendlicher  Entfernung  schneiden,  können  wir  daher  auch 
sagen:  der  Schwerpunct  liegt  m  dem  Falle,  wenn  die  Summe  der 
GoeffivÄenten  =  0  ist,  unendlich  entfernt,  nach  einer  Richtung,  die 
durch  die  letzt  gefundenen  Parallelen  bestimmt  wird. 

§.  10.  Indessen  findet  bei  diesem  spcciellen  Falle  eine  Aus- 
nahme statt.  Denn  gesetzt,  der  Schwerpunct  T  der  Punete  B,  C, ..,  N 
ergäbe  sich  identisch  mit  dem  Punete  A  selbst,  so  würde  auch  TT 
identisch  mit  AA',  und  die  Summe 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  +  ..  -\-n.  NN' 
immer  ^  0  sein,   wie   man  auch   die  Ebene   legen  möchte.     Wenn 
also  bei  einem  Systeme  von  Puncten  mit  ihren  Coefficienten  die  Summe 
der  letztern  =  0,  und  überdies  einer  dm-  Punete  der  Schwerpunct  der 
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ührigen   ist,    so    erfüllt    jedwede   Ebeue    die    Forderung,    oder    mit 
anderen  Worten,  eitt  solches  System  hat  gar  keinen  Schwerpunct. 

Um  ein  System  dieser  Art  zu  erhalten,  hat  man  nur  von  einem 
gewöhnlichen  Systeme,  bei  welchem  die  Summe  der  Coeflicienten 
nicht  ^  0  ist,  den  Schwerpunct  zu  suchen,  und  diesen  als  neuen 
Punct  mit  einem  Coefficienten  hinzuzufügen,  welcher  der  negativen 
Summe  der  gegebenen  gleich  ist. 

§.11.  Aus  dem  in  §.  8  gegebenen  Begriifc  des  Schwerpunctes 
lassen  eich  mehrere  Folgeningen  ziehen. 

Sei  von  den  Puncten  A,   B,    G,   D  mit  den  resp.  Coefficienten 
ffl,  i,  c,  d  der  Schwerpunct  S,  so  ist,  A',  B' ,   C",  D' ,  S'  in  der  schon 
oft  gebrauchten  Bedeutung  genommen  und  zur  Abkürzung 
ß  +  5  +  c  -4-  d=  s 


a.AA'  +  b.BB'  +C.CC'  +  d .  DD'  =  s  .  SS'; 
folglich  auch  für  jede  Lage  der  die  Parallelen  schneidenden  Ebene; 

a.AA'  J^b.BB'  +  O.CC-  —  s.SS'  =.  —  d.DD\ 
d.  h.    von    den  Puncten  A,   B,    C,    S  mit    den    resp.   Coefficienten 
a,  b,  e,  — ■  s  ist  D  der  Schwerpunct. 
Man  hat  ferner: 

a.AA  +  b  .BB'  =  s  .  SS"  —  c  .  CO'  —  d.DD'. 
Sei    nun    von  A   und   B    mit    den   Coefficienten   a    und    b   der 
Schwerpunct  P,  also 

a.AA  +  h.BB  =  [a^b).  PP', 
so  ist  auch 

s  .  SS'  —  c  .  CG'  —  d .  DD'  ^  (a  +  b) .  PP' ; 
d.  h.   die  Puncte  A  und  B  mit    den   Coefficienten  a  und   b  haben 
denselben  Schwerpunct,    welcher  den  Puncten   C,  D  und  S  mit  den 
Coefficienten  c,  d  und  —  s  zukommt. 

T)a  sich  das  Gesagte  auf  jede  grössere  und  geringere  Anzahl 
von  Puncten  anwenden  lässt,  so  schliessen  wir  daraus:  Jeder  Punct 
eines  Systems  lässt  sich  als  Schwerpunct  der  übrigen  Puncte  be- 
trachteUj  wenn  zu  diesen,  als  neuer  Punct,  der  Schwerpunct  des 
ganzen  Systems  mit  einem  Coefficienten  hinzugefügt  wird,  welcher 
der  negativen  Sumnie  aller  Coefficienten  gleich  ist,  —  Auch  hat  ein 
beliebiger  Theil  der  Puncte  des  Systeme  denselben  Schwerpunct, 
welchen  der  übrige  Theil  nebst  dem  Schwerpuncte  des  ganzen 
Systems  mit  dem  gedachten  Coefficienten  hat. 
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Wenn  ferner  einem  Systeme  der  Schwerpunct  gänzlich  fehlt 
{§.  10},  so  wird  auf  eben  die  Art  bewiesen,  daas  nicht  nur  jeder 
Punct  des  Systems  der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  sondern  auch 
je  zwei  Theile,  in  welche  man  das  ganze  System  zerlegt,  einerlei 
Schwerpunct  haben. 

§.  12.  Noch  mannigfaltiger  werden  die  Folgerungen,  wenn  man 
zwei  oder  mehrere  Systeme  zugleich  in  Betrachtung  zieht.  —  Seien 
A,  B,  C  die  Puncto  des  einen  Systems,  ra,  i,  c  die  resp.  Coef- 
ficienten  und  P  der  Schwerpunct;  D,  M  mit  den  Coefficienten  d,  e 
die  Puncte  eines  zweiten  Systems  und  Q  dessen  Schwerpunct.  Man 
ziehe  durch  sämmtliche  Puncte  A,  B,  C,  P,  D,  E,  Q  Parallelen, 
und  schneide  diese  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene  in  den  Punc- 
ten  A! ,  B',  ...,  Q',  so  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung 
a  -}-■  b  -\-  c  ^p  und  d  -\-  e  =  ^ 


1) 

„.AA'  +  i.SB'  +  c 

,  OC  =p.PF' 

2) 

d .  DD'  +  e 

.£E'  =  q.  QU'. 

Man  addire  beide  Gleichungen,  nachdem  man  sie  zuvor  mit  den 
belieb^  zu  nehmenden  Zahlen  m  und  n  resp.  multiplicirt  hat,  so 
kommt : 

3)  ma.AA'  +mb.BB'  -\- mc  .  CC  +  nd .  DD'  +  ne  .  EE' 
=  mp,PP'  +  nq.  QQ', 
d.  h.   der  Schwerpunct  von  A,   B,    C,   D,   E  mit  den  Coefficienten 
ma,  tnh,  mc,  nd,  ne  ist  zugleich  der  Schwerpunct  von  P  und  Q  mit 
den  Coefficienten  mp  und  nq. 

Setzen  wir  ferner,  der  Punct  D  des  zweiten  Systems  sei  iden- 
tisch mit  dem  Puncte  A  des  ersten,  also  auch  DD'  mit  AA',  so 
zieht  sich  3}  in 

[ma-i!-  nd)  AJ!  +  mb  .BB'  -ir  mc  .CG'  -^r  ne.EE'  =  mp.PP'  +  nq.QQ' 
zusammen,  und  wenn  wir  nun  das  Verhältniss  m:ti  so  bestimmen, 
dass 

ma  +  nd  =  I) 
wird,  also 

setzen ; 

bd.BB'  +  od.  CC  —  ae.EE'  ^  dp  .  PP'  ~- aq  .QQ'. 
Somit  kann  man  also   einen  Punct,   welchen  zwei  Systeme  gemein- 
schaftHch  haben,  aus  ihnen  eliminiren. 
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Eben  so  würde,  wenn  C  mit  Q  identisch  wäre,  die  Elimination 
dieses  Punctes 

aq.AJ!  +  hq.BB'  +  cd.  DD'  +  ce.JBE'  =pq.PP' 
geben,    also  P  der  Scbwerpunct  von  A,   B,   D,   E   mit    den  Coef- 
licienten  «§■,   bq,  cd,  ce  sein;  u.  s.  w. 

Man  begreift  ohne  weitem  Zusatz,  wie  sich  das  hier  nur  von 
zwei  Systemen  Gesagte  anf  die  Verbindung  jeder  beliebigen  Anzahl 
von  Systemen  tind  beliebiger  Mengen  ihrer  Puncte  ausdehnen  lässt. 


Zweites  Capitel. 

Der  barycentrische  Caleul. 


§.  13.  Bei  Rechnungen,  wie  wii-  so  eben  (§.  11  und  12)  führten, 
bietet  sich  gleichsam  von  selbst  eine  kleine  Abküraung  dar.  Da 
nämlich  die  Glieder  aller  jener  Gleichungen  Producte  aus  numeri- 
schen Coefficienten  in  Abschnitte  von  Parallelen  sind,  von  denen  die 
einen  Endpuncte  sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  die  andern  aber 
gegebene  oder  daraus  zu  bestimmende  Princte  sind,  und  folglich  das 
Unterscheidende  der  Abschnitte  nichts  anders,  als  diese  letztern 
Puncte  selbst  ausmachen,  so  können  wir,  ohne  Verwirrung  fürchten 
zu  müssen,  in  den  Gleichungen  die  Abschnitte  durch  die,  diese 
Puncte  bezeichnenden,  Buchstaben  allein  ausdrücken.  Ist  ako  z.  B. 
S  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Coefficienten  a,  h,  —  c, 
und  folglich 

a .  AÄ  +  b  .  BB'  —  c  .  CC  =  {a  +  b  —  c) .  SS', 
so  schreibe  man  statt  dessen; 

aA+bB  —  cC={a  +  b~  c)  Ä 

Und  wirklich  konnte  man  auch  nicht  einfacher  den  blossen 
Satz,  dass  S  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Gewichten 
a,  b,  —  c  sei,  und  dass  man  sich  in  >^  diese  Gewichte  vereinigt  zu 
denken  habe,  durch  die  Zeichen  der  Algebra  darstellen.  AUein  unsere 
Formel  ist  mehr,  als  ein  blos  abgeküi'zter  Ausdruck  dieses  Satzes,  in 
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wülehem  Falle  sie  nur  die  Gestalt  einer  algebraischen  Gleichung 
hätte,  noch  nicht  aber  algebraische  Opeititionen  mit  eich  vornehmen 
liesee.  Indem  man  A,  B,  G,  ...  nicht  mehr  als  die  blossen  Puncte, 
sondern  als  die  ihnen  entsprechenden  Abschnitte  nimmt,  —  woran 
man  aber  im  Verlauf  der  Rechnung  nicht  weiter  zu  denken  braucht, 
—  stellt  jene  Formel  zugleich  eine  Haupteigensehaft  des  Schiver- 
puncts  in  der  Sprache  der  Algebra  dar,  und  wird  dadurch  eben  der 
Behandlung,  wie  jede  andere  algebraische  Gleichung-,  fähig. 

§.  14.  Die  Rechnung  mit  solchen  abgeküi'zten  Formeln  ist  es 
nun,  welche  ich  den  barycentrischen,  d.  i.  den  aus  dem  Begriffe 
des  Schwei'puncts  abgeleiteten,  Calcul  genannt  habe,  einen  Calcul, 
der  es  nicht  nur  mit  wirkKchen  Zahlengrössen ,  sondern  scheinbar 
auch  mit  blossen  Puncten  zu  thun  hat,  dennoch  aber  von  der 
gewöhnlichen  Eechniings weise  der  Algebra  sich  im  Ganzen  nicht 
untei'scheidet.  Der  bessern  Uebersicht  willen  halte  ich  es  für  dien- 
lich, die,  wiewohl  schon  in  dem  Vorhergehenden  zur  Genüge  enthal- 
tenen. Grundregeln  des  neuen  Calcirls  in  folgenden  Sätzen  noch 
kürzlich  zusammenzustellen. 

§.  15.  1)  Die  Gegenstände  des  barycentrischen  Calculs  sind 
Puncte  und  numerische  Coefficienten  derselben.  Erstere  werden  mit 
den  gi-ossen  Buchstaben  des  Alphabets,  letztere  mit  den  kleinen  be- 
zeichnet und  erstem  mit  ihren  Zeichen  voi^esetzt.  So  heisst  z.  B. 
aA,  oder  4-  aA  im  Zusammenhange,  der  Punct  A  mit  dem  Coef- 
ficienten «;  —  hB,  der  Punct  B  mit  dem  Coefficienten  —  b.  Ist  der 
Coefficient  die  Einheit,  so  wird  nur  das  Zeichen  derselben  dem 
Puncte  vorgesetzt,  als  A  oder  -\-  A,  ^  B,  d.  i.  A  mit  dem  Coef- 
ficienten 1,  B  mit  dem  Coefficienten  —  1. 

2)  Dass  von  den  Puncten  A,  B,  C,  !>,■■■,  denen  resp.  die  Coef- 
ficienten et,  b,  c,  d,  ...  zukommen,  S  der  Schwerpunct  ist,  wird  aus- 
gedrückt durch: 

1}  aA  +  bB  +  cC+dD+  ...  =  (a  +  b  ^c -'r  d  +  ...}S, 
80   dass  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  die  Puncte  mit 
ihren  Coefficienten  und  auf  der  andern  der  Schwerpunct  mit  einem 
Coefficienten   steht,    welcher   der   algebraischen  Summe  jener  Coef- 
ficienten gleich  ist, 

3)  Dass  die  Puncte  A,  B,  C,  ...  mit  den  Coefficienten  a,  h,  c,  ... 
denselben  Schwerpunct,  als  die  Puncte  F,  G, ..  mit  den  Coefficienten 

f,  g,  ■■  haben,   vorausgesetzt,   dass   die  Summe  der  Coefficienten  der 
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erstem   Punkte   a-j-h  -^  c  ...  ^    der   Summe    der   Coefficienten    der 
letzteniy+^+  --■  ist,  dies  drückt  die  Gleichung  aus: 
nj  aA+bB  +  cC+...=fF+!,0+... 

Sind  von  den  ui-aprüngKch  gegebenen  Coefficienten  zweier  Sy- 
steme mit  einerlei  Schwerpuncte  die  Siimmon  nicht  gleich,  so  hat 
man  nur  jeden  Coefficienten  des  einen  Systems  mit  der  Summe  der 
Coefficienten  des  andern  Systems  zu  multipHciren,  um  diese  Gleich- 
heit herzustellen,  und  somit  die  Identität  der  Schwerpuncte  durch 
eine  Gleichung  ausdrücken  zu  können. 

4)  Die  Gleichung 

III)  aA  +  bB-\-cC+  ...  =0, 

welche  nur  unter  der  Voraussetzung  statt  finden  kann,    dass   auch 
die  Summe  der  Coefficienten 

ist,  zeigt  an,  dass  das  System  der  Puncto  A,  B,  C,  ...  mit  den  Coef- 
ficienten ffl,  b,  c,  ...  keinen  Schwerpunct  hat. 

5)  Alle  Gleichungen  des  barycentrischen  Calculs  haben  eine  der 
drei  Formen  I),  11)  und  III)  und  müssen  diese  Formen  auch  bei  allen 
Umwandlungen,  die  man  mit  ihnen  vornimmt,  behalten.  Die  auf 
solche  Gleichungen  anwendbaren"  Operationen  der  Algebra  beschrän- 
ken sich  daher  auf  folgende  zwei; 

a)  dass  man  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  Gleiches  addirt 
oder  subtrahirt;  nur  darf  das  zu  Addirende  oder  Subtrahircnde 
keine  blosse  Zahl,  sondern  muss  ein  Punct  oder  das  Aggi^egat 
mehrerer  Puncto  mit  ihren  Coefficienten  sein. 

b]  dass  man  beide  Seiten  mit  Gleichem  multiplicirt  oder  divi- 
dirt;  nur  darf  der  Multiplicator  oder  Divisor  keine  Puncto  enthal- 
ten, sondern  muss  eine  blosse  Zahl  sein. 

6)  Alle  unter  den  Formen  I),  II),  HI)  begriifenen  Gleichungen 
haben  dieses  mit  einander  gemein,  dass  sie  auch  nach  Weglassung 
der,  die  Puncte  (oder  vielmehr  die  den  Puncten  zugehöi-igen  Ab- 
schnitte der  Parallelen)  bezeichnenden,  Buchstaben  noch  Gleichungen 
bleiben.  Den  Grund  dieser  Gleichheit  der  Coefficientensummen  zn 
beiden  Seiten  des  Zeichens  (=)  giebt  die  im  vorigen  Capite!  cnt^ 
wickelte  Theorie.  Wollte  man  nichts  weiter,  als  durch  Zeichen  dar- 
stellen, dass  ein  gewisser  Punct  der  Schwerpunct  eines  gegebenen 
Systems  sei,  oder  dass  zwei  Systeme  einerlei  Schwerpunct  haben,  so 
wäre,  jene  Forderung  der  gleichen  Coefficientensummen  zu  berück- 
sichtigen,   offenbar   unnöthig,    und    man    würde    somit   noch    etwas 
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kürzere  Formeln  erhalten.  Da  diese  Kürze  in  mehreren  Fällen  sehr 
zweckdienlich  ist,  so  wollen  wir  alsdann,  um  solche  Foraieln  von 
den  eigentlichen  Gleichungen  zu  unterscheiden,  statt  des  Zeichens 
(i=)  das  Zeichen  (^)  gebrauchen,  und  hiernach  statt  der  Gleichung  I) 
die  Formel 

aA  +  bB^cC^  ...  ^  S 
schreiben,  und  statt  der  Gleichung  II),  auch  wenn 

«4.Ö  +  C+.. 
nicht 

=/+!?  +  -.^ 
ist,  die  Formel: 

uA  +  hB  +  cC+...  ^fF+  gG+... 

§.  lf>.  "Wenn  mit  Hülfe  der  Algebra  in  der  Geometrie  ein 
Lehrsatz  einwiesen,  oder  eine  Aufgabe  gelöst  werden  soll,  so  ist, 
ausser  der  Kenntniss  der  Algebra  selbst,  noch  nöthig,  dass  man 
erstlich  die  geometrischen  Bedingungen  des  Lehrsatzes  oder  der 
Aufgabe  in  algebraische  Formeln  einzukleiden  wisse,  und  dass  man 
zweitens  das  Resultat,  welches  man  durch  eine  passende  mit  diesen 
Formeln  angestellte  Rechnung  gefunden  hat,  wiederum  in  die  Sprache 
der  Geometrie  zu  übersetzen  verstehe.  Nun  ist  in  den  Sätzen  des 
vorigen  §.  nur  der  Mechanismus  des  barycentrischen  Calculs,  nur  die 
Form  und  die  Behandlung  seiner  Gleichungen  gezeigt  worden.  Denn 
wiewoH  diese  Gleichungen  schon  an  sich  nicht  rein  arithmetischer, 
sondern  zugleich  geometrischer  Natur  sind,  indem  sie  sich  immer 
auf  ein  gewisses  System  von  Puncten  beziehen,  so  wird  doch  von 
der  in  dem  Vorigen  gegebenen  geometrischen  Bedeutung  derselben 
kein  unmittelbarer  Gebrauch  gemacht  ■werden.  Es  bleibt  uns  daher 
immer  noch  übrig,  die  Sätze  aufzustellen,  mittelst  welcher  man  bei 
geometrischen  Untersuchungen  von  den  Eigenschaften  einer  Figur- 
zu  den  barycenti'ischen  Formeln,  und  umgekehrt,  von  diesen  zu 
jenen  übergehen  kann,  oder  mit  andern  Worten,  zu  zeigen,  wie  und 
von  welchen  Eigenschaften  einer  Figur  die  oftgedachten  Formeln 
als  Bedingungsgleichungen  auftreten  können.  Um  aber  diese  Sätze 
ohne  Unterbrechung  mitzuth eilen ,  müssen  wir  folgende,  an  §.  1  sich 
schh essende  Vorerinnerungen  einschalten. 


§.  17.  Der  Perimeter  eines  Dreiecks  kann  von  einem  darin 
sich  bewegenden  Puncte  nach  doppeltem  Sinne  durchlaufen  werden. 
Heisse    die    eine   Bewegung,    z.  B.   die    von    der    Linken    nach    der 
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Bechteu,  wenn  man  sich  innerlialb  der  Fläche  des  Dreiecks,  und 
das  Äuge  auf  sie  herabsehend  denkt,  die  positive;  die  andere  von 
der  Rechten  nach  der  Linken,  die  negative.  Ist  nun  das  Breieck, 
wie  gewöhnlich,  durch  ii^end  eine  Zusammenstellung  der  drei  an 
die  Spitzen  gesetzten  Buchstaben  ausgedrückt,  so  bezeichne  dieser 
Ausdruck  den  positiven  oder  negativen  Werth  der  Fläche  des  Drei- 
ecks, je  nachdem  die  Bewegung  eines  Punctes,  durch  den  man  sich 
den  Perimeter  des  Dreiecks  so  beschrieben  denkt,  dass  er  die  Spitzen 
in  der  durch  den  Ausdruck  gegebeneu  Folge  trifft,  nach  der  vorhin 
gemachten  Bestimmung  positiv  oder  negativ  ist.  Wir  ziehen  hieraus 
nachstehende  Folgerungen. 

§.  18.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks, 
so  haben  die  Ausdi-ücke  für  den  Flächeninhalt:  ABC,  BCA,  CAB 
einerlei  Werth,  den  entgegengesetzten  aber  von  CBA,  BAC,  AGB. 

b)  Seien  B,  C,  D  di'ei  Puacte  in  gerader  Linie  und  A  ein 
vierter  ausserhalb  derselben.     So  wie  nun  nach  §.  1 

GD  +  DB  +  BC=G 
M'ar,  ebenso  ist  mit  Vorsetzung  von  A  die  Summe  der  Dreiecke : 

ÄGD-ir  ABB  +  ABC  =  0 : 
auch  verhält  sich; 

ACD:ADB:ABG=  CD.DB.BG. 

c)  Seien  A,  B,  C,  D  irgend  vier  in  einer  Ebene  befindliche 
Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  ver- 
binde sie  zu  zweien  durch  gerade  Linien,  und  sei  Z  der  Dnrch- 
achnittspunct  der  Geraden  AB  und  CD.  (Denn  immer  wird  wenig- 
stens eine  von  den,  durch  A  und  einen  der  drei  Puncte  B,  G,  D 
gelegten  Geraden,  die  Gerade  durch  die  beiden  andern  Puncte 
schneiden.  Diese  eine  sei  hier  AB.)  Alsdann  ist,  iveil  G,  D,  Z  in 
einer  Geraden  liegen: 

ADZ+AZC  +  ACD.=  0 
BDZ-['BZG  +  BCD  =  (i, 
und,  weil  A,  B,  Z  in  einer  Geraden  liegen: 

CBZ+  GZA  -H  CAB  =  0 
DBZ  +  DZA  +  DAB  =  0. 
Man  addire  diese  vier  Gleichlingen  mit  den  Zeichen  — ,  -^,  — , 
+,    ao    heben    sich   alle   die  mit   Z  behafteten   Ausdrücke,    und   es 
kommt: 

—  ÄGD  -i-BCD—  GAB  +  DAB  =  0, 
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wofür  man  auch  noch  die  symmetrisch, en  Formeln 

I]  BCn--CDA  +  DAB—ABG=^i 
oder 

II)  I)BC+DCA  +  DAB=^ABG, 
u.  s.  Vf.  setzen  kann.     Vergl.  §.  !,  I)  und  II). 


,  19-  Eine  dreiseitige  Pyramide  wird  durch  ii'gend  eine  Zu- 
istellung  [BCAI))  der  vier  an  ihre  Spitzen  gesetzten  Buch- 
staben [A,  B,  G,  D)  bezeichnet,  um  nun  auch  hier  durch  die  Folge 
der  Buchstaben  in  der  Zusammenstellung  ausdi-ücken  zu  können,  ob 
der  körperhche  Inhalt  der  Pyramide  positiv  oder  negativ  genommen 
werden  solle,  und  durch  dieses  Mittel  zu  eben  so  allgemeinen  For- 
meln, wie  vorhin  für  das  Dreieck,  au  gelangen,  so  denke  man  sich 
das  Auge  an  die  durch  den  ersten  Buchstaben  [B)  in  der  Complexion 
bezeichnete  Spitze  gestellt,  und  nach  dem  diirch  die  di-ei  übrigen 
Buchstaben  bezeichneten  Dreieck  (GAB)  als  Gnindfläche  hinsehend. 
Je  nachdem  nun  der  Folge  dieser  Buchstaben,  nach  der  in  §.17  ge- 
gebenen Regel,  der  positive  oder  negative  Werth  der  Dreiecksfläche 
entspricht,  stelle  auch  der  Ausdruck  der  Pyramide  den  positiven 
oder  negativen  Werth  ihres  körperlichen  Inhalts  vor.  (Denkt  man 
sich  die  Fläche  A  GD  der  Pyramide  [Fig.  4]  in  der  Ebene  des  I 


und  die  Spitae  B  vor  [hmter]  derselben  liegend,  und  wird  me  vor- 
hui  die  Bewegung  von  der  Linken  nach  der  Rechten  für  die  posi- 
tive genommen,  so  drückt  BCAD  den  positiven  [negativen]  Werth 
der  Pyramide  aus.)     Es  ergeben  sich  hieraus  fönende  Sätze. 
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§.  20.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C,  D  die  vier  Spitzen  einer  drei- 
seitigen Pyramide,  und  bringt  man  auf  die  beschi'iebene  Weise  jede 
der  24  Pennutationen  dieser  4  Buchstaben  mit  der  Pyramide  in  Ver- 
gleichung,  so  erhält  man  folgende  zwei  Reihen: 


AB  OB 

ABIIC 

ACDB 

ACBD 

ADBO 

ADBO 

BABC 

BACD 

BCAD 

BCDA 

BBOA 

BDAO 

OABD 

CADB 

GBDA 

CBAD 

CDAB 

ODBA 

DACB 

DABO 

DBAC 

DBOA 

DCBA 

DCAB 

von  denen  die  Ausdrücke  jeder  Keilie  fiir  sich,  einerlei  Werth,  den 
entgegengesetzten  aber  der  Ausdrücke  der  andern  Beihe  haben. 


r  Betrachtung  dieser  2i  Ausdrücke 
nird  man  bald  gewahr,  daea  je  zwei  derselben,  wo  zwei  Buchstaben  des  einen 
in  dem  andern  ihre  Stellen  gegenseitig  vertauscht  haben,  sich  entgegengesetzt 
sind;  z.  B,  ASCD  und  BACD,  ADCB  und  ASCB,  JSSCA  und 
ADC£.  Soll  daher  von  irgend  Ewcien  dieser  Auudrueke  ihr  gegenseitiges 
Verhalten  erforscht  werden ,  so  stelle  man  mit  dem  einen  die  Operation  des 
gegenseitigen  Vertauschens  zweier  Buchstaben  so  oft  on,  bis  der  andere  zum 
Voraehein  kommt  Ist  die  Zahl  dieser  Operationen  gerade,  so  haben  die  Aus- 
drücke einerlei  Zeichen,  ist  sie  ungerade,  verschiedene. 

Man  haben,  B,^BIJC  und  DSAC.  Aus  d^  ,B,4DC  wird  1)  rpD^iC 
und  2)  ±I>BAC. 

Seien  m  vergleichen  ABCD  und  BCDA.  Aus  -^ABCD  wird 
1)  z^BACD,  2)  ±£CAD  und  3)  z^SCDA. 

h)  Sind  O,  D,  E  drei  Puncte  einer  geraden  Linie,  B  ein  vierter 
Punct  ausserhalb  derselben,  und  A  ein  fünfter  Punct  ausserhalb  der 
durch  B,  C,  D,  E  gehenden  Ebene,  so  wai-  (§.  18,  h) 

BDE  +  BEC+BCD  =  0, 
und  auf   gleiche  Weise   ist  mit  Vorsetaung    des   Buchstaben  A    die 
Summe  der  Pyramiden: 

ABDE+ABEC+ABCD  =  0; 
nnd  verhält  sich: 

ABDE:ÄBEC:ABGr)  =  BDE:BEC:BCD 
=  ADE:AEO:ACD  =  nE:EC:  CD. 
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c]  Sind  S,  C,  D,  E  ii-gend  vier  Puncte  einer  Ebene,  und  A  ein 
fünfter  Punct  ausserhalb  derselben,  so  war  (§.  18,;;) 

GBE—DEB  4-  EBG~  £CD  =  0, 
und  eben  so   ist  mit  Vorsetzung  von  A   die  Summe  der  Pyramiden; 

AGDE—ADEB  +  AEBC—ABCD^  0, 
und  es  verhält  sich: 
ACDEiADEB.AEBO    ABCD  =  CDE  :  DEB :  EBC  :  BCD. 

d)  Seien  A,  B,  C,  D,  E  irgend  fünf  Puncte  im  ßaume  über- 
haupt, von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Sehneide  die 
Gerade  I)E  die  Ebene  ABC  im  Puncte  Z.  (Denn  immer  wird 
wenigstens  eine  von  den,  durch  E  und  einen  der  vier  Puncte  A,  B, 
C,  D  gelegten  Geraden  die  durch  die  drei  übrigen  Puncte  gehende 
Ebene  schneiden.  Die  eine  sei  hier  DE.)  Da  hiemach  erstens  die 
Puncte  -D,  E,  Z  in  einer  Geraden  liegen,  so  hat  man: 

BCBZ+BCZD  +  BCDE^O 

CAEZ+GAZD--hGAJ)Br=Q 
ABEZ-JrABZD-\-ABDE=^0. 
Weil  zweitens  die  Puncte  A,  B,  G,  Z  in  einer  Ebene  enthalten  sind, 
so  ist 

DBGZ^DGZA  +  DZAB  —  DABC=0 
—  EBGZ-if  ECZA~EZAB  +  EABC=  0. 
Addirt  man  nun  diese  fünf  Gleichungen,  so  fallen,  weil 
BCEZ^EBGZ,  BCZD  =  ~DBCZ, 
u,  s.  w.,    alle    die  mit  Z  behafteten   Glieder  heraus,    und   man  be- 
kommt: 

BODE-\-GADE  +  ABDE—DABC+EABC^  0 
oder  symmetrischer: 

I)  BGDE-^GDEA  +  DEAB-^EABG+  ABCD^  0 
oder 

II)  EBGD  —  ECDA  +  EDAB  —  EABG  =  ABGD 

\i.  s,  w.,  wie  auch  die  fünf  Puncte  im  Räume  liegen  mögen.     Vergl, 
die  Formeln  I)  und  II)  in  §.  1  und  18, 
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Lehrsätze  zur  Anwendung  des  baryceatrisclien  Calculs. 

§.  21.     Lehrsatz.     Wemi 

aA  +  bB  =  G, 
so  liegt  0  mit  A  und  B  iti  gerader  Linie,  und  es  verhält  sicli: 
a:i  =  BC:CA. 
Beweis.     Nach    §.  2    und  3    Hegt   der    Schwerpunct   C   zweier 
Pnncte  A  und  B  mit  ihnen  selbst  in  gerader  Linie,   und  wird  eben 
dadurch  gefunden,  daes  man  die  Linie  BAiaC  nach  dem  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  a :  h  theüt, 

§.  22.    Ziisätze.     ö)  Wenn 

aA  +  bB=G    und     afA  +  b'B=C. 
so  verhält  sich: 

b)  AVeil  die  Linie  BA  nur  in  Einem  Puncte  C  nach  einem  ge- 
gebenen Verhältnisse  a:h  theilbar  ist,  so  gilt  der  Satz  auch  umge- 
kehrt. Jeder  Punct  G  einer  Geraden  lässt  sich  daher  immer  als 
Schwerpunct  irgend  zweier  anderer  in  derselben  liegenden  Puncte  A 
und  B  betrachten,  deren  Coefficienten  in  dem,  durch  die  gegen- 
seitige Lage  der  Puncte  gegebenen  Verhältnisse  BC:  CA,  und 
keinem  andern  stehen. 

Allerdings  kann  jeder  gegebene  Punct  P  einer  Geraden  als 
Schwerpunct  auch  von  drei  oder  mehreren  Pnucten  dereelben,  A,  B, 
G,  ...  angesehen  werden.  Alsdann  finden  aber  zwischen  den  Coeffi- 
cienten der  Pnncte  nicht  mehr  bestimmte  Verhältnisse  statt.  Denn 
sei  P  auf  A  und  B  bezogen, 

=  aA  +  bB. 
und  auf  B  und  C  l 


so  ist  auch 

P  =  aA  +  bB  +  m{hB  +  cC)  =  aA  +  H  +m)hB  +  mcC, 
wo  für  m  jede  beliebige  Zahl  genommen  werden  kann.  —  Aehnlichc 
Bemerkungen  sind  in  den  folgenden  §.  24,  b   und  §.  26,  b  zu  wieder- 
holen. 

c)  Aus 

aA  +  bB^{a  +  b)C 
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folgt 

aA-\-bB  —  {((  +  b)G=ii., 
und  wenn  wir  ■ — ■  (ß  +  Ö)  ==  c  setzen , 

aA  +  ^B  +  eC^Q,     hB-{-cC~  A, 
und  hieraus  eben  so  wie  vorhin, 

h:o=GA:  AB. 
Unser  Satz  lässt  sich  daher  noch  symmetrischer  so  ausdrücken: 
Ist 

aA  +  bB-ircC=(\, 
so  Hegen  A,  B.   C  in  gerader  Linie,  und  es  verhalten  sich 

a:b:c  =  BC:CA:AB. 
Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

§.  23.    Lehrsatz.     "Wenn 

aA+öB  +  cC—D, 
und  A.  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  enthalten  sind,  so  liegt  D  mit 
A,  B,    C  in  einer  Ebene  (§.  4  und  5),  und  es  verhalten  sich: 
a:h:c=  die  Dreiecke  DBG:  DG  A:  D  AB. 
Beweis.     Von  den  drei  Summen,  welche  sich,  je  zwei  der  drei 
Coeflicienten  a,  h,  c  zusammengenommen,  bilden  lassen,   ist  immer 
wenigstens  eine  nicht  =  0.     Sei  «  +  5  diese  Sirmme,  und  man  setae 

I]  aA-\-hB^(a■^-b)Z, 
m  wird 

II)  D  =  {a  +  h]Z+^C. 

Wegen  II)  liegen  nun  (§.21)  C,  D,  Z  in  gerader  Linie,  und  es 
verhält  sieh; 

1)  a+b:c=  GD:DZ  =  BGD:BDZ  =  AGD:ADZ  (§.  18,5), 
folglich 

2)  DBZ:DZA  =  DBC:DCA{§.  lS,a). 

Wegen  I)  Hegt  Z  aber  auch  in  der  Geraden  AB,   und   es  ver- 
hält sich; 

3)  a:b  =  BZ:ZA  =  DBZ:DZA, 
folglich  wegen  2) 

4)  a:b  =  DBC:DGA. 
Aus  3)  folgt  weiter: 

h:a  +  h  =  DZA:DBZ+DZA  =  ADZ:DBA  {§.  18,5), 
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folglich  in  Verbindung  mit  1): 

b:c=^  ACJ):DBA  =  DCA-.DAB, 
und  hieraus  in  Verbmdung  mit  4)  die  Proportion  des  Lehrsatzes. 

§.  24.  Zusätze,  u)  Wenn  A,  B.  C  nicht  in  einer  Geraden 
liegen  imd 

aA  +  hB  +  cC~  D,       a'A  +  b'B  +  c'O^B 
ist,  so  verhalten  sich 

a:b:c  =  a':b':c'. 

b)  Jeder  Punct  D  einer  Ebene  lässt  sich  als  Schwerpunct  irgend 
dreier  anderer  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Puncte  A,  B,  C 
der  Ebene  betrachten,  deren  Coefficienten  in  bestimmten  Verhält- 
nissen zu  einander  stehen. 

Denn  sei  Z  der  Durchschnitt  der  Linien  AB  und  CD  (§.  IS,  e). 
Weil  er  sowohl  mit  A  und  B  als  mit  C  und  D  ui  gerader  Linie 
liegt,  kann  man  ihn  {§.  22,  b) 

=  aA  +  ßB     und     ~yC+dD 
setzen,  wo  a  :  ß  und  y :  ä  bestimmte  Verhältnisse  sind. 

Nimmt  man  nun ,  was  immer  mögheh  ist ,  die  Zahlen  dieser 
Verhältnisse  a:ß,  y  :  6  so,  dass  a -\' ß  =  y -]- 6  {§.  15,3),  wodurch 
auch  ß  :  y  ein  bestimmtes  Verhältniss  wird,  so  kommt ; 

aA  +  ßB^yC-^bD, 
mithin 

D=^aA  +  ßB--yC. 

Auch  können  sieh  nach  dem  Lehrsatze,  a,  ß,  —  y  nicht  anders, 
als  wie  die  Dreiecke  DBG,  DCA,  DAB  verhalten. 

c)  Man  setae  in  der  Formel  des  Lehrsatzes 

ff  -f.  5  +  c  =  —  rf, 
so  wird 

aA  +  I>B  +  r,C=—eiD,  aA+bB+cC+dD  =  0,  bB  +  cC+dB^A, 
und  es  verhält  sich; 

b  :  c  :  d  ^  ACn  :  ABB  :  ABC. 
Um  diese  Proportion  mit  der  obigen  verbinden  zu  können,   schreibe 
nun  8ie(§.  18,o): 

II :  J  :  o  =  Ben  :  —  CDA  :  DAS 
i:c:il^~ODA:  VAS  -.  —  ABO. 
Dies  giebt  folgenden  noch  eymmetrischeren  Satz;    Ist 
aA  +  bB  +  cC+dD  =  0, 
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so  liegen  A,  B,   C,  D  in  einer  Ebene  und  es  verhalten  sich ; 

a:b:c:d  =  BCD  :  —  CDA  :  DAB  -.—ABC. 
Verg).  §.  18,  c.     Vermöge  vorigen  Zusatzes  ist  dieser  Säte  auch  um- 
gekehrt richtig. 
d)  Ist 

üA+hB  +  cG^dD^  0, 
und  heissen  die  Durchschnitte  von  BG  imd  AD,  AG  und  BD.  AB 
und  CD  resp.  E,  F,   G,  so  hat  man: 

E^bB  +  cC^aA  +  dD, 

F=aA  +  cÜ=  hB  +  dD, 

G^aA-\-bB=cC  +  dD. 

§.  25,      Lehrsatz.     Wenn 

aA-^lB-^oC+dD  =  E, 
und  A,  B,  G,  D  nicht  in  einer  Ebene  hegen,  so  verhalten  sich: 
(( :  5  :  c  :  <?  =  die  Pyramiden  BCDE :  ODEA  :  DE  AB  :  EABG. 
Beweis.     Aus  den  vier  Coefficienten  «,  b,  c,  d  lassen  sich,  je 
drei  zusammengenommen,   vier  Summen  bilden,    von   denen  immer 
wenigstens    eine    nicht  =  0  ist.     Sei  a  +  ä  +  c  diese   eine  Summe, 
und  man  setze 

I]  aA-^-  bB  -\-  eC  =  [a-]rb  +  e)  Z, 

so  wird 

n)  {a-\-hA-c)  Z-^dD  =  E. 

Wegen  II)  liegen  nun  Z,  D,  E  in   euier  Geraden,   und  es  ver- 
hält sich; 

1]  a  +  b-\-c:d=DE:EZ=BGDE:BGEZ 

=  GADE:  GAEZ  =  ABDE :  ABEZ 
[§.  2ü,  6),  folglich 

2)  EZBG:EZCA:EZAB  =  BCDE:CDEA:DEAB. 
Sodann  ist  (§.  23)  wegen  I)  Z  auch  in  der  Ebene  ABC  enthalten, 

und  es  verhält  sich; 

3)  a:b:c  =  ZBG -.ZCA:  ZAB  =  EZBG ;  EZGA  ;  EZAB 
(§.  20,  c),  folglich  wegen  2): 

4)  a:b:c  =  BCDE :  GDEA  :  DE  AB. 
Ferner  erhält  man  aus  3) ; 

c  :  ß  4-  ö  -H  c  =  ZAB  ;  ABC  (§.  IS,  c.  II)  ==  EZAB  :  SAB  G, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  1): 

c.d=DEAB:EABC, 
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woraus  sich  in  Verbindung  mit  4]  die  im  Lehrsatz  aufgestellte  Pro- 
portion ergiebt. 

§.  26.  Zusätze,  ö)  Wenn  A,  S,  C,  D  nicht  in  einev  Ebene 
hegen,  und 

aA  +  bB  +  cC+dn  =  E,     a'A  +  b'B  +  c'C -{-  d'D  ^  E 
ist,  so  verlialten  sich; 

a:b:c:d=a':b':c':^. 

b)  Jeder  Punct  E  im  Räume  lässt  sich  als  Schivcrpnnct  von 
irgend  vier  andern  nicht  in  einer  Ebene  hegenden  Puncteu  A,  B,  C,  D 
ansehen,  deren  Coefficienten  in  bestimmten  Verhältnissen  zu  ein- 
ander stehen.  Denn  schneide  die  Gerade  DE  die  Ebene  ABC  im 
Puncte  Z  {§.  20,  d],   so  kann  man  nach  §.  22,  &,   §.  24,  b  und  §.  15,  3 

Z  ^  ÖD  +  eE  =  aA  +  ßB  +  yC 
setzen.     Dies  giebt: 

E  —  ccA  +  ßB  +  yC—äD. 
Nach  dem  Lehrsatze  können  sich  aber  «,  ß,  y,  —  6  nicht  anders  als 
wie  die  Pyramiden  BCDE,  ...,  EABC  verhalten, 

c)  Setzt  man 

aJrh  +  c  +  d  =  -e, 

so  erhält  man  nach  [derselben  Schlussfolge ,  die  in  §,  22,  c  bei  di-ei 
Puncteu  in  einer  Geraden  und  in  §,  24,  c  bei  vier  Puncten  in  einer 
Ebene  angewendet  wurde,  den  Satz: 

aA  +  bB  +  eC-\-dD^eE:=(i, 
so  liegen  die  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D,  E  im  ßaiime  dergestalt,  dass 

BCDE:  CDBA.DEAB.EABC-.ABCD  =  a:b -.c-.d-.e. 
Vei^l.  §.  20,  d.     Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

d)  Ist 

aA  +  hB  '\-  cC  +  dD  +  eE  ^  H , 
und   bezeichnet   man    die  Durchschnitte   der   Geraden  und  Ebenen, 
AB  und  CDE,  AC  und  BDE,  etc.  resp.  mit  F,  G,  etc.  so  kommt: 
F=aA-\-hB  =  cG-^dD  +  eE     ' 
G  =  aA^cC=bB  +  dD-^eE,  u.  s.  w, 

§.  27.    Die  Sätze  (§.  22,  c,  §.  24,  f),    dass  wenn 
aA  +  hB-\-cC=  0 
ist,  A,  B,   C  in  gerader  Linie  liegen,  und  wenn 
aA^bB'\-cC-\-dD  =  iS 
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ist,  A,  B,  0,  -D  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  gelten  offenbai'  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  jeder  Coefficient,  einzeln  ge- 
nommen, =  0  ist.  Denn  sonst  würden  der  erstem  Gleichung  jede 
drei,  auch  nicht  in  einer  Geraden  liegenden,  Puncte,  und  der  letz- 
tem jede  vier,  auch  nicht  in  einer  Ebene  begriffenen,  Puncte 
Geniige  leisten.  Weiss  man  also  umgekehrt,  dass  A,  B,  G  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  und  dennoch 

aA+bB  +  cC=--0 
sein  soll,  so  hat  man  daraus  zu  schliessen,  dass 

ß  =  Ö  =  c  =  0 
sein  müsse.     Dies  lässt  sich  auch  folgen  dergestalt  geradezu   darthnn. 
Man  setze  in  der  Gleichung, 

aA  +  bB  +  eC^O, 
a  =  g  —  h.  und  h  ^  h  — f,  folglich  c  =f- —  g,  so  wu-d  sie 

iS~h)A  +  {l,-/)B  +  W-s)C=ii 
lind  daher 

gA^hB+fC=hA+fB  +  gC. 
Liügen  nun  Ä,  B,  0  nicht  in  gerader  Linie,  so  wird  durch 

gA-^hB-\-fG    und     hA^fB-^gC 
ein  und  derselbe  Punct  der  Ebene  ABC  ausgedrückt,   und   es   ver- 
hält sich  (§.  24,  a) : 

g:h:f=^h:f:g, 
woraus  f=g  =  ^  folgt.     Mithin  ist  «  =  5  =  c  =  0. 
Auf  ähnhche  Art  wü-d  bewiesen,  dass,  wenn 
aA  +  bB  +  cC+iiD  =  a 
ist  und  A,   B,    C,   D  nicht  in   einer  Ebene  liegen,  jeder  der  vier 
Coefiicienten  a,  h,  e,  d  für  sich  =  0  sein  muss. 
Ist  femer 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  li, 
und  liegen  A,  B,  G  in  einer  Geraden,  D  aber  ausserhalb  derselben, 
so  muss  d  ^  0  sein,  indem  sonst  auch 

D^aA  +  bB  +  cC 
ein  Punct  der  Geraden  ABC  sein  würde. 
"Wenn  endlich 

ciA  +  hB  +  cC  +  dD  +  eB^O 
ist,    imd  A,  B,   G,  D  in  einer  Ebene    begriffen  sind,  E  aber   ausser- 
halb derselben  Hegt,  so  folgt  aus  ganz  ähnlichem  Grunde,  e  =  ü. 
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Drittes  Capitel. 

?^eue  Methode,  die  Lage  yoii  PuEcten  zu  bestimmen. 


§.  28,  Zu  der  Eestiminung  der  Lage  von  Puncten,  sei  es  in 
einer  gegebenen  Geraden,  oder  iii  einer  gegebenen  Ebene  oder  im 
ßaume  überhaupt,  werden  Stücke  von  zweierlei  Art  erfordert.  Die 
einen  bleiben  für  alle  Puncte  dieselben,  wie  z.  B,  die  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems.  Die  andern,  welche  Coordinaten 
im  allgemeinsten  Sinne  heissen,  hängen  von  der  verschiedenen  Lage 
der  Puncte  gegen  die  ei-stern  ab,  und  sind  daher  von  einem  Puncte 
zum  andern  veränderlich. 

Die  jetzt  zu  erörternde  Methode,  Puncte  zu  bestimmen,  besteht 
nun  im  Wesentlichen  dai-in,  dass,  als  unveränderKche  Stücke,  gewisse 
Puncte  genommen  werden,  die  ich  Fundamentalpuncte  nennen 
wül,  und  der  zu  bestimmende  Puuct  als  Schwerpunct  derselben 
gedacht  wird.  Die  veränderlichen  Stücke  oder  die  Coordinaten  sind 
demnach  hier  die  Verhältnisse,  welche  zwischen  den  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  stattfinden  müssen,  damit  der  zu  bestim- 
mende Punct  dieser  Puncte  Schwerpunct  sei. 

Zur  Vollkommenheit  einer  Bestimmungsmethode  wu-d  erfordert, 
dass  beliebig  gegebenen  möglichen  Werthen  der  Coordinaten  immer 
ein  und  nicht  mehr  als  ein  gewisser  Punct  entspreche,  und  dass 
umgekehrt  für  irgend  einen  gegebenen  Punct  jede  der  Coordinaten 
immer  und  nur  einen  möglichen  Wei-th  erhalte.  Da  nun  jedes 
gegebene  System  von  Puncten  und  deren  Coefficienten  immer  und 
nicht  mehr  als  einen  Schwei'punct  hat  (§.  8),  so  wird  hiennit  der 
ersten  dieser  Forderungen  immer  Genüge  geschehen.  Wie  aber  auch 
die  zweite  Forderung  erfüllt,  und  jeder  gegebene  Punct  als  Schwer- 
punct der  Fundamentalpuncte  mit,  nur  auf  eine  Weise  bestimm- 
baren ,  Coefficienten  betrachtet  werden  könne ,  dies  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Sätzen  §.  22,  b,  §.  24,  ä,  §.  26,  S,  wie  wir  sogleich 
mit  Weiterem  sehen  werden. 
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Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  geraden  Linie. 

§.  29.  Man  nehme  als  F uii da mentalp miete  irgend  zwei 
Punete  A,  B  der  Geraden;  so  ist,  wenn  man 

pA  +  qB=  P 
setÄt,  für  jeden  gegebenen  Werth  des  Verhältnisses  p  :  q  ein  Pnnct  P 
der  Geraden  bestimmt,  nnd  umgekehrt  ist  mit  jedem  Punete  P  der 
Geraden  auch  das  Verhältniss 

■p:  11  =  BP  -.PA 
gegeben    (§.  22,6).      Heisse    daher  pA-^q^B    der    Ausäruek    des 
Punctes  P. 

§,  30.  Durch  die  Fundamentalpuncte  A^  B  wird  die  Gerade 
in  drei  Theile  getheilt,  von  denen  der  zwischen  A  und  B  begrilfene 
endlich,  die  beiden  andern  unendlich  sind.  Haben  nnn  p  und  q 
einerlei  Vorzeichen,  so  liegt  P  in  dem  endlichen  Theile,  Sind  über- 
dies p  nnd  q  einander  gleich,  so  wu-d  P  der  Mittelpunct  von  AB, 
der  daher  A-\'  B  zum  Ausdrucke  hat.  Ist  der  Coefficient  des  einen 
Fundamentalpunctes  :=  0,  so  fällt  P  mit  dem  andern  selbst  zusammen. 
Sind  die  Vorzeichen  von  p  und  q  verschieden,  so  liegt  P  in  dem 
unendlichen  Theile  auf  der  Seite  von  A,  oder  in  dem  auf  der  Seite 
von  B,  je  nachdem  p  oder  q  der  absolut  gi-össere  Coefficient  ist 
(§.  3,  h).  Fiu'  p  =  —  q  wu^d  P  ein  unendlich  entfernter  Punct  der 
Linie,  dessen  Ausdmck  daher  A  —  B  oder  B  —  A  ist  (§.  9), 


Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  Ebene. 

§.  31.  Man  nehme  zu  Fundamentalpuncten  beliebige  drei 
Punete  A,  B,  C  der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Die 
drei  sie  verbindenden  Geraden  5C,  CA,  AB  heissen  Fundamental- 
linien,  und  das  von  diesen  begi'enzte  Dreieck  ABC  das  Fun- 
damentaldreieck.    Setat  man  nun 

pA-irqB-^rC  —  P, 
so  entspricht  beliebig  gegebenen  Wei-then  der  zwei  in  p  -.q-.r  liegen- 
den Verhältnisse  ein  gewisser  Punct  P  der  Ebene.  Und  umgekehrt, 
ist  u'gend  ein  Punct  P  der  Ebene  gegeben,  so  sind  damit  auch  die 
"VVerthe  der  Verhältnisse  p  :  q  :  r  immer  und  ohne  Zweideutigkeit 
bestimmbar  (§.  24,  b). 
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§■  32. 


Heisse  wiederum  ^A  -\-  qB  +  rC  der  Ausdruck  des  Puiictes  P. 

Als  Coordinaten  können  hier  nach  §.  23  auch  die  gegenseitigen 
Verhältnisse  der  drei  Dreiecke  PBG,  PCA,  PAB,  welche  P  mit 
den  Fuudamentalpuncten  bildet,  angesehen  ivcrdeii. 

§.  32.  Dui-ch  die  di^ei  Fundamentallinien  wird  die  Ebene  in  sieben 
Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  das  Fundamentaldreieck  selbst  ist, 
die  sechs  übrigen  aber  unendHche  Flächen  sind,  die  wir  nach  Angabe 
der   beistehenden  Figur  5    mit    ABC,    BO,    CA,    AB,    37   B,    C 


bezeichnen.  "Wir  wollen  nun  die  Relationen  zu  bestimmen  suchen, 
die  zwischen  den  Coefficienten  von  A,  B,  O  stattfinden,  je  nach- 
dem P  in  dem  einen  oder  andern  dieser  Theile  enthalten  ist. 

Zu  diesem  Ende  sei 

qB  +  rC^X, 
so  ist 

pA  +  {q  +  r)X  =  P, 
und  X  der  Durchschnitt  der  Linien  BG  und  AP  (§.  23). 

Angenommen  nun,  daes  q  und  r  gleiche  Zeichen  haben,  so  liegt 
(§.  3Ö)  X  zwischen  B  und  C,  und  die  Linie  APX  geht  durch  die 
Felder  j4,  ABC,  BC,  und  zwar-  durch  das  erste  mit  dem  ausserhalb 
AX  auf  der  Seite  von  A  befindlichen  Theile,  durch  das  zweite  mit 
dem  Theile  ÄX  selbst,  durch  das  diitte  mit  dem  ausserhalb  AX 
auf  der  Seite  von  X  gelegenen. 

Da  nun 

P  =  pA  +  [q  +  r)X, 
SO  fällt  P  in  den  ersten  dieser  Theile,  also  in  das  Feld  A,    wenn  p 
absolut  grösser  als   die  Summe  q-\-r,   aber  ihr  entgegengesetzt  ist; 
in    den    zweiten  Theil,    mithin    in   ABC,    wenn  p    mit    q-^r   von 
einerlei  Zeichen  ist,   d.  h.  wenn  p,  q  und  r  einerlei  Zeichen  haben; 
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in  den  dritten  Theil  oder  in  BG,   wenn  q  -{-r  absolut  grösser  als  p 
und  ihm  entgegengesetzt  ist. 
P  liegt  demnach 
1}      in  AB  G,  wenn  ^;,  q,  r  einerlei  Zeichen  haben, 

Iin  BG,  wenn  q-^-r'^p  und  eben  so 
iu  CA.  wenn  T-^p'^q 
in  AB,  wenn_p  +  2>r 
!in  A,  wenn^>$-|-r  \ind  eben  so 
in  B,  wenn  ?]>-''+j> 
in  C,  wenn  'f'^p-^q 

mit  der  uothwendigen  Bemerkung,  dass  immer  die  zwei  auf  der  einen 
Seite  des  Zeichens  (»  befindlichen  Coefficienten  einerlei  Vorzeichen 
unter  sich,  das  entgegengesetzte  aber  von  dem  auf  der  andern  Seite 
stehenden  haben. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Coefficient  des  einen  Funda- 
mentalpunctes  ^0  ist,  liegt  P  in  der  Fundamentallinie,  welche  die 
heiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet.  Sind  die  Coefficienten 
zweier  Fundamentalpuncte,  jeder  einzeln,  ;=  0,  so  ist  P  der  dritte 
Fundamentalp unct  selbst. 

Ist  endlich  die  Summe  der  drei  Coefficienten  =  0,  haben  also 
zwei  derselben,  z.  B.  q  und  r,  einerlei  Zeichen,  und  ist  ihre  Summe 
dem  entgegengesetzten  Werthe  des  dritten  p  gleich,  so  ist  P  ein 
unendlich  entfenxter  Punct  nach  einer  durch  die  Felder  BG  und  A 
sich  erstreckenden  Richtung,  die  von  den  drei  parallel  laufen- 
den Linien  durch  A  und  den  Punct  qB-\-rC,  durch  B  und 
rC — {q-\-r)A,  durch  C  und  —  [q-\-r)  A-\- qB  bestimmt  wird  (§.  9). 
Unbestimmt  aber  bleibt  ea,  wenigstens  im  Allgemeinen,  ob  P  in  PC 
oder  A  enthalten  ist. 

Da  hiermit  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  so  gelten  diese 
Sätae  auch  umgekehrt. 

Znsatz.     Man  setze 

P+q  +  r  =  —s, 
und  schreibe  der  Symmetrie  willen  D  statt  P,  so  wird 
pA-^-qB-^-rG^sI)  =  (}. 
Weil 

so  haben  von  diesen  vier  Coefficienten  entweder  drei,  z.  B.  p,  q,  r, 
einerlei  Zeichen,   und  der  vierte,   s,   das  entgegengesetzte;   oder  zwei 
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derselben,  i.  B.  p  mid  g,  sind  positiv,  und  die  beiden  andern,  r  und 
s,  negativ.  Im  erstem  Falle  liegt  D  innerhalb  des  Dreiecks  ABC; 
im  letztem  setze  man 

pA  +  qB  =  —rC  —  sD^Z, 
so  ist  Z  der  Durchschnitt  der  Geraden  AB  und  OD  und  fällt,  weil 
sowohl  p  mit  q,  als  r  mit  s  einerlei  Zeichen  hat,  innerhalb  der  End- 
puncte  beider  Geraden,  und  mithin  jeder  der  vier  Puncte  A,  B,  C,  I) 
ausserhalb  des  Dreiecks,  welches  die  drei  übrigen  bilden. 

RücksichÜich  der  gegenseitigen  Lage  von  vier  Puncten  m  einer 
Ebene  können  demnach  im  Allgemeinen  zwei  FUUe  stattfinden:  ent- 
weder liegt  einer  der  vier  Puncte  innerhalb,  oder  jeder  Hegt  ausserhalb 
des  durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks.  Im  letztern  Falle  aber 
sseiehnet  sich  unter  den  drei  verschiedenen  Arten,  nach  welchen  die  vier 
Puncte  zu  zwei  Paaren  genommen  werden  könneti  {AB,  GD;  AC,  BD; 
AD,  BG],  die  eine  Art  vor  den  beiden  andern  dadurch  aus,  dass  die 
zwei  durch  diese  zwei  Paare  bestimmten  Geraden  sich  innerhalb  der 
sie  bestimmenden  Puncte  schneiden,  dahingegen  bei  den  zwei  andern 
Paaren  d-er  Durchschnittspunct  immer  ausserhalb  fällt. 


Bestiiniiuiiig  eines  Puiictes  im  Räume. 

§.  33.  Hiei-zu  sind  vier  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene 
Fundamentalpuncte  A,  £,  C,  D  erforderlich.  Die  sechs,  sie 
zu  zweien  verbindenden  Geraden  AB,  AG,  AD,  BG,  BD,  GD 
heissen  Fundaraentallinien,  die  vier,  sie  zu  di'eien  verbindenden 
Ebenen  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  Fundamentalebenen,  und 
die  von  diesen  vier  Ebenen  begrenzte  Pyramide  ABCD  die  Funda- 
mentalpyramide. 

Der  Ausdruck  cinos  Punctes  P  im  Räume  hat  alsdann  die 
Form: 

pA  +  qB-\-rC  +  sD. 
Denn  durch  jede  gegebene  Werthe  der  Verhältnisse  der  Coefficienten 
p,  q,  r,  s  ist  auch  der  Punct  P  immer  und  ohne  Zweideutigkeit  be- 
stimmt. Und  umgekehrt,  ist  F  gegeben,  so  erhalten  auch  jene  Ver- 
hältnisse immer  und  ohne  Zweideutigkeit  bestimmte  WeilJie.  Es 
müssen  sich  nämlich  die  Coefficienten  me  die  Pyramiden  PBCD, 
—  PCDA,  PDAB,  —PASC  verhalten  (§.  26,  i).  Die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  der  letztem  können  daher  ebenfalls  als  die 
Coordinaten  von  P  bei  dieser  Bestimmung  betrachtet  werden. 
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§.  34.  Die  vier  Fundamcntaleljeneii ,  in  das  Unendliche  er- 
weitert gedacht,  begrenzen  eine  dreiseitige  Pyramide  und  zerlegen 
den  übrigen  unendlichen  Raum  ui  vierzehn  Theile.  Vier  dereelben 
sind  unendliche  Pyramiden,  von  denen  jede  zu  ihrer  Spitze  eine 
der  vier  Spitzen  der  Fundamentalpyramide,  und  zu  ihren  Kanten 
die  verlängerten  Kanten  dieser  Spitze  hat.  Ihi'e  ^Be^ichiiungen 
seien  nach  den  Spitzen,  an  welche  sie  stossen:  A,  B,  C,  D.  Vier 
andere  Räirme  sind  ebenfalls  unendliche,  aber  abgestumpfte  Pyra- 
miden, über  jeder  Seitenfläche  der  Pyramide  eine  derselben.  Sie 
werden  nach  den  Seitenflächen ,  über  welchen  sie  hegen,  mit 
BCD,  C'DÄ,  DäB,  ABC  bezeichnet.  Die  sechs  übi-igen  un- 
endlichen Räume  könnte  man  vierseitige  Pyramiden  nennen.  Nur 
laufen  ihre  vier  Seiten  nicht  in  einer,  sondern  zwei  Spitzen  der 
Fundamentalpyramide  zusammen,  so  dass  jede  mit  der  Funda- 
mentalpyramide die  zwischen  diesen  zwei  Spitzen  hegende  Kante  ge- 
mein, und  die  vier  Seiten  der  Fundamentalp yiamide ,  welche  in  den 
zwei  Spitzen  zusammentrefl'en ,  über  die  Spitzen  hinaus  erweitert,  zu 
Grenzen  hat.  Wir  wollen  diese  Räume  nach  den  mit  der  Funda- 
mentalpyramide gemeinschaftlichen  Spitzenpaaren  dui'ch  AB,  AC , 
AD,  Wo,  BD,  CD  ausdrücken;  die  Fundaraentalpyramide  endlich 
selbst  durch  AB  CD. 

Um  die  gegenseitige  Lage  der  unendlichen  Räume  bequem  auf- 
fassen zu  können,  denke  man  sich  aus  ii-gend  einem  Puncte  der 
Pyramide  mit  einem  unendlich  grossen  Halbmesser  eine  Kugel  be- 
schrieben, so  wii'd  jede  der  vier  Fundamentalebenen  die  Kugelfläche 
in  einem  gi'össten  Ki'eise  schneiden,  und  durch  diese  vier  Ki-eise 
die  Kugelfläche  in  vieraehn,  den  eben  so  viel  unendhchen  Räumen 
entsprechende,  Theile  getheüt  werden.  Von  dieser  Kugelfläche  in 
Bezug  auf  die  Pyramide  Fig.  5  giebt  Fig.  6  einen  stereographischen 
Entwiu-f.  Der  mittlere  Kreis  stellt  die  Ebene  BCD  vor,  der  untere 
die  Ebene  CDA,  von  den  beiden  oberen  der  rechte  die  Ebene 
DAB,  der  Hnke  die  Ebene  ABC 

Es  soll  nun  eben  so,  wie  in  §,  30  und  §.  32,  gezeigt  werden, 
wie  durch  die  gegenseitige  Relation  der  Coefficienten  p,  q,  r,  s  der 
Theil  des  Raumes  bestimmt  wird,  in  welchem  der  Punct 

P~pA  +  qB  +  rG+sD 
enthalten  ist. 

Haben  erstlich  y,  r,  s  einerlei  Vorzeichen,  und  sei 
i^B  +  rC+sD^  X, 
also 

pA  +  (q  +  r  +  s)X^P, 
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.  Zi. 


SO  ist  X  der  Durchschnitt  der  Geraden  AP  mit  der  Ebene  BOD 
(§.  25)  und  liegt  innerhalb  des  Dreiecks  B  OD  (§.  32),  und  die 
Gerade  AP  geht  durch   die  Räume  A,  AB  CD,  BCD.     Ganz   auf 


wird   nun   auch  hier   bewiesen,    dass  der 


die  Weise,   wie  ir 
Punct  P  liegt: 

I)       in  AB  CD,  wenn  ^,  q,  r,  s  einerlei  Zeichen  haben; 

{in  BCD,  wenn  ^  +  r  -\-  s'^ß,  und  eben  so 
in  CDA,  wenn  ?■  +  «+/'>? 

Iin  A,  ^^v eaii  p'^q-\- 7' -\- s,  und  eben  so 
in  B,  wenn  q'^r-{~s-\-p 

nur    dass    auch   hier   bei    den  Formeln   II)    und    III)   die    in    §.  32 
gemachte  Erinnerui^  in  Betreff  der  Voraeichen  wiederholt   werden 


Seien  ferner  p  und  q  positiv,  r 
und  absolut  p -\-  q  "^  r -{-  s.     Man  se 
pA  +  qB^  M  und 


und  s  negativ,   oder  umgekehrt, 


also 


rC  +  sD^N, 
{p  +  q)M+{r  +  s)N^P, 
so  liegt  M  in  der  Fundameiitallinie  AB  zwischen  A  und  B,  und  iV 
in   der  FimdamentaEinie   CD  zwischen   C  und  D.     Wie    man    bald 
wahrnimmt,  ist   folglich  die  Gerade  MN  mit  dem  zwischen  M  und 
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N  begriffenen  Theile  in  der  Fuiidamentalpyramide  selbst,  mit  dem 
Theile  über  M  hinaus  in  dem  Baume  AB,  und  mit  dem  Theile 
über  JV  hinaus  in  dem  Räume  Ol)  enthalten.  Da  nun  p  -\- ^  und 
r  +  s  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und  absolut  p  +  q^'>'-{-s 
ist,  80  liegt  P  in  der  Geraden  MN,  und  zwar  in  dem  über  M  hin- 
aus  sich  erstreckenden  Theile  derselben,  d.  h.  in  dem  Räume  AB. 
P  liegt  also 

(in  AB,  wenn  ^  +  <7 !>'/'  + s,  und  eben  so 
IV)  I  in  Tg,  wenn  p  +  r><j  +  ^ 

{  U.    S.    IV. 

mit  demselben  Zusätze  in  Betreff  der  Vorzeichen,  wie  vorhin. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  einer  der  vier  Coeflicienten ,  z.  B. 
^  =  0  ist,  fallt  P  in  die  Fundamentalebene  BOD.  Sind  zwei 
Coeflicienten  zugleich,  z.  B.  p  und  §■  =  0,  so  liest  P  in  dei  Funda- 
mentallinie  CD;  und  wenn  di-ei  Coefiicienten,  z  'ß  p,  q  und  r  =  0 
sind,  so  fällt  P  mit  dem  Fundamentalpunete  D  zusammen 

Wenn  endlich,  ohne  dass  jeder  Coeflicient  einzeln  =0,  die 
Summe  aller  =  0  ist,  und  daher  entweder  drei  Coefficienten  z.  B. 
q,  r,  s  einerlei  Zeichen,  aber  das  entgegengesetzte  von  dem  vierten 
p  haben  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen 

q-\-r  +  s=p 
ist,  oder  zwei  Coefficienten  z.  B.  p,  q  positiv,  die  beiden  andern  r,  s 
negativ  sind  und  absolut 

p  +  q  =  r-^s 
ist,  so  liegt  P  von  der  Fund  amen  talpyramide  unendlich  entfernt. 
Die  Richtung,  nach  welcher  er  liegt,  whd  im  eisten  Falle  durch 
Parallelen  mit  der  durch  die  Punete  A  und  qB  +  rC-^sD  ge- 
legten Geraden,  und  im  zweiten  durch  Parallelen  mit  der  Geraden 
durch  die  Punete  pA-\'qB  imd  rC+sD  bestimmt-  Im  ersten 
Falle  liegt  er  also  im  Räume  A  oder  BGD,  und  im  zweiten  im 
Räume  AB  oder  CD. 

Alle  Sätze  dieses  §.  gelten  übrigens  auch  umgekehrt.  Vergl. 
§.32. 

Zusatz.     Man  setze 

p  +  q  +  r-\-s  =  —  t, 
so  wird 

pA'\-qB  +  rC  +  sD  +  tE=0, 
wenn  man  noch   der  Symmetrie   willen  E  für  P  schreibt.     Da  nun 

p  +  q^r  +  s-\-t  =  (i, 
SO  haben  von  diesen  fünf  Coefficienten  entweder  vier,  z.  B.  p,  q,  r,  s, 
einerlei  Zeichen,   und  der  fünfte   t  das   entgegengesetzte,   oder  drei 
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Coef&eienten,  z.  B.  ja,  q,  r,  sind  mit  einerlei  Zeichen,  und  die  beiden 
übrigen  s,  t  mit  dem  entgegengesetzten  behaftet.  Dem  zufolge  gielt 
es  rücksichtUeh  der  gegenseitigen  Lage  von  fünf  Puncten  im  Maume, 
eben  so  wie  §.  32  Zusatz,  im  Allgemeinen  swei  Fälle.  Im  ersten 
liegt  ein  Punct,  E,  innerhalb  der  Pyramide,  von  welcher  die  vier 
übrigen,  A,  B,   O,  D,  die  Spitzen  sind.    Im  zweiten  Falle  setze  man 

pA-\-qB  +  rC  =  —  lsD-\-iE]  ~  F, 

so  ist  F  der  Dvirchschnitt  der  Ebene  ABC  mit  dei  Gmiidon  UE, 
und  liegt  sowohl  innerhalb  der  Dreiecksfläche  ABO,  als  auch  inner- 
halb der  Puncte  D  und  F.  Wie  man  bald  sieht,  ist  also  in  dem 
zweiten  Falle  jeder  Punct  ausserhalb  der  von  den  viel  übrigen  gebil- 
deten Pyramide  enthalten.  Zugleich  aber  zeichnet  sich  unter  den  zehn 
Geraden,  welche  die  fünf  Puncte  zu  zweien  verbinden,  die  eitie  vor  den 
übrigen  dadurch  aus,  dass  ihr  DttrchschniU  mit  der  Ebene  durch  die 
drei  übrigen  Puncto,  sowohl  innej-halb  des  Breiechs  dieser 
als  auch  innei-halb  der  zwei  sie  selbst  bestimmenden  Puncte  fällt. 


Veränderung  der  Fundamentalpiiucte. 

§.  35,  Sei  ein  Punct  P  in  Bezug  auf  zwei,  drei  oder  vier 
Fundamentalpuncte  ^,  B,  ■■,  je  nachdem  er  in  einer  geraden  Linie, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  enthalten  ist,  auf  die  eben  gezeigte 
Art  gegeben.  Es  wird  verlangt,  den  Ausdiiick  von  P  auf  zwei,  drei 
oder  vier  andere  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  .,  bezogen  zu  finden, 
vorausgesetzt,  dass  die  letzteren  Fundamentalpuncte  in  Bezug  auf 
die  ersteren  ebenfalls  gegeben  sind. 

Offenbar  ist  diese  Aufgabe  der  Veränderung  der  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems  analog.  Man  weiss,  dass  dieses 
Geschäft,  —  eines  der  wichtigsten  in  der  analytischen  Geometrie,  — 
■wenn  auch  mit  keinen  Schwierigkeiten  verknüpft,  doch  nach  den 
verschiedenen  Fällen  mancherlei  Umsicht  nöthig  hat,  und  Anwen- 
dung von  Formeln  erfordert,  die  dem  Gedächtnisse  nicht  immer  zu 
Gebote  stehen.  Dagegen  bedarf  man  zur  Veränderung  der  Funda- 
mentalpuncte nur  der  einzigen,  aus  der  Natur  der  Sache  selbst 
fliessenden  und  auf  jeden  Fall  anwendbaren  Regel: 

Sind  die  neuen  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  ..  durch  die  alten 
A,  B,  ..  ausgedrückt,  gegeben,  so  siiche  man  umgekehrt  die  Werthe 
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von    A,    B,    ..    tlurch   A,,   B,,    ..    ausgedrückt.      Die    Substitution 
diesei-  Werthe  in  dem  Ausdrucke  von  P  giebt  das  Verlangte. 

Die  Sache  ist  so  einfach,  dass  folgendes  Beispiel  zur  Erläuterung 
vollkommen  hinreichen  wird. 

§.  36.  Beispiel.  Seien  in  einer  Ebene  die  neuen  Fmida- 
mentalpuneto  A,,  B,,  C,  die  Mittelpuncte  der  Seiten  des  alten 
Pundamentaldreiecks  ABC,  A,  der  Mittelpunct  von  BC,  B,  von 
CA,   C,  von  AB;  so  hat  man  die  Gleiehirngen  (§.  30): 

%A,  =  B+G,       2B,=^  C+A,       '2C,  =  A  +  B, 
Avoi'aus  sogleich  folgt; 

A  =^  B. -t  C,  —  A„      B=  G,  +  A,~B,,      C  =  A,-]- B,~  C.. 
Ist  nun    der   Ausdruck   ii'gend    eines    Punctes   P    der  Ebene    in 
Bezug  auf  lUc  alten  Fundamentalpuncte ; 

P  =  pA-\-qB  +  rC, 
so  wird  in  Bezug  auf  die  neuen: 

P  ^ piB,  +  C,  —  A,)  +  q [C,  +  A,  —  B,)  H-  r{A,  +  ß,  —  C,) 
d.i. 

P^{g  +  r~p)A,  +  {r+p-q)B,  +  {p  +  q^7'}C,. 

Anmerkung  Jlan  hat  (§  i2\  gesehen  me  aus  dem  gegenseitigen  Ver- 
halten der  Coeffleienten  j)  g  j  heurtheilt  "^  erden  kann  m  n  elehem  der  sieheii 
Felder,  worein  die  Ebene  durch  die  diei  Fundamentalhniea.  BC,  C  4,  iB 
Beilegt  wird,  der  Punct  P  sieh  befindet  Auf  eben  die  "fl  eiae  ■wud  man  nun 
mifteUt  dci  Coefflcienteu  <i  +  ) — p  »  +p  —  <l  p  +  ^ — '  also  nispiunghch 
auch  mittelst^,  q,  >  angeben  können,  m  welchem  der  sieben  Felder,  noiem 
die  neuen  Fundimentallmien  B,C,.  -i,B,,  d.  h.  die  Linien  durch  die  Mittel 
punete  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  AB  C  die  Ebene  theilen  der 
Punct  P  enthalten  iit 

Heissen  die=!e  Felder  analog  der  in  §,  32  angewendeten  Bezeichnung 
A,B,C,,  B,C  ,  1,  u  s  w,  10  nird  man  ohne  Schnitiigkeit  lolgende  Eeiil 
täte  hnden 

Der  Punct  P  liegt 

I)  in  A,B,C,,  wenn  y,  q,  r  einerlei  Zeichen  haben,  und  in  abiolufem 
Sinne  die  Summe  le  zweier  Coeffioienten  gros^ei  al^  dei  dritte  ist  

n)   in  B,C,,  -nenn  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen  p>(^  +  »     in  C,A  . 

III)  in  A,,  wenn  j)  ein  von  dem  der  beiden  anderen  Coeffleienten  ^ei 
schiedenes  Vorzeichen  hit,  und  n&ohstdem  ohne  Püekaicht  auf  die  Zeichen 
die   Summe   je   zweier   Coeffleienten  grössei   ils   der  dritte  vt     m  B      wenn 

Durch  die  diei  urspiungliehcn  rundami.ntHllmii.n  BC,  und  die  dici 
neuen  B,C,,  .,  wnd  die  Ebenp  in  leohszelm  TheJe  zerkgf,  von  denen  \iei 
Theile  endlich  und  zuolt  unendlich  sind      In  "\  erbmdung  der  oben  gegebenen 
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Kennzeichen  ruoksiohthch  der  er^teren  Fiindimentillinieu  mit  den  letzt  auf 
gestellten  rückaichtlich  der  letzteren  liaaen  Bioh  nun  leicht  die  tenuKeichen 
für  jedes  dieser  aechizehn  Felder  einzeln  hnden  \llem  die  weiteie  Aus- 
führung hiervon,  so  wie  auch  den  Beweii  fir  dii-  eben  gegebenen  Eepehi 
mu«!  leh    lim  nicht  zu  weitläufig  /,\i  werden,  den  Levein  selbst  überlassen 


Viertes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  gerader  Linien  und  Ebenen. 


§.  37.  Bezeichnen  £  und  E'  zwei  Pvincte,  so  ist  E-\-wE'  dei' 
Ausdruck  eines  Punctes  in  der  durcli  E  und  JS'  testimniten  geraden 
Linie,  und  zwar  jedes  beliebigen  Punctes  dieser  Linie,  wenn  es  frei 
steht,  dem  Verhältnisse  1  :  w  jeden  beliebigen  Werth  beizulegen 
(§.  29).  Man  kann  daher  den  Ausdruck  E+wE',  sobald  darin  w 
sjs  eine  veränderliche  Grösse  genommen  wird,  den  Ausdruck  der 
geraden  Linie  EE'  selbst  nennen,  indem  die  Consti-uction  desselben 
alle  in  dieser  Linie  begriffenen  Puncte  giebt. 


I.  Ausdrücke  gerader  Linien  in  einer  Ebene. 

§,  38.  Seien  nun  E  und  E'  zwei  Piincte  einer  Ebene;  die 
Fundamentalp uncte  derselben  heissen  A,  B,  C,  und  auf  diese  be- 
zogen sei: 

eE  =  aA+bS-+cC,       e'  E'  =  a' A-\-h' B -\- f/ C\ 
so   wii-d,    wenn   man   statt'  w    die  Veränderliche  ü    einführt,    so    dass 


E  +  t»E'  =eE+i)  e'E'=  {a  +  a'v)A  +  (J  +  b'i>)B  +  [c  -h  c'v)  C. 
Dieser  letztere  Ausdruck  mit  der  VeränderHchen  v  ist  also  der  Aus- 
druck einer  Geraden,  welche  durch  die  zwei  Puncte 
aA-^bB-\-cC  und  a'A-\-b'B-\-cC 
der    Ebene   geht,    \iiid    folglich    der   allgemeine   Ausdruck    für    eine 
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gKiadc  Linie  in  einer  Ebene,  weil  die  Ausdiiicke  der  beiden  Puncte 
von  ganz  allgemeinci-  Foim  sind. 

§.  39.  Zusätze,  a]  Eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene  wivd 
im  Allgemeinen  jede  der  drei  Fundamentallinien  HC,  CA,  AB  der 
Ebene  schneiden.  Es  geschehe  dies  resp.  in  den  Puncten  A',  B%  C. 
Für  diese  Puncte  der  Linie  sollen  nun  die  specieUen  Werthe  der 
Veränderlichen  v  in  dem  Ausdrucke  der  Linie,  und  somit  die  Aus- 
drücke der  Puncte  selbst  gefunden  werden.  —  Da  der  Punct  A! 
zugleich  in  der  FundamentaUinic  BO  liegt,  so  ist  für  ihn  in  dem 
Ausdi-ucke  der  Linie  der  Coefficient  von  A 

a  +  «'v  ■=  0 
[§,  32),  folglich 


Substituirt  man  diesen   Werth  in   den   Coefficienten  von  B  und  C, 
so  kommt: 

A'  =  {ab'~  a'b)B  —  [ca'—  c'a)  C. 
Setzt  man  noch  der  Kih-ze  willen: 

1)  hc'—h'c  =  a,      ca'— ■(!'«  =  ß,      ab'—a'b  =  y, 
so  wird 

({y~ß)A'=.yB~ßO, 
und  eben  so  findet  sich       I 

2)  \{a-y)B=aC-yA, 
\{ß  —  a]Cr=ßA  —  aB. 

b)  Da  die  drei  Puncto  A',  B',  C  in  einer  Geraden  liegen,  so 
muss  auch  zwischen  ihnen  allein  eine  Gleichung  stattfinden.  In  der 
That,  dividirt  man  die  drei  Gleichungen  2}  resp.  mit  ßy,  ya,  aß, 
und  addirt  sie  hierauf,  so  kommt: 

c)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  der  Veränderlichen  v  einen  solchen  Werth  giebt,  dass  die 
Summe  der  drei  Coefficienten  null  wird,  so  erhält  man  den  Aus- 
druck für  einen  unendlich  entfernten  Punct  der  Linie  (§.  32).  Nun 
ist  jene  Summe 

=  a+b  +  c  +  {a'+b'+c')v; 
folglich,  wenn  man  sie  gleieh  0  setzt; 

«'+  }■+  c' 
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Diesen  "VVei'th  von  v  in  dem  Ausdrucke  substituirt,    ei'gielit  sicli  der 
Coefficient  von  Ä 

a(„'+y+„')_a'(„  +  iH-c)^       7-ß 
«'+  *'+  «'  <■'+  *'+  e' 

und  eben  so  die  Coefficienten  von  B  und  C 

,"-/.      ,     m,d  °        •' 


.■+y+<.'- 

Hiei'nach  wird,   nachdem  man  znvor  jeden  Coefficienten  mit 

multiplicift  hat,   der  Ausdruck  für  den  unendlicli   oiitfcrnten  Punct 
der  Linie: 

{ß-r]A  +  {y~a)B  +  {a-ß)C. 

Man  begi^eift  leicht,  dass  dieses  Verfahren  auf  die  Entwickclung 
aA-\-bB  +  cO         a-A  +  ¥B  +  c'C        ^  _  ^, 


a  +  b  +  c  a'+ö'+c 

hmausläuft.     £ —  E'  ist  aher  der  Ausdruck  des  in  der  Goraden  EE' 
unondKch  entfernten  Punctes. 

Weil  A',  B',  G'  ebenfalls  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  so 
werden  auch  B — C",  C" — A^,  AI — B'  Ausdrücke  des  unendlich 
entfernten  Punctes  sein  und,  nach  A,  B,  G  entwickelt ,  zu  demselben 
Ausdrucke  hinführen  müssen.     So  ist  z.  B. 

f~a  a  —  ß 

a{y~ß}A-a(y-a}B~„(«-ß]0 
tr~a][a-ß} 
^(ß~y]A  +  {./-a)B  +  {a~ß)C 
wie  vorhin. 

Am  einfachsten  aber  gelangt  man  zu  diesem  Avisdrucke  durch 
Addition  der  Gleichungen  2).     Diese  giebt: 

lr^ß)A'+{«-y]B-+lß~«)V=(ß~,}A+{,~«}B  +  l«~ß,0. 
Da  nun  hierin  zu  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die 
Summe  der  Coefficienten  gleich  0  ist,  so  sind  auch  die  Ausdi-ücke 
auf  der  einen  und  anderen  Seite  entweder  gleich  0,  oder  zeigen 
einen  unendlich  entfernten  Punct  an.  Ersteres  kann  aber  nicht 
sein,  weil  die  drei  Puncte  A,  B,  0  rechtet  Hand  nicht  in  einer 
Gei-aden  liegen,  auch  die  Coefficienten  derselben  nicht  einzeln 
gleich  0  sind  (§.  27).  Mithin  wird  durch  beide  Ausdrücke  ein  un- 
endlich entfernter  Punct  dargestellt,  und  zwar  der  in  der  Geraden 
A'B'C  enthaltene. 
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§,  40.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  lässt  sich,  seiner  Allgemeinheit  unbeschadet,  auf  eine  weit 
einfachere  Form  zuiiiekbringen.  Er  wurde  erhalten,  indem  man  die 
Ausdrücke  irgend  zweier  Puncte  der  Linie  nahm,  und  den  einen 
derselben,  mit  einer  Veränderlichen  multiplicirt ,  dem  andern  hinzu- 
fügte. Pa  nun  die  Wahl  dieser  zwei  Puncte  durch  nichts  bedingt 
ist,  so  nehme  man  hierzu  zwei  von  den  Durchschnitten  mit  den 
Fundamentallinien  selbst,  indem  die  AusdiTicke  der  Durchschnitte 
nur  aus  zwei  Fiindamentalpuncten  zusammengesetzt  sind.  So  geben 
z.  B.  die  zwei  Durchschnitte  A'  und  B'  mit  einander  verbunden,  den 
Ausdruck  der  Linie: 

yA—ccC  +  x{yB~ßC)  =  A  +  xB  —  "~^'^^C. 
7 

Zu  demselben  vereinfachten  Ansdrircke  kann  man  aber  auch 
mittelst  bloss  analytischer  Operationen,  durch  Einführung  einer 
anderen  Veränderlichen,  gelangen.  In  dieser  Absicht  setze  man  in 
dem  allgemeinen  Ausdi-ucke; 

(o  +  „'v)  A  +  [b  +  l'v)B  +  («  +  e'v]  0 


SO  dass  t  die  neue  Veränderliche  ist.     Hierdurch  ' 


,    a'c  —  ac'-\-  c't  _^  ß  +  c't 

wenn  wir  zur  Abkürzung  wiedemm  die  Buchstaben  k,  ß,  y,  in  der 
bisherigen  Bedeutung  genommen,  anwenden;  und  der  Ausdruck  er- 
hält die  Form: 

Man  dividire  ihn  durch  t  und  setze 
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Man  nehme  nun 


zur  Verändei-Kchen  gleich  x, 


o^-H/M  ^  <(y±yj  _  ^  _  _  ^+ ^^ 

li  d'/  y  ■/       ' 

weil  immer 

a'a  +  b'fl  +  ü'y  =  0. 

Hierdurch  verwanilolt  sich  der  Ausdruck  in : 
A  +  xB  —  ^-^-C, 

y 

wie  vorhin.  —  Nocli  etwas  einfacher  wird  er,  wenn  man 
=  /     und    —  -1-  =  (7 

r  y 

setzt; 

WO  nirr  noch  zwei  Coiistanteii  vorkommen. 

§.  41.  Aufgabe.  Di«  Ausdrücke  zweier  gerader  Linien  in 
einer  Ebeno  sind  gegeben: 

T)  A  +  xB  +  {a  +  bx)C, 

II)  A  +  yB  +  {a'+hy)0. 

Den  Ausdruck  für   den   Sehne idungspunct  der  Linien  uud  die   IJe- 
dingungsgleichung  für  ihren  Pai'allelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Da  durch  I)  jeder  Punct  der  einen,  rrud  durch 
n)  jeder  Punct  der  anderen  Linie  ausgedrückt  wird,  so  verlangt  die 
Angabe  nichts  anderes,  als  für  x  und  y  solche  Werthe  zu  finden, 
für  welche  der  durch  I)  ausgedrückte  Punct  mit  dem  durch  TT)  aus- 
gedrückten identisch  wird.  Fiii  diese  Werthe  von  x  und  y  müssen 
sich  aber  nach  §.  24,  a  verhalten: 

1  ■  x:  a+I>x^^   -y:  d+h'y. 
Hieraus  folgt 

X  =  y,     a-^hx  =  «'+  h'y 
und 
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Diesen  Werth  für  x   oder  y  in  I)   oder  II)   substituirt,    erhält  man 
den  gesuchten  Ausdi^uck  für  den  Schneidungspunct: 
(5  -^b'}A  —  {a~  a']  B  +  [a'h  —  ab')  C. 
Ist    die    Summe    der    Coefficienten    dieses    Ausdrucks   =^0,    so 
liegt    der   den   Linien   gemeinschaftliche   Punct   unendlich    entfernt, 
d.  h.   die   Linien  sind   sich   parallel.     Die  Bedingungsgleichung  für 
den  Parallelismns  der  Linien  I)  und  II)  ist  daher; 
b  —  b' —  a+  «'+  a'b-~~ab'=  0. 
Dieselbe  Relation  lässt  sich  auch  noch  folgenderweise  erhalten. 
Für  den  unendUch  entfernten  Punct  der  Linie  I)  ist: 

1  +x  +  a-\-bz  =  0, 
also 

'''■'-       1+6- 
Hierdurch  wird  der  unendlich  entfernte  Punct  selbst: 

1)  (t+i)A-(l+a)S  +  {a-i)a 

Eben  so  findet  sich  der  unendlich  entfernte  Punct  der  Linie  II) : 

2)  (l  +  J')jl_(l+„')B  +  (<,'_J')a 

Da  nun  zwei  ParaUellinien  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  in  einem  unendlich  entfernten  Puncte  sich  schneiden,  so  wird 
bei  stattfindendem  Pai'allelismus  der  Punct  1)  mit  dem  Puncte  2) 
ziisummcnzuf allen  und  mithin  sich  verhalten  müssen: 

l_i_ö  :  I+tt;  ß  — 5  =  14-6':  l+a':  ß'—ö'. 
Dies  gibt  die  Bedingungsgleichungen : 

1  4_ «        iJ^a'  ,       1  + «        1+ «' 

die  vinter  sich  und  mit  der  vorhin  geftindenen  identisch  sind. 

§.  42.  Aufgabe.  Es  sind  die  Ausdrücke  dreier  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  gegeben: 

A  +  xB  +  (a  +  bx)C, 

A  +  yB  +  {a-+b'y)0, 

A  +  sB-^{a"+  h"z)G. 

Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,   bei  welcher  sich  die  Linien  in 

einem  Puncte  schneiden. 

Auflösung.  Hierzu  ist  nöthig,  dass  die  gegebenen  Ausdrücke 
für  gewisse  Werthe  der  Veränderlichen  x,  y,  z  einen  und  denselben 
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Pimct  darstellen  können.    Für  diese  Weithe  muss  also  nach  §.  24,  a 

und 

a  +  bx  =  a'-^yp  =  a"+b"z. 
Eliniiniit  man  daraus  x,  y,  z,  so  kommt: 

a'h"--  d'b'+  d'h  ~ah"+  ah'—  «'5  =  0, 
als  die  gesuchte  Bedingungsgleiehung, 

§.  43.      Aufgabe^.     Die    Bedingungsgleichung    zu    finden,    bei 

welcher  drei  durch  ihre  Ausdrücke  gegebene  Puncto  einer  Ebene 

P=aA-\-hB  +G 

P'=  a'A  +  Ö'B  +  O 

P"=  a"A  +  h"B  +  C 

in  einer  Geraden  liegen. 

Auflösung.  Sollen  P,  P',  P"  in  einer  Geraden  enthalten 
sein,  so  muss  es  (§.  22,  r)  drei  solche  Verhältn isszahlen  k,  k',  k" 
geben,  dass 

^(ß4_  5  +  i)P-4-^'(„'-[-  ö'+  \)P'+k"{a"-ir  S"+  1)P"  =  0 
ist.     Setzt  man  hierein  P,  P' ,  P"  durch  A,  B,   C  .lusgedrückt,   und 
ordnet  gehörig,  so  kommt: 

{a7c  4-  a'k'+  d'¥)A  +  (ö^  +  5'^'+  h"K')B  +  [h  +  ä'+  M')  0=0. 
Da  nun  A,  B,   C  nicht  in  gerader  Linie  liegen,   so  muss  nach 
§.27 

ak  +  a'k'-\-c^'k"  =  0,       ÖA'  4-  ö7c'+  b"k"=  0,       4  +  k'+  M'=  0 
sein.     Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt; 

k-.K:  h"=  a'h"— ä'h' :  ci'b  —  ab":  ab'~a'b, 
und  liieraus  in  Verbindung  mit  der  dritten: 

a'b"—  d'b'+  d'h  —  a  5"+  a  b'—  dh  =  (i, 
als  die  gesuchte  Bedingungsgleichung. 

§.  44,  Ich  füge  noch  die  Ausdi-ücke  für  einige  spcciello  Lagen 
einer  geraden  Linie  gegen  das  Fundamentaldreieck  hinzu. 

Geht  die  Linie  durch  zwei  Fundaraentalpuncte  selbst,  z.  B.  dm-ch 
A  und  B,  so  ist  ihr  Ausdruck:  A-^vB,  der  möglich  einfachste. 

Geht  die  Linie  nur'  durch  einen  Fundamentalpunct,  z.  B.  A,  so 
sei  irgend  ein  anderer  in  ihr  Hegender  Punct 
=  aA  +  bB  +  cC: 
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Der  Aiisdruck  der  Linie  wird  alsdann  sein: 

vA  +  aA  +  lB  +  cC=iv  +  a)A-\-bB  +  cC, 
oder,   ■wenn  man  die  Veränderliche  e; -j- a  =  iC  setzt: 
xA  +  bS  +  oC. 

Ist  also  die  Veränderliclie  nnr  in  einem  der  drei  Coefficienten 
enthalten,  so  gehört  der  Ausdmck  einer  durch  diesen  Punct  gehen- 
den Geraden  an.  ■ —  Der  Pnnct,  in  welchem  diese  Gerade  die  Funda- 
mentallinie BG  schneidet,  ist  ^  bB-\-cC.  Für  um  selbst  ist  x  =  0, 
und  für  den  Punct  A,  re  =  oo. 

Läuft  die  Linie  mit  einer  der  Fundamentallinien  z.  B.  mit  BG 
parallel,  so  kann  man  sie  als  eine  solche  betrachten,  welche  BC  in 
dem  Puncte  B  —  C  schneidet.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer 
solchen  ist  daher; 

aA  +  bB  +  oG+x{B—G}, 
d.  i. 

aA  +  {b+  x)B  +  [c  —  x)  G. 

Eine  Parallele  mit  B  C,  welche  zugleich  durch  A  geht,  hat  den 
Ausdi'uck:  xA-\-B — G.  Eben  so  ist  der  Ausdruck  einer  Parallele 
mit  AG  dui-ch  B:  A~\~yB—  G.  Für  a;  =  1  geht  der  erstere,  und 
für  y  =  t  der  letztere  Ausdruck  in  A-\-B  —  C  über,  welches  mit- 
hin der  Durchschnitt  beider  Parallelen,  d.  h.  dei'jenige  Punct  ist, 
welcher  mit  -4,  C,  B  die  Spitzen  eines  Parallelogramms  bildet. 
Vergl.  §.  36. 


IL  Ausdrücke  gerader  Linien  im  Eaume  iiberliaiipt. 

§.  45.  Seien  wiederum  E  und  M'  irgend  zwei  Puncte  der 
Linie,  und  als  Puncte  des  Raumes  gedacht  und  auf  die  vier  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,  0,  D  bezogen: 

eE^  aA-\-bB  +  cG+dD, 
e'E'=  a'A  ^h'B  -\-  c'G+d'D, 
so  wird  der  Ausdruck  der  Linie: 

eE  +  i>e'E'=  («  +  a'v)  A  +  {b  +  b%)B  +  {c  +  c'v)  C^{d+  d'v]D, 
welches    daher    der    allgemeine  Ausdruck    einer   geraden    Linie    im 
Räume  ist. 

§.  46.  Zusätze,  a)  Im  Allgemeinen  schneidet  die  Linie  jede 
der  vier  Fundamental  ebenen ;  heissen  diese  Durchschnitte  mit  B  Gl), 
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CDA,  DAB,  ABC  resp.  Ä,  B',  C",  !>'.  Die  Ausdrücke  derselben 
ergeben  sich  aus  dem  der  Linie  auf  ähnliche  Art,  wie  §,  39,  a.  So 
muss  z.  B.  für  A',  als  einen  Punct  in  der  Ebene  BCD,  der  Coeffi- 
cient  von  A,  d.  i, 

folelich 


sein.  Diesen  Werth  von  v  in  den  übrigen  Coeffieienten  substituirt, 
und  zur  Abkürzung 

jSß'— j'c=<J,     bd'—b'd=£,     cd'—(!d==l 
gesetzt,  erhält  man; 

und  eben  so  )((i  +  e  —■a)B'=8C^sI>  —  aA 

2)  '\[ß^b~'C]C'=ßA^^B  —  V,D 

|(j,  +  £  -|-QZ>'=  yAArnB^tC. 

h]  Weil  die  vier  l'uncte  Ä,  B',  C,  D'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  muss  zmschen  je  dreien  derselben  besonders  eine  Gleichung  Statt 
haben.  Um  diejenige  zu  finden,  welche  zwischen  B' ,  C ,  B'  ob- 
waltet, multiplicire  maii  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2}  resp. 
mit  —  ^,  —  e,  8,  addire  sie  hierauf,  und  es  kommt : 

Da  aber  B' ,  C,  B'  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  und  der 
Fimdamentalpunct  A  im  Allgemeinen  ausserhalb  derselben  liegt,  so 
muss  nach  §.  27  der  Coefiicient  von  A 

^C-ß&  +  yd  =  S{y  +  s  +  K)-'C(S  +  e-a)-Eiß  +  ö~~C)  =  <i 

sein.  Diese  durch  geometrische  Betrachtung  erhaltene  Relation 
zwischen  a,  ß,  ...,  ^  bestätigt  sich  auch  durch  Rechnung.  Denn 
multiplicirt  man  von  den  zwei  aus  1)  sehr-  leicht  fliessenden  Glei- 
chungen 

aö  —  bß  +  ca  =  0, 

a'd  —  h'ß  +  c'a^  0, 

die  erste  mit  d',  die  zweite  mit  d,  und  zieht  hierauf  die  eine  von 
der  anderen  ab,  so  kommt,  mit  wiederholter  Anwendung  von  1), 
dasselbe  Resultat. 
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Es  ist  demnach: 

r{Ö  +  s-a)B'+  e{ß  +  ö  —  i:}C'=  ö{y  +  €  +  ^)D' 
und  eben  so 

^a  +  ß  +  y)A'+y{ß  +  S--Q0'=ß{y  +  8-i-C]D' 
y{S  +  e  —  a)B'+aly  +  s  +  ^)I>'^E{a  +  ß-\-y]A' 
ß{d  +  e~  a)B-+aiß  +  d  -  S)  C'=  d(ci  +  ß  +  y]A: 

c)  Um  den  Ausdruck  des  unendlich  entfernten  Punctes  der 
Linie  zu  erhalten,  hat  man,  wie  §.  39,  c,  im  Ausdrucke  der  Linie 
die  Siimme  der  Coefficienten  gleich  0  zu  setzen.     Dies  giebt 

a -\- h -{- c  -\- d 


a'+  !>'+  c'+  d'  ' 

und  hiermit  nach  gehöriger  Rediiction  den  Ausdruck  des  Punctes 
selbst: 

{cc-\-  ß  +  y)A  +  {d  +  8-a}B  —  (ß  +  ö ~t)C—{y  +  e  +  ^)D. 

Denselben  Ausdruck  bekommt  man  auch  durch  Entwickelung 
von  A' — B',  oder  A'—C",  u.  s.  ^v.,  wenn  man  dabei  die  identische 
Gleichung 

aC  +  yä  =  ße 

mit  zu  Hülfe  nimmt.  —  Am  kürzesten  endlich  gelangt  man  zu  dem 
Ausdrucke,  wenn  man  die  Gleichungen  2)  mit  den  Zeichen  +,  +, 
— ,  —  addirt,  und  hierauf  eine  ähnliche  Schlussart  wie  in  §.  39,  c 
anwendet. 

§.  47.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  im  ßaurae 
(§.  45)  lässt  sich,  älmlicherweise  wie  in  §.  40 ,  dadurch  vereinfachen, 
dass  man  statt  den  zwei  -willkürlich  in  der  Linie  genommeneu  Puncten 
E  und  E'  zwei  von  den  Durchschnitten  derselben  mit  den  vier 
Fundamentalebenen  zu  Grunde  legt.  So  kann  z.  B.  D',  als  ein  Punct 
der  Fundamentalebene  ABG,  ^fA  +  gB+O,  und  C",  als  ein 
Punct  der  Fundamentalebene  ABD,  ^fLi  +  g'B  +  D  gesetzt 
werden.     Hiernach  zieht  sich  der  Ausdruck  der  Linie  zusammen  in: 

Eben  so,  wie  bei  der  geraden  Linie  in  einer  Ebene  gezeigt 
wurde ,  kann  dieser  vereinfachte  Ausdruck  aus  dem  zusammenge- 
setzteren auch  durch  analytische  Umfonnungen  hergeleitet  werden. 
Da  aber  der  hier  zu  nehmende  Gang  dem  dortigen  ganz  ähnlich  ist, 
so  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 
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§-  48.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien  im 
Räume  sind  gegeben; 

(ax  +  a')A  +  {iix  +  h')B  +  xC  +  D 
{uy  +  u')A  +  {ßy  +  ß-)B  +  yC+D. 
Die  Bedingungsgleichungen    zu    finden,    wenn    die  Linien    in   einer 
Ebene  liegen,  und  darin  einander  parallel  sind. 

Auflösung.  Angenommen,  dass  die  zwei  Linien  sich  in  einem 
Puncte  begegnen,  so  müssen,  eben  für  diesen  Punct,  die  Veränder- 
liche X  im  ersten,  und  die  Veränderliche  y  im  zweiten  Ausdrucke 
solche  Werthe  erhalten  können,  dass  dadurch  die  zwei  AusdiTicke 
identisch  werden.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  nach  §.  26,  a 
die  Gleichungen: 

1}  ax-^d=ay  +  a', 

2)  bx  +  ¥=ßy  +  ß', 

3)  x  =  y. 
Eliminirt  man  daraus  x  und  y,   so  kommt; 


^) 


a'-u'        *■-/?'■ 
als  die  Bedingungsgleichung,  wenn  die  Linien   einen  Punct  gemein 
haben,  mag  dieser  unendhch  entfernt  sein  oder  nicht;  also  überhaupt, 
wenn  sich  die  Linien  in  einer  Ebene  befinden. 

Soll  nun  überdies  der  den  zwei  Linien  gemeinsame  Punct  un- 
endlich entfernt  hegen,  d.  h.  sollen  die  Linien  einander  parallel 
sein,  so  müssen  für  die  bestimmten  Werthe,  welche  x  und  y  für 
den  gemeinsamen  Punct  haben,  die  Summen  der  Coefficienten  in 
den  Ausdilicken  der  Linien  gleich  0,  also 

4)  («  +  5  +  l)ar  +  «'+5'+l  =ü, 

5)  [a  +  ß-\-i)y  +  a'-\-ß'+\  =0 

sein.  Man  hat  somit  fünf  Gleichungen  1)  ...  5),  welche  für  den 
Parallelismus  zugleich  bestehen  müssen,  von  denen  aber  jede  eine 
Polge  der  vier  anderen  ist,  so  dass  nach  Elimination  von  x  und  y 
aus  denselben  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  übrig 
bleiben.  Die  eine  dieser  Gleichungen  stellt  A)  vor.  Um  eine  zweite 
zu  erhalten,  eliminire  man  x  und  y  aus  3),  4),  5),  und  es  kommt: 
«  +  5  +  1  _  c^  +  ß+1 

A]  und  B]   sind  folghch   die  zum  Parallelismus   der  beiden  Linien 
erforderlichen  Be  dingungsgleichringc  n. 
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3  Geraden  und  Ebenen. 


III.  Ausdrucke  für  Ebenen. 

§,  49.     Die  Lage  einer  Ebene  wird  durch  irgend  drei  Puncte 

derselben  bestimmt,   die   nicht  in  gerader  Linie  liegen.     Seien  diese 

Puncte,  auf  die  Fundamentalpuncte  des  Raums  ^,  B,  C,  D  bezogen: 

eE  =  aA  -{-  hB  -»r  cC  +  dD 

e'E'=  a'A  +  h'B  +  c'C-|-  d'D 

e"E"=  d'A  +  h"B  +  o"C  +  d'D. 

Jeder  Punct  aber,  der  mit  E,  E',  E"  in  einer  Ebene  liegt,  hat  nach 

§.  24,  b  einen  Ausdruck  von  der  Form 

eE+e'vE'-\-e"wE", 
wo  D  und  w  alle  beliebigen  Werthe  haben  können,    Substituirt  man 
darin  die  Fiindamentalpuncte,  so  kommt: 

Dies  ist  also,  «  und  w  als  Veränderliche  genommen,  der  auf  die 
Fundamentalpuncte  bezogene  Ausdruck  jodos  Punctes  der  Ebene, 
oder  kürzer,  der  allgemeine  Ausdruck  der  Ebene  selbst. 


§.  50.  Zusätze,  a)  Im  Allgemeinen  wird  von  der  Ebene  jede 
der  sechs  Fundamentallinien  geschnitten.  Man  begreift  sogleich, 
daes,  um  den  Ausdruck  eines  solchen  Durchschnitts  zu  erhalten, 
man  in  dem  Ausdrucke  der  Ebene  v  und  w  so  zu  bestimmen  hat, 
dass  die  Coefficienten  der  beiden  Fundamentalpuncte,  durch  welche 
die  geschnittene  Fundamentallinie  nicht  geht,   gleich  NuU  werden. 

Um  dieses  auf  die  küi-zeste  Weise  zu  bewerkstelligen,  setze  man 
die  Coefficienten  der  vier  Fundamentalpuncte 
ia  +  a'v  4-  ö"w  =  p, 
\h  -\-h'v-^i"w=q, 


und  somit  den  Ausdruck  der  Ebene  selbst: 


Man  multipHcire   nun  die  vier  Gleichungen   1)  re 

addire  sie  hierauf  imd  setze: 

'aa  +  ßb  -(-yc  +  drf  =  0, 

ßa'+;56'+  -/c'-k-  öd'  =  0, 

■\-  ßb"+'yc"->r  Öd"=  0, 


ip.  mit  «,  ^,  f,  Ö, 
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SO  ist  auch 

3)  ap  +  ßg  +  yr-\-  6s  =  0 

eine  Gleicliui^  zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdrucks,  in 
■welcher  a,  ß,  y,  d  Zahlen  vorstellen,  deren  gegenseitiges  Verhältniss 
mittelst  der  Gleichungen  2)  aus  den  Constanten  des  Ausdrucks  ge- 
funden werden  kann*).  Diese  Gleichung  besteht  für  alle  beliebigen 
Werthe  der  Veränderlichen  v  und  w,  und  verti-itt  daher  in  Ver- 
hindung  mit  dem  Ausdrucke  11)  die  Stelle  des  Ausdmcks  I). 

Nach  dem  Obigen  sind  nun  für  den  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  AS  die  Coefficienten  von  C  und  D,  also  r  und  s,  gleich  0  zu 
setzen.     Hierdurch  wird 

aj?  +  ß^  =  (^, 
mithin 

2>:q=:ß:-.a, 

und  der  Ausdruck  des  Durchs  chnittspunctes 

=  pA  +  qB  =  ßA~aS. 
Eben   so    leicht   finden    sich    die  Ausdrücke    auch    für    die    übrigen 
Durchschnitte,  und  man  bekommt,  wenn  man  den  Durchschnitt  mit 
AB  durch  [AB],  den  mit  AC  durch  (AC),  a.  s.  w.  bezeichnet,  nach- 
stehende sechs  Gleichungen: 

{a  —  ß){AB)  =  aB~ßA,  {ß —  y)(BC]  =  ßC —  yB, 
{a  —  y){AC)  =aC  —  yA,  (ß -~ö){BD)  ^  ßD  —  SB, 
{a  —  ö)[AD)  =  aD—äA,         {y  —  ä){GD)  =  yD  —  §0. 


*|   Dies  p:eBi,hieht  im  tmtachitcii   filgandaigestalt.    ~   Man   addirc   die  Glei- 
ctungen  2],  nachdem  man  sie  ainor  lesp   mit  l,  1.',  k"  multiplieirt  hat,  und  setze 
zur  Beatimmung  dieser  neu  eingeführten  Hulftgroasen: 
cl.-\-c'}i'+e"l"  =  0, 
dk  +  d'k'-{-  d"k"  =  U , 

it{ah-'ra''k'+a"k"]  +  ß{bk-\-h'k'-\-l"k"]  =  0. 
Hieraus  folgt  weiter : 

k  :  k' :  k"=  o'ä" — c"d':<f'd  —  cd":  od' — e'd, 
a:  ß=\J>k  +  h'k'+  h"k")  ■.~[a}t,  +  a'M-^  d'y']. 
Suhstituirt  man  nun  in  letzterer  Proportion  die  Verhilltnisswerthe  von  k,  k',  k"  aus 
der  ersteren  und  setzt  aur  Abkürzung 

Ic'd"—  bc"ä'+h'c"d  —  h'cd"+  b"cd'—b"c'd=  ibcd}, 
die  eben  so  aus  c,  d,  «,  c',  d',  ...  zusamniengesetzte  Function  =  [cda),  u.  3.  w., 
ao  verhält  sieii 

a  :  ß  ==  [licd)  :  ~-  [cda] , 
und  überhaupt : 

a:  ß-.y.  &={bcd]  :  —  [cda]  :  [dab)  :  —  [abc). 
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b]  Aus  diesen  Gleichungen  ej^eben  sich  folgende,  zwischen  den 
Durchschnitten  selbst  stattfindende,  Relationen.  Zuerst  zwischen  je 
dreien,  die  in  einer  und  derselben  Fxindamentalebene  und  mithin 
in  gerader  Linie  liegen: 

(l-l)(^7))  +  (l-j)(^C)+(l-|)«7Z))  =  0, 

Da  ferner  alle  sechs  Durchschnitte  in  einer  Ebene  enthalten 
sind,  so  musa  auch  zwischen  je  vieren,  welche  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen,  eine  Gleichui^  bestehen.     Diese  Gleichungen  sind: 

(l-i)<-^'  +  (/-7)'-'+(7-|)'-'+(M)<^-'-»' 

und  eben  so  noch  zwei  andere, 

die  eine  zwischen  {AB},  (BD),  {CD],  (AC), 
die  andere  zwischen  {AC),  (BG),  {BD),  {AD). 

c)  Im  Allgemeinen  schneidet  die  Ebene  jede  der  vier  Funda- 
mentalebenen. Der  Ausdruck  einer  solchen  Durch schnittslinie,  z.  B. 
der  in  BOD  liegenden,  mrd  gefunden,  wenn  man  in  dem  Aus- 
drucke der  Ebene  den  Coefficienten  von  A, 

setzt,  und  mittelst  der  daduich  z^vischen  «  und  w  hervorgehenden 
Relation  die  eine  dieser  Veränderlichen  aus  den  Coefficienten  der 
drei  übrigen  Frrndamentalpuncte  eliminirt.  —  Noch  leichter  gelangt 
man  zum  Zweck  mit  Hülfe  des  Ausdrucks  II)  und  der  zugehör^en 
Gleichung  3),  die  sich,  für  p  =  0,  auf 

II*)  qB  +  rC+sD 

und 

3*)  ßq-{-yr  +  ös  =  0 

reduciren,  und  in  dieser  verküi-zten  Fonn  dem  Ausdrucke  einer  Ge- 
raden, der  Durchschnittslinie  mit  BOD  nämlich,  gleich  zu  achten 
sind.    Denn  eliminirt  man  s  mittelst  3*)  aus  II*),  und  nimmt  hierauf 
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zur  Veiiiiidei'liclien,  so  kommt: 

ÖB  +  6xG-^{ß  +  yx)D, 
derselbe  Ausdruck,    den    man    auch    durch  Verbindung    dei'  in   die 
Fmidamentalebene  BGD   fallenden  Durchschnittspuncte  [BD]    und 
{GD)  erhält. 

d]  Der  iinendlich  entfenate  Punct  dieser  Linie  ist: 

Eben  so  sind: 

[S-u)C  +  {a^,)D  +  {y-^S)A 
(„-ß)D+(ß-l)A  +  [S-a)B 

die  unendlich  entfernten  Puncto  der  Durchs ehnittslinien   der  Ebene 
mit  den  Fundamentalebenen  GDA,  HAB,  ABC. 

§■  51.  Auf  ähnliche  Ai't,  wie  in  §.  40  und  §.  47  bei  der  ge- 
raden Linie  geschah,  lässt  sieh  auch  der  allgemeine  Ausdruck  der 
Ebene  einfacher  darstellen,  indem  man  zu  den  drei  sie  bestimmenden 
Puncten  drei  von  den  sechs  Durchschnitten  mit  den  Fundamental- 
linien wählt.  Seien  diese  {AB),  (BD),  (OD),  so  kommt,  wenn  man 
dafür  ihre  Werthe  aus  §.  50,  a  nimmt,  sie  mit  den  Veränderlichen  x 
und  y  verbindet  luid  gehörig  ordnet: 

ÖA  +  äxB  +  8yG-[a  +  ßx  +  yy)C, 
oder  noch  einfacher,  wenn  man 

setzt : 

A  +  xB  +  yC+[f  +  gx^hy)D. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  analytischem  Wege  mit- 
telst des  Ausdrucks  11)   und  der  zugehörigen  Gleichung  3)   erhalten, 
wenn  man  aus  ersterem  mittelst  der  letzteren  s  ehminirt,   und  hier- 
auf q  :  p  und  r  :  p  zu  den  VeränderHchen  x  und  y  nimmt. 

§.  52.  Wenn  dn  dem  Ausdrucke  einer  Ebene  die  zwei  Ver- 
änderlichen solche  Werthe  erhalten,  dass  die  Summe  der  Coeffi- 
cienten  null  wird,  so  gilt  der  Ausdruck  für  einen  unendlich 
entfernten  Punct  der  Ebene.  Setzt  man  daher  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  0,  und  eliminirt  mittelst  dieser  Gleichung  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  so  bekommt  man  einen  Ausdruck, 
welcher  alle  unendlich  entfernten  Puncte  der  Ebene  in  sich  begreift. 
In    diesem  Ausdrucke    wird,    unabhäng^   von  der  darin  noch  vor- 
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kommenden  Veränderlichen,  die  Summe  der  Coefficienten  immer  miU 
sein,  so  dass  sowohl  der  von  der  Veränderlichen  freie  Theil  dieser 
Summe,  als  der  in  sie  multipUcirte ,  jeder  für'  aich  null  ist.  Ein 
solcher  Ausdruck  wird  daher  seiner  Form  nach  einer  geraden  Linie 
angehören,  welche  durch  zwei  unendHch  entfernte  Puncto  der  Ebene 
gelegt  ist,  oder,  wenn  man  wül,  er  wird  der  Ausdruck  einer  unend- 
lich entfernten  Geraden  sein,  von  der  sich  aber  eben  so  wenig  be- 
stimmen lässt,  nach  welcher  Gegend  der  Ebene  hin  sie  liegt,  als 
man  bei  dem  unendlich  entfernten  Puncte  in  einer  Geraden  die 
Seite  der  Geraden,  nach  welcher  er  liegt,  angeben  kann. 

Zur  Erläuterung  diene  der  im  vorigen  §.  gefundene  vereinfachte 
Ausdruck.     Die  Summe  seiner  Coefficienten  gleich  0  gesetzt,  giebt 
_d-a  +  {ö-ß)x 

Eliminirt  man  liiermit  y  in  dem  Ausdrucke,  so  kommt  nach  einer 
leichten  Reduction; 

der  Ausdruck  der  unendlich  entfernten  Linie  der  Ebene.  Die  in 
ihm  durch  die  Veränderliche  x  verbundenen  Puncte  sind  nach 
§.  50,  rf  die  unendlich  entfernten  in  den  Durchschnitten  der  Ebene 
mit  BCD  und  CBA.  Auf  ersteren  Punct  reducirt  sich  der  Aus- 
druck fiu-  :c  =  oo,  auf  letzteren  für  ä  ^  0.     Setzt  man  ferner 

d  —  a        ._ a  —  y 

^—  S  —  ß    ^^"  ß—y' 

80  ergehen  sich  die  Ausdrücke  der  unendhch  entfernten  Puncte  in 
den  Durchschnitten  mit  DAB  und  ABC. 

§.  53.    Aufgabe.   Die  Ausdrücke  zweier  Ebenen  sind  gegeben: 
1)  A  +  vB  +  wG+{a  +  hv~>rCw)D, 

II]  A  +  xBJryG-^  (ß'+  b'x+  o'y)D. 

Den  Ausdruck  ihrer  DurchschnittsUnie  und  die  Bedingungsglei- 
chungcn  zu  finden,  wenn  sie  sich  parallel  sind. 

Auflösung.     Für  einen   gemeinschaftlichen  Punct  der  beiden 
Ebenen  ist: 

1)  ^,  =  x, 

2)  w  =  y, 

3)  a  +  bv-{-cw  =  a'-\-  h'x  +  c'y\ 

mithin,   wenn  man  x  und  y  aus  diesen  drei  Gleichungen   eliminirt; 
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Dies  ist  demnach  die  Relation,  welche  zwischen  den  Veränder- 
lichen der  Ebene  I)  für  jeden  Pimct,  den  sie  mit  II)  gemein  hat, 
stattfindet.  Eliminirt  man  also  mittelst  dieser  Relation  aus  I)  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  z.  B,  w,  so  erhält  man  den  Aus- 
druck der  DurchschnittsHnie : 

{c^c')A  +  {o-c')vS-[a  —  a'+(b-b-)v]0 
__  \ac'^  a'c  -h  {bc'~  b'c)v]D. 
Findet  sich  in  diesem  Ausdrucke  die  Summe  der  Coefficienten, 
unabhäng^  von  v,  gleich  0,  so  ist  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftliche Linie  unendlich  entfernt,  d.  h.  die  Ebenen  sind  sich 
parallel.  Die  Bcdingungsgleichungen  für  den  Parallelismus  sind 
daher : 

0  —  c'—  a  -\-  a'—  ac'+  a'e  =  0 
c  —  c'—h-\-  h'—bc'-^  b'c  =  0. 
Ohne    vorher    den    Ausdruck    für    die    DurchschnittsHnie    ent- 
wickelt  zu   haben,    lassen    sich  diese  Gleichungen  auch  folgender- 
gestalt   leicht   finden.     Für    einen  unendlich    entfernten   Punct    der 
Ebene  I)  ist: 

der  Ebene  11)  ist: 

5)  ]  4,a'+(l-H5>-f(l+e')y  =  Ü. 

Sollen  sich  nun  die  Ebenen  pai-allel  sein,  so  müssen  aUe  ge- 
meinschaftlichen Puncte  derselben  unendlich  entfernt  liegen,  oder 
analytisch  ausgedrückt:  alle  Werthe  der  Veränderlichen  v,  w,  x,  y, 
welche  den  Gleichungen  1),  2),  3)  Genüge  leisten,  müssen  auch  die 
Gleichur^en  4),  5}  ei-füllen.  Da  aber  jede  dieser  fünf  Gleichungen 
eine  Folge  der  vier  übiigen  ist,  und  mithin  eine  derselben,  z.  B.  3), 
immer  unberücksicht^t  bleiben  kann,  so  muss,  wenn  man  aus  1), 
2)  und  5),  X  und  y  eliminirt,  nächst  4)  zugleich 

6}  I  4-  «'+  (1  +  i>  +  (1  +  c>  =  0 

sein,  ohne  dass  dadurch  v  und  «o  bestimmte  Werthe  erhalten.  Es 
müssen  folglich  die  Glcichui^en  4)  und  6)  nicht  zwei  verschiedene, 
sondern  eine  und  dieselbe  Relation  zwischen  v  und  w  darstellen, 
und  mithin  die  Coefficienten  der  einen  in  denselben  Verhältnissen 
zu  einander  stehen,  wie  die  der  anderen.     Dies  giebt: 

1  +a   _  i-\-b  _  1  +c 

1  +  a'  ~  1  +  i'^  1-Hc" 
welches   demnach  die  Bcdingungsgleichungen  füi'  den  Pai'allelismus 
:sind,  die  von  den  vorhin  gefundenen  sich  nur  der  Form  nach  unter- 
scheiden. 
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§.  54.  Aufgabe.  Die  Ausdriicke  einer  geraden  Linie  luitl 
einer  Ebene  sind  gegeben: 

{au  +  a')A  +  ißu  +  ß')B-]^uC-hD, 
A-\-vB  +  wC+(a  +  bv  +  ow)D. 
Den  Ansch-uck  für  ihren  Schneidungspunct,  so  wie  die  Bedingungs- 
gleicliungen  ihrer  Coincidenz  und  ihres  Parallelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Für  diejenigen  Werthe  der  Veränderlichen,  bei 
weichen  diese  Ausdmcke  einen  und  denselben  Punct  darstellen, 
mnss  sich  verhalten: 

au  +  ci' :  ßu  +  ß' :  u  \  1  =  1  ;  jj  :  w  :  ß  +  Sr  +  cw. 
Dies  giebt: 

(««  +  «>  =  ,3m +  /?',  (««  +  «>  =  «,  {«M  +  «')(«  +  i«  +  cw')  =  i; 

und  wenn  man  aus  diesen  dcei  Gleichungen  u  und  w  eliniinirt; 

1)  a{au  +  «')  +  Ö(,?M  +  (?')  +  CM  =  1, 
oder  nVs  =  m,  wenn  man 

«tt  +  S/S  +  c  =  ?i,    \—a(t  —  hß'^m 
setzt. 

Den  hieraus  entspringenden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke 
der  Geraden  substituirt,  erhält  man  den  der  Geraden  und  der  Ebene 
gemeinschaftliehen  Punct,  also  im  Allgemeinen  den  Durclischnitts- 
punct : 

(«m  4-  a'ii)A  -h  [ßm  +  ß'n)B  +  mC-\~nI}. 

Soll  die  Gerade  mit  der  Ebene  zusammenfallen,  soll  also  jeder 
Punct  der  ersteren  zugleich  ein  Punct  der  letzteren  sein,  so  muss 
für  jeden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke  der  Geraden  die  Gleichung 
1)  bestehen.     Es  muss  daher  sein: 

ßa  +  ö/S  +  c  =  0,         1  ^aa'—bß'=  0, 
die  Bedingungsgleichungen  für  die  Coincidenz,   wodurch,  was  man 
noch   bemerke,    in    dem   Ausdmclie    des    Durch schnittspunctes    die 
Coefiicienten  sämmtlicher  vier  Fundaraentalpuncte  null  werden. 

Ist  die  Gerade  der  Ebene  paraUel,  so  li^  der  ihnen  gemein- 
schafthche  Punct  unendlich  entfernt.  Es  muss  daher  für  diesen 
Fall  der  sich  aus  1)  ergebende  Werth  von  u  zugleich  der  Gleichung 

2)  au  +  (.'+  /J«  +  ^'+  M  +  1  =  0 

Genüge  leisten.  Die  Bedingungsgleichung  des  ParaUelismus  ist  folg- 
lich das  Eesultat  der  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen  1) 
und  2); 

aa'-^hß'—-\   _  «'+ 1^'+  1 

aa  +  hß+c~  u^ß  +  'i' 
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Der  Ijaryeentriaclie  Calcul.     Abschnitt  I. 


§.  55. 


§.  55.    Aufgabe.     Die  Ausilmcke  dreier  Ebenen  sind  gegeben; 
I]  A  +  tB  +  uC+{a  +  bt  +  cu)l> 

11)  A  +  ^^B  +  wC+{a'+b'v  +  c'm}I> 

in)  A-\~xB+>/G+a"+  b"x  +  c"y)D. 

Den  Alisdruck  ihres  Durchs chnitt spuii ctes ,   so  wie  die  Bedingungs- 
gleichungen für  die  dabei  möglichen  speciellen  FäUe  zu  finden. 

Auflösung.     Für   den  Puiict,    welchen    diese    drei    Ausdrücke 
gemeinschaftlich  darstellen,  muss  sein: 

=  «"4-  b"x  +  c"y. 


multiplicirt 


o  +  Sf  +  ct 

<  =  »'+*■»  + 

Man  setze  daher 

1) 

a+ht  +  cu 

io  ist  auch 

d-\-  b't  +  c'u  =  s, 

«"+  ö"(  +  c"u  =  s. 
Diese  drei   Gleichungen  resp.  mit  c'-~c",   c" — c, 
und  hierauf  addirt,  ergieht  sich,  wenn  man  noch 

J'c"—  5V+  ö"c  —  bc"  -+■  bc'—  b'c 
mit  [h<^,  und  die  ebenso  aus  c,  a,  c',  ,,.  und  a,  b,  a\  ...  gebildeten 
Functionen  mit  (aa)  \ind  (ah)  bezeichnet: 

und  auf  gleiche  Art 

{bc]ti  =  (ab). 
Die  hieraus  fliessenden  Werthe  für  t  und 
der  Ausdruck  des  Durchschnittspunctes : 

(So)^  +  (oo)S  +  («4)0+  [«(*«)  +  S(»«)  +»(««)]  ü. 
Man  bemerke  dabei,  dass,  wenn  man  die  Function 
ä{be)  +  Hc)  +  c{ai)  =  («So) 


I)  substitiiirt,  kommt 


setzt, 
und 


2) 
luch 


»■(Sc) +  4- (««)  +  . ■(,.»)  = 
»:'(*«) +  S><<)+o"(oS)  = 


Iahe) 
{aic) 


Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1),  wenn  man  darin 
für  t  und  u  die  gefundenen  Werthe  substituirt.  ■ — ■  Uebrigens  ist  die 
Function  {abc)  mit  der  in  §.  50,  a  Anmerkiing  eben  so  bezeich- 
neten dieselbe. 

Ist  nun  in  dem  Atisdrucke  des  Durchschnittspunctes  die  Summe 
der  Coefficienten 

3)      (1  +  «)(äo)  +  (1  +  b){ca)  +  (1  +  o)(o4)  =  0, 
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SO  liegt  dieser  Punct  unendlich  entfernt.  Im  Allgemeinen  sind  als- 
dann die  drei  Durchs chnlttslinien  der  Ebenen  mit  einander  parallel, 
so  dass  die  drei  Ebenen  ein  unendlich  langes  dreiseitiges  Prisma 
einschliessen. 

Es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  drei  Ebenen  sich  in  einer 
und  derselben  Geraden  schneiden,  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
die  Durchs chnittslinie  zweier  Ebenen  in  die  dritte  Ebene  fällt.  Sucht 
man  demnach  den  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  von  zweien  der 
Ebenen,  und  hierauf  den  Ausdruck  des  Punctes,  in  welchem  diese 
Linie  die  dritte  Ebene  schneidet,  so  muss  für  gegenwärtigen  Fall 
in  dem  letzteren  Ausdrucke,  d.  h,  in  dem  für  den  Durch  Schnitts - 
punct  aller  drei  Ebenen,  jeder  der  vier  Coefficienten  gleich  0  sein 
(§.  54).  Die  Bedingungsgleichungen,  imter  welchen  sich  die  drei 
Ebenen  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,   sind  demnach: 

von  denen  im  Allgemeinen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist, 
wie  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  2)  ei^ebt. 

Anmerkung.  Setzt  man  o  +  l  =a,,  b  +  \  =  b,,  c+l  =  c,,  a'+l  =  a'„ 
u.  e.  w.,  lind  bezeichnet  die  eben  so  aus  6,,  e,,  b',,  ...  zusammengesetzte 
Function,  als  es  (Sc)  aus  b,  c,  b',  ...  ist,  mit  (6,c,),  u.  s.  w.:  ao  sieht  man 
bald,  dass  (6,c,)  =  {bc),  (i!,o,)  =  (co),  [a,b.)  =  [ab).  Hierdurch  wird  die  Be- 
dingung sgleicbung  dafür,  daas  sieh  die  drei  Ebenen  in  Parallellinien  sehneiden: 

a,{b,i:,)  +  h,{e,a,)  +  c.{a,b,]=0, 
also  vermöge  der  ersten  Gleichung  in  2): 

(ö,i,e,)  =  0, 
wenn  man  die  aus  {«Sc)  gleicherweise  hervorgehende  Function  durch  la,b,c,] 
ausdiüekt.     Man  würde  dies  Resultat  unmittelbar  gefunden  haben,  hStte  man, 
ohne  torher  den  Durchschnittspunct  zu  suchen,   die  Summen  der  Coefficienten 
in  den  Ausdrücken  der  Ebenen  einzeln  gleißh  0  gesetzt. 

§.  56.  Den  Beschluss  dieses  Capitels  soll  eine  Zusammen- 
stellung von  Ausdmcken  machen,  welche  geraden  Linien  und  Ebenen 
in  emigen  besonderen  Lagen  gegen  die  Fundamentalpyramide  zu- 
kommen. Von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  wird  man  sich 
leicht  überzeugen,  wenn  man  jeden  derselben  in  den  von  der  oder 
den  Veränderlichen  freien  Theil  und  den  oder  die  damit  behafteten 
Theile  zerlegt,  und  hierauf  diese,  bei  Geraden  zwei,  bei  Ebenen 
drei  Theile  einzeln  betrachtet.  Vergl.  §.  44. 
I)  ÄusdiTick  einer  Geraden,  welche 

1)  die  gegenüberstehenden  Fundamenfalllnien  AB  und  OD 
schneidet : 

axA-\-xB  +  cC+D; 
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2)    die  FündameiitaUinie  AB    schneidet    und    mit   CD    parallel 
läuft: 

axA  +  xB—0+D; 

3]  durch  A  geht  und  mit. BCD  parallel  ist: 

ccA+bB—(l-hB)0-<rD; 
■l)  AB  schneidet  und  mit  BCD  parallel  ist: 
axA  +  {b  +  x)B-{l+b)C+l). 
II)  Ausdruck  einer  Ebene,  welche 

1)  durch  BC  gelegt  ist  und  mit  AD  pai-a31el  läuft: 

A  +  xB  +  yC—D- 

2)  durch  A  geht  imd  mit  BCD  parallel  ist: 

A  +  a;B  +  yC-~{x  +  y)D; 

3)  mit  AB  und  CD  parallel  ist: 

{a  +  x)A  —  ^B  +  yO  +  {l—y)D. 
Die  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  den  übrigen  Fundamental- 
tinien  sind: 

aA  +  C,  für  x=^0,  y  =  i;      aB  +  C,   für  x  =  —  a,  y  =  ]\ 
aA-\-D,  für  .x  =  d,  y  =  (}\      aB  +  D,  far  x  =  —  a,  y  =  0. 
Hiernach  ist  der  Ausdruck  einer  Geraden,  welche  in  einer  mit 
AB   und    CD    parallelen   Ebene    liegt    und    zugleich  AC   und  BD 
schneidet: 

axA  +  aB-'r^C-^D. 


Fünftes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  krummer  Linien  in  Ebenen. 


§.  57.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  eines  Pnnctes  in  einer  Ebene, 
pA-^-  qB  +  rC,  die  Coefficienten  p,  q,  r  beliebig  gegebene  Func- 
tionen einer  veränderlichen  Grösse  »  sind,  und  man  für  v  nach  und 
nach  alle  "Werthe  substituirt,  bei  welchen  die  Exponenten  der  Ver- 
hältnisse p  :  q  :  r  reell  bleiben,  so  werden  die  Puncte  aller  der  so- 
mit erhaltenen  Ausdrücke  construirt,  eine  Linie  in  der  Ebene  bilden, 
die  im  Allgemeinen  krumm,  und  nur  dann  gerade  sein  wird,  wenn, 
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wie  im  vorigen  Capitel,  die  Functionen  von  linearer  Form  sind,  oder 
doch  dnrcli  Umfonnung  darauf  gebracht  werden  können.  Heiase 
daher  der  Ausdruck  pA-\-  qB -{-rC  mit  der  Veränderlichen  v  der 
Ausdruck  der  Linie. 

§,  58.  Wir  wollen  uns  gegenwärtig  auf  die  Curven  beschränken, 
in  deren  Ausdrücken  die  Coefäcienten  rationale  Functionen  der 
Veränderlichen  sind.  Da  es  nun  bei  einem  Ausdrucke  nicht  auf  die 
absoluten  Werthe  seiner  Coefficienten ,  sondern  bloss  auf  die  g^en- 
seit%en  Verhältnisse  derselben  ankommt,  so  können  wir,  sollten 
der  eine,  oder  zwei,  oder  alle  drei  Coefficienten  gebrochene  Functio- 
nen sein,  dieselben  durch  Multiplication  mit  dem  Generalnenner 
immer  in  ganze  Functionen  verwandeln.  Wir  setzen  daher  nicht 
weniger  allgemein  als  vorhin,  dass  die  Coefficienten  ganze  ratio- 
nale Functionen  der  Veränderlichen  sein  sollen. 

§.  59.  Die  einfachsten  Curven  sind  hiernach  diejenigen,  in 
deren  Ausdrilcken  nächst  der  ersten  noch  die  zweite  Potenz  von  v 
vorkommt,  und  die  wir,  der  sonst  gewöhnlichen  Terminologie  ge- 
mäss, Linien  der  zweiten  Ordnung  nennen  wollen.  Ihr  allge- 
meiner Ausckuck  wii'd  sein; 

I)  (a  +  a'v  4-  «"«^)  A  +  {b  +  ¥i,  +  bV)B  +{c-i-cv  +  c"v)  O, 
vorausgesetzt,  dass  die  drei  Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen 
linearen  Factor  haben,  oder  durch  Einfühi-ung  einer  anderen  Ver- 
änderlichen auf  lineare  Fonn  gebracht  werden  können*). 

Mit  Ausnahme  dieser  beiden  Fälle  giebt  die  Construction  des 
Aiisdriicks  immer  eine  krumme  Linie. 

§.  60.  Um  jetzt  diese  Curven  näher  zu  untersuchen,  wollen 
wir  zueist  ihren  allgemeinen  Ausdruck  auf  einfachere  Fonnen  zu 
bringen  suchen 

Dieses  kann  erstlich  durch  Einführung  einer  anderen  Veränder- 
lichen geschehen 

Hierbei  snid  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich 
der  Coefficient,  bei  welchem  die  Vereinfachung  beginnen  soll,  in 
Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht. 

")  Das  erstere  fände  a.  B.  statt,  wenn  n  =  &  =  c  =  0.  Denn  alsdann  wäre 
V  ein  gemelnsohaftliohet  Factor,  und  naeli  Division  mit  demselben  wüiden  die 
Coeffteienten !  a'-ha"v,  S'+ 6"ü,  c'-\-(^'v,  welclie  nur  einer  Geraden  aukommen. 
Das  letztere  würde  unter  anderen  der  Fall  sein  für  «'=:  b'=  c't=  0,  wo,  u^r=  m 
gesetzt,  der  Ausdruck  sich  gleichfalls  in  den  für  eine  Gerade  verwandeln  würde. 
Moljin»  Werke  I.  6 
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Sei  daher  für  den  ersten  Fall  der  Coeffieiciit  von  A : 

«  +  «'„ +  «V=  (*"(«  +  »'](«'+ ^). 
Man  setze 

so  wird  er: 

1 
und   wenn  man  mit  d'tv''  dividirt ,   und  —  t=  x  setzt ; 

!  +  («  —  «>■ 
Man  nehme  jetzt 

zur  neuen  Veränderlichen,  und  man  sieht  bald,  dass  die  Coefficienten 
von  B  und  C,  nachdem  darin  die  Veränderlichen  w,  x,  y,  auf  die 
angezeigte  Weise  von  v  und  von  einander  abhängig,  der  Ueihe  nach 
eingeführt  worden,  zuletzt  als  trinomische  Functionen  von  y  hervor- 
gehen, und  folglich  nur  sechs  unbestimmte  Constanten  im  Ausdrucke 
noch  übr^  sein  werden.  Man  dividire  nun  den  Ausdruck  durch 
eine  der  beiden  von  y  freien  Constanten,  z.  B.  durch  diejenige, 
welche  in  dem  Coefficienten  von  B  vorkommt,  und  nehme,  y  durch 
diese  Constante  dividirt  gleich  z,  zur  neuen  Veränderlichen,  so  re- 
duciit  sich  der  Ausdruck  auf  nachstehende  Form; 

11)    Ä  ^  +  (J  +  /S'2  +  ß^z-")  j?  +  (j.  4-  j-'2  +  fz^)  0, 
wo  nur  noch  fünf  unbestimmte  Constanten  vorhanden  sind. 

Sei  zweitens  der  Coefficient  von  A  nicht  in  Factoren  zerlegbar-, 
so  dass  man 

a  +  a'v  +  a!V  =  »"[«=+  (a  +  v)^]  =  a"a^\  +  W) 
setzen  kann,  wo 

«,=  "'+'' 

eine  neue  Veränderliche  ist.  Führt  man  dieselbe  auch  in  den  beiden 
anderen  Coefficienten  ein,  und  dividirt  sodann  den  Ausdruck  durch 
ö"«*,  so  erhält  er  die  Form; 

{l  +  w^)A  +  {ff  +  ff'w  +  ffV)B  +  {A  +  h'w  +  h"w^)a 
um  jetzt  noch  eine   der  hier  vorkommenden   sechs  Constanten 
wegzuschafi'en,  setze  man 

_    1  —  dx 
d-\~x   ' 
wo  X  die  neue  Veränderliche,  und  d  eine  noch  zu  bestimmende  Con- 
stante ist.     Da  nun  immer 

^i^axr^(d+x)^={i  +  d^){i  +  x'), 
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SO  wird  der  Ausdruck,  nachdem  man  in  ihm  diese  Substitution  vor- 
genommen, und  hieraiif  mit 

multipÜcirt  hat; 

(1  +^^)A+{ß  +  ß'x  +  ß"-x^)  B^{y  +  Yx^  fx')  C, 
ein  Ausdi'uck,   dessen   sechs  Constanten  aus  denen  des  voi-igen  und 
aus   d  zusammengesetzt  sind.     Man   bestimme  nun  d  so,    dass   eine 
dieser  Constanten  einen  bestimmten  "Werth   erhalte.     So  findet  sich 
z.  B.  nach  gehöriger  Entwickelung : 

,y_  g'+2(g  — g'V  — ff'f/' 
P~ ]^d^ ■■ 

Man  kann  daher  (Zimmer  so  annehmen,  daas  /f'=  0  wird.  Hier- 
durch reducirt  sich  der  letztere  Ausdruck  auf: 

III)  (]  +x'']A  +  {ß  +  ß-'x'')  B  +  {y^yx  +  fx^]  0, 

wo  ebenfalls  nur  fünf  unbestimmte  Constanten  noch  übrig  sind. 

§.61.  Geringer  lässt  sich  auf  diesem  Wege  die  Anzahl  der 
Constanten  nicht  machen.  Wohl  aber  kann  man,  mit  Verzicht- 
leistung auf  die  Allgemeinheit  der  Lage  der  Curye  gegen  das  Funda- 
mentaldreieck, noch  einfachere  Ausdrücke  durch  Annahme  anderer 
Fundamentalp uncte  erhalten;  —  eben  so,  als  wie  der  Ausdruck  für 
eine  gerade  Linie  am  einfachsten  dadurch  wird,  dass  man  irgend 
zwei  in  der  Geraden  seihst  liegende  Puncte  zu  Fundamentalpuncten 
wählt.  ■ — ■  In  der  That  nehme  man  statt  A,  B,  O  drei  andere  Funda- 
mentalpuncte  A,,  B,,  C„  die  von  den  ersteren  dergestalt  abhängen, 
dass : 

a,A.^aA  +  hB  +  cC, 

h,B,^a'A  +!/B  +c'C, 

c,  C,  =  a"A  -f  h"B  -I-  t"C, 
so  geht  der  Ausdi-uck  I)  über  in  folgenden; 

IV)  a,A,+  b,vB,-^c,v^G„ 

oder  noch  einfacher,  wenn  man  ihn  mit  y-^  multiphcirt,  und  hierauf 

6,     ~  b,^ 

setzt: 

V)  aA,+  wB,+  w^C,. 

Aber  seihst  noch  diese  einzige  Constante  a  lässt  sich  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  und  anders  gewählte  Funda- 
mentalpiincte  entfernen.     Man  setze  in  dieser  Absicht  w  =  m  +  nx, 
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ivo  X  die  neue  Veränderliche,   und  m,  n  zwei  noch  zu  bestimmende 
Constanten  sind,  so  wird  der  Ausdmck: 

aA,-\-  {m  4-  ?ix}B,+  (w=+  2m}tx  +  n^x^)  0,, 
oder 

wenn  man  für  A,,  B,  zwei  andere  Fundamentalpuncte  A„,  B„  nimmt, 
so  dass 

aA,+  mS,H-  »«*C,  =  A„  und  nB,+  2mnC.  ^  B„. 
Man  bestimme  jetzt  m  und  n  so,  dass 

a  -^  m  ~\~  m^  =  li -i-  2mn  ^  n^. 
Alsdann  lässt  sich   der  letztere  Ausdfuck  hiermit  dividiren  und  ge- 
winnt die  möglichst  einfache  Gestalt: 

A„+xB„+x^G,. 
Es  findet  sich  aber  aus  jenen  Gleichungen 

n        -   y        ^       ,   m  —  ^  -^y         ^ 

Soll  demnach  diese  Umbildung  des  Ausdrucks  möglich  sein,  so  wii-d 
erfordert,  dass  R>--|. 

Ist  dagegen  ß<C^,  so  setae  man: 

Alsdann  wird 


Yi^-.^„.±iV/i 


und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf; 

—A..+  xB„-\-x^G,. 
Wenn    aber    endlich  « ^  ^,    so   ist   keine    von   beiden   Umfor- 
mungen  anwendbar,    indem   dann  w*  und   folglich   auch  die  beiden 
anderen  Coefficienten 

«-(-m-t-m^  und  n-\-2mn 
null  werden. 

Wir  sehen  hiei'aus,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Linien 
der  zweiten  Ordnung  immer  auf  eine  dieser  drei  Formen  gebracht 
werden  kann: 

VI)  A  +  xB  +  x^  C, 

VII)  —A  +  xB  +  x^C, 

VItT)  \A  +  xB  +  x^G, 

je  nachdem  nämlich  in   V)  «>-,   <C,   =-|,   folghch  in  I\'^)  4a,c,>, 
<[,  =5,^;  d.  h.  nachdem  die  zwei  Factoren  der  Coefficienten  summe 
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in  IV)  {a,-{-i,v  -\-c,v^),  folglich  auch  der  Co  effi  deuten  summe  in  I) 
(weil  beide  Auadriicke  einerlei  Summe  haben)  entweder  unmöglich, 
oder  möglich  und  ungleich,  oder  möglich  und  gleich  sind. 

§.  62.  Diesen  drei  verschiedenen  Fällen,  welche  bei  der  Coefli- 
cienteusumme  im  Ausdmcke  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
stattfinden  können,  entsprechen  nun  eben  so  viel  wesentlich  ver- 
schiedene Formen  dieser  Curven. 

1)  Da  im  Ausdmcke  VI)  die  Coefiicientensumme  keine  mög- 
lichen Factoren  hat,  mithin  für  keinen  möglichen  Werth  von  s: 
gleich  0  werden  kann,  so  kann  auch  die  zugehörige  Curve  keinen 
unendlich  entfernten  Punct  haben,  sondern  muss  auf  einen  end- 
lichen Raiim  beschränkt  sein. 

Um  die  Qeatalt  dieaec  Curve  und  ihre  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck 
noch  genauer  kennen  zu  lernen,  denke  man  sieh  x  von  — oo  durch  0  his 
+  CO  stetig  fortschreitend,  nenne  P  den  die  Curve  beschreih enden  Punct  und 
p,  q,  r,  wie  in  §.32,  die  Coefiicienteii  der  Fundamentalpunete ;  und  es  er- 
hellet Folgendes : 

Für  X  ^ —  CO  verschwinden  p  und  q 
gegen  r,  und  P  fällt  mit  C  Eusanunen.  In- 
dem hierauf  a;,  als  negative  Grösse,  von 
—  oo  bis  0  abnimmt,  sind  j)  und  r  positiv, 
q  negativ,  und  absolut  ^  + 1"  ]>  g  P  tritt 
folglich  \on  C  m  das  Feld  Cl  ind  geht 
dirin  fort  hv  A  no  mit  x  zugleich  u  d 
q  verschwinden  "W  ud  'iodii  n  r  po^it  v 
und  nimmt  zu  bis  +  oo  so  -iind  j  q 
immer  positiv  und  P  geht  1 1  dem  Felde 
Äse  von  i  bis  C  aui  ok  —  Zugle  oh  ist 
klar  dass  da  P  beim  Duiohgange  durcl 
4  und  C  auf  e  nerlei  Seite  der  F  u  da 
mentillimen.JP  loivohl  als  PC  bleiH  dit 
Cune  diese  Linien  in  A  nd  C  he  liliei 
wild      Sieht  Tib;  "  '■•'«■  '•■ 

2)  Im  iusdmcke  MI)  üt  die  (  jeffidenttnsumme  in  zwei  mög- 
liche Factoren  zerlegbar,  nämlich 

-]  +  x^x'=  [X  +  k){x  —  l), 
wo  k  =^  ^{V ^ -\- i) ,    l  =  ^[Vh  —  l).      Sie    wird    daher,    indem   x    von 
—  CO  zu  -H  oo  fortgeht,  zn  zweien  Malen  gleich  0,  für  x  =  —  k  und 
gleich   l.      Die  Curve   selbst  hat    folglich  zwei   unendlich   entfernte 
Puncte; 

—  A  —  kB  +  Ji?C  und  ~A-^IB  +  PC\ 
d.  h.  sie  erstreckt  sich  nach  zwei,  durch  diese  Ausdrücke  bestimmten 
Richtungen  in  das  Unendliche. 
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lueh  hier  den  Gang  der  Curve  näher  zu  erforschen, 
isa  die  Coeffteientensumme  positiv  ist 


,    und 


1  l  h 


so  bemeike  i) 


rück  im  Feldi 

von   welchem  er  ausgegangen 

S  C  berührt.  —  Siehe  Pig.  8. 


3  +  »■  >i' ;  negativ  von  i  =  —  l 
bis  0,  -wo  p  +  5  >  )■,  und  i  on  0  bis  ?,  n  o 
1*  >  S  +  '■•  —  leb  brauche  wohl  kaum  zu 
erinnern ,  dass  diese  Formeln  s\\  ischen 
p,  q,  r  in  demaelbon  absoluten  ^iiine,  wie 
die  Formeln  n)  und  III   in  6   J2  zu  nehmen 

Von  X  =  —  CO  bi«  —  Ä.  geht  dem- 
nach der  Punot  P  von  C  durch  C  in  das 
Unendliche  fort.  —  Er  eiBoheint  hierauf 
wieder  nach  entgegengesetzte!  Biohtung  in 
XS,  wo  er,  von  a^  =  —l.  bis  0,  bis  A 
sieh  bewegt.  —  Von  i  ^  0  bis  ?  tritt  ei 
von  A  in  A,  berührt  dibei  AB,  und  ver- 
liert sich  in  A  zum  zweiten  Male  in  dem 
Unendlichen.  —  Aus  dieiem  kehit  ei  au- 
und  gelangt  darin,  von  x  =  l  his  OO,  bis  zum  Punttc  C, 
und  wo   er   zugleich   die  Fundimeiitillinie 


bestimmten  Richtung 


Im  Ausdrucke  VIII)  ist  die  Summe  <Icr  Coefficienten  ^  (^  +  r]^, 
und  wird  daher  nur  einmal  gleich  0,   für  x  ^  —  ^.     Die  zugehoiige 
Curve  wird  sich  mithin  bloss  nach  der  emen,   durch  den  Ausdruck 
lA—lB  +  \C^A  —  2B+0 
i  Unendlicht  ci^itiefkcn 

In  der  Thit  geht  sie  ^on  3^  =  ~  CO 
bis  —  i  von  C  durch  CA  in  das  Un- 
endliche kehrt  abei  von  a-  =  — i  bis  0, 
m  demselben  Felde  wieder  zurück,  geht, 
4jS  berihiend  durch  4.  m  ABC  und 
dann  loi  *  =  0  bis  oo  bis  C,  S C  he- 
rihiei  1    z  rick  —  Siehe  Fig.  9. 

§    6^      Fl   ipnngt  m  die  Augen, 
dl?"   die   diLi  jetzt  betrachteten  Cur- 
^,.    ^  \  n    kerne    andeien     als    die   Ellipse, 

Ilypeibel  und  Piiibel  sind  dasa  folg- 
lich der  Ausdi'uck  I)  immer  einem  Kegelschnitte  oder  einer  Linie 
der  zweiten  Ordnimg,  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  angehört. 
Der  strenge  Beweis  dafür  wird  weiter  unten  (§.  130, 1)  folgen, 
Gegenwart^  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Lage 
dieser  Curven  gegen  das  Fundamentaldreieck. 

1)  Jeder  Coefficient  im  Ausdrucke  für  eine  solche  Curve  ist  im 
Allgemeinen  ein  Trinomium,  und  lässt   sieh  daher  entweder  in  z^vei 
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mögliche  Factoren  zerlegen,  odei'  niclit.  Sei  nun  z.  B.  der  Coeffi- 
cient  von  A 

also  zerlegbar,  wenn  a  und  a  mögliche  Grössen  bedeuten:  so  wird 
für  V  =  a  sowohl,  als  für  v  ^  a'  der  Coefficient  von  A  gleich  0, 
und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf  die  beiden  anderen  Funda- 
mentalpuncte  B  und  C,  also  auf  Ausdrücke  von  Pitacten  in  der 
FundamentalHnie  if  C,  d.  h,  die  Curve  wird  für  v  =  a  und  v  =  a' 
diese  Fundamentallinie  schneiden.  Ist  dagegen  der  Coefficient  von 
A  nicht  zerlegbar,  so  reducirt  sich  der  Ausdruck  für  keinen  Werth 
von  V  auf  B  und  O  allein,  und  die  Curve  schneidet  BG  nicht.  — 
Wenden  wir  das  Gesagte  eben  so  auf  die  Coefficienten  von  B  und 
C  an,  SO  folgt,  dass  jede  der  drei  Fundamentallinien  von  der  Curve 
entweder  in  zwei  Puncten  oder  in  keinem  geschnitten  wird. 

2)  Sind  die  zwei  Factoren  eines  Coef&cienten  nicht  nur  mög- 
lich, sondern  auch  gleich,  so  fallen  die  zwei  Schneidung spuncte  in 
einen  zusammen,  d.  h.  die  Curve  berührt  die  Fundamentallinie, 
welche  durch  die  beiden  anderen  Fundamontalpuncte  geht.  Wenn 
also  z,  B.  der  Coefficient  von  A  =  a"(c  —  o)*  ist,  so  wird,  für  v  ^  a, 
BC  eine  Tangente  der  Curve  sein. 

3)  Sind  die  Coefficienten  zweier  Fundamentalp uncte  in  mögliche 
Factoren  auflösbar,  rind  haben  sie  dabei  einen  Factor  gemein schaftr- 
lieh,  so  werden  durch  Nullsetzung  dieses  Factors  beide  Coefficienten 
zugleich  gleich  0,  und  der  Ausdruck  reducirt  sich  allein  auf  den 
dritten  Fundamentalpunct,    so  dass  dieser   ein  Punct  der  Curve   ist. 

§.  64.  Aus  diesen  Sätzen  flieast  leicht  die  allgemeine  Gültigkeit 
folgender  Ausdrücke  für  einige  besonders  merkwürdige  Verbindungen 
unserer  Cui-ven  mit  dem  Fundamentaldreieck. 

1)  Eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  diirch  die  drei 
Fundamentalpuncte  geht,  hat  den  Ausdmck: 

a{v-ß){v-y)A-^h{i>-r)(^-a)B  +  c(^-a)[v-ß)C. 
Durch  A  geht  die  Cm-ve  für  v  =  a,  durch  B  fax  v  ^=  ß,  und  durch 
C  für  ü  =  y. 

2)  Der  Ausdruck  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  die 
drei  Fundamentalseiten  beruhst,  ist; 

ai^-.aYA  +  blv^ßrB  +  c{v-yfa 
Die  drei  Berührungsp uncte  finden  sich,   indem  man  nach  und  nach 
V  :^  a,  ß,  y  setzt,  und  sind  daher  mit  der  Seite  BC: 
i{a-ß)'S  +  c{«-r)'C, 
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mit  der  Seite  CA : 

c[ß-yfG  +  a{ß~afA, 
mit  der  Seite  AB: 

a{y-aYA  +  Hy-ßfB. 
Mail  wird  leicht  wahrnehmen,   dass  diese   drei  Puncte  zugleich 
diejen^en  sind,  in  denen  die  dcei  Geraden  von  den  Spitzen  A,  B,  C 
nach  dem  P\incte 


gezogen  die  gegenüberstehenden  Seiten  BC,   CA,  AB  treffen.     Man 
erhält  somit  den  bekannten  schönen  Satz; 

Wird  um  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ein  Dreieck  beschrieben, 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden,  welche  die  Spitzen  des  Dreiecks 
mit  den  gegenüberliegenden  Berührungspunctm  verbinden,  in  einem 
Puncte. 

3)  Für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  die  zwei 
Fundamentalpuncte  A  und  C  geht  und  daselbst  die  Fundamental- 
seiten AB  und  CB  berilhrt,  ist  der  Ausdi-uck: 

„(,_„).^  +  S(,-„](, -,)/(  + „(,_,)•£■, 

Denn  für  v  ^  y  und  v  ^  a  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  A 
und  C,  so  dass  A  und  C  Puncte  der  Curve  sind.  In  diesen  berührt 
sie  aber  zugleich  die  Fundamentalseiten  AB  und  CB,  weil  die 
Coefficienten  von  C  und  A  Quadrate  sind. 

Jeder  dieser  drei  Ausdrücke  kann  dtirch  Einführung  einer  an- 
deren Veränderlichen  auf  einfachere  Formen  gebracht  werden.  Die 
Vereinfachung  der  beiden  ersteren  wird  in  der  Folge  gezeigt  werden. 
Um  den  diitten  einfacher  darzustellen,  darf  man  ihn  nur  mit  [» — «)' 

dividiren, zur  neuen  Veränderlichen  nehmen,   und  man  ge- 
wahrt bald,  dass  er  sich  dadurch  auf  die  Form  IV)  reducirt. 

§.  65.     Der  Ausdruck  IV)   bietet  uns   ein  sehr  leichtes  Mittel 
zur  Construction  dieser  Curven  dar. 
Man  setze 

aA-\-bvB  +  cv^C  =  P, 
wo   also  P  einen  beliebigen  Punct  der  CuiTe   vorstellt.     Man   setze 
ferner : 

bB  +  cC  =  gG  und  bB  +  cvC  =  xX 

aA-\-bB  =  hH  aA-^cvC=yY 

aA-\-hvB==zZ. 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt; 

aA  +  xX=bB  -+-  yY=hH+cvC 
hvB-lryY  =cvG+  sZ  =  aA  +  gvG. 
Mithin  ist  X  (Fig.  10)  der  Durchschnitt  von  SC  mit  AP,  Z  von 
AB  mit   C'P;  die  drei  Geraden  AX,   BY,    OH  schneiden  sich  in 
einem  Puncte 

^  ß^  +  «X  =  etc., 

welcher  R  heisse;  und  eben  so  AG,  BY,   GZ  in  einem  Puncte 

=  bnB  +  yY^  etc., 
welcher   Q  heisse,   d.  i.   der  Durchschnitt  von  AX  und    CH,   und 
der  Durchschnitt  von  A  G  und  CZ  liegen  mit  B  in  euicr  Geraden.  — 
Hieraus     ergiebt     sieh     folgende     Con- 
struction : 

Man  bestimme  m  BC  und  AB  die 
Puncte 

G  =  bB-hcC  lind  H=aA  +  hB, 
und  ziehe  die  Geraden  AG  und  CH. 
Man  lege  hierauf  durch  C  nach  belie- 
biger Richtung  eine  Gerade  CZ,  welche 
AG  ra.  Q  schneide,  ziehe  BQ,  welche 
CH   in    M    schneide,    und    ziehe    AR,  Fig.  lo, 

welche  CZ  in  P  schneide;   so  ist  P  ein 

Punct  der  Curve.    Dies  lässt  sich  auch  folgenderweise,  als  Theorem, 
darstellen. 

Wenn  um  drei  feste  Puncte  A,  B,  G,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  sich  drei  Gerade  AX,  BY,  CZ  hewegen,  dergestalt,  dass  der 
Durchschnitt  R  der  ersten  mit  der  zweiten  eine  durah  den  dritten  Panct 
gehende  Gerade  CH,  und  der  Durchschnitt  Q  der  zweiten  mit  der 
dntten  eine  durch  den  ersten  Punct  gehende  Gerade  AG  beschreibt, 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  P  der  ersten  mit  der  dritten  einen 
Kegelschnitt,  welcher  durch  den  ersten  und  dritten  Punct  geht,  und 
daselbst  die  von  diesen  Puncten  nach  dem  zweiten  Puncte  gezogenen 
Geraden  AB  und  BC  bei-ührt  [§.  64,  3). 

Anmeekung.  Der  Durohsehnitt  Pbewegt  sich,  auoli  dann  noct  in  einem 
Kegekehnitte,  wenn  die  von  den  Durchachüitten  JJ  und  Q  beschriebenen  Ge- 
raden nioht  durch  C  und  A  gehen,  sondern  irgend  eine  andere  Lage  haben. 
Unter  dieser  allgemeineren  Form  haben  den  Sata  die  Geometer  Maelaunin 
und  Braikenridge,  ivie  es  scheint,  jeder  für  sich,  entdeckt.  In  des  letz- 
teren Jüxereitafio  geometr.  de  descripfione  Unear.  airv.  ist  er  die  Pi-op.  1. 
Robert  Simson  berichtet,  in  der  Vorrede  zu  seinen  Secl.  von.,   diesen  Satz 
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^oiltngat  Ton  Macliui'in  mitgetheilt  erhalten  au  haben,  und  druckt  ihn  in 
der  Sprache  der  idteren  Geometrie  30  aus:  Si  a  tribas  punchs  datis,  qme  iwn 
sunt  m  lecto,  lin-ea  ducantar  ires  reotae  Uneae,  et  ipsarum  interseotiones  duae 
iangant  rectal  posittone  datas;  iaiiffet  reliq!4a  infersectto  scetionem  < 
posihoiie  dalam 


§  00  Wie  Linien  in  Ebenen  nach  den  ihnen  zugehörigen 
Ausdrücken  in  Ordnungen  eingetheÜt  werden  können,  geht  schon 
aus  der  zu  Anfange  dieses  Capitels  gegebenen  Erklärung  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  hinlänglich  hervor.  Angenoiamen,  dasa 
jeder  der  di-ei  Coefficieiiten  eine  ganze  rationale  Function  der  Ver- 
änderlichen ist,  dass  die  Coefficienten  nicht  einen  ihnen  allen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben,  und  dass  die  höchste  im  Ausdrucke 
vorkommende  Potenz  der  Veränderlichen  diu-ch  Einführung  einer 
anderen  Veränderlichen  auf  keinen  uiediigeren  Grad  gebracht  werden 
kann;  so  werde  eine  Linie  der  mten  Ordnung  beigezählt,  wenn 
die  im  Ausdrucke  vorkommende  Veränderliche  bis  auf  den  «ten 
Gri-ad  steigt.  Hiernach  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine 
Gerade  in  §.  38  zugleich  der  allgemeine  für  die  Linien  der  ersten 
Ordn\ing.  Der  Ausdruck  I)  in  §.  59  war  der  allgemeine  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung.  Bei  den  Linien  der  dritten  Ordnung 
wird  die  allgemeine  Fonn  der  Coefficienten; 

§.  67.  Der  Vortheil,  welchen  die  gewöhnliche  Eintheilung  der 
Linien  in  Ordnungen,  nach  den  ihnen  zukommenden  Gleichungen 
zwischen  Abscissen  und  Ordinaten,  gewährt,  dass  nämlich  die  Ord- 
nung einer  Linie  von  den  Aenderungen  der  Axen  des  Coordinaten- 
systems  ganz  unabhäng^  ist,  derselbe  Vortheil  findet  auch  hier  statt, 
indem  bei  jedweder  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  die  Ord- 
nung der  Linie  doch  immer  dieselbe  bleibt.  Denn  um  eine  Linie, 
welche  in  Beziehung  auf  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C  gegeben 
ist,  auf  beliebige  andere  Fundamentalpuncte  Ä,,  B,,  C,  bezogen  dar- 
zustellen, hat  man  nur  in  dem  Ausdrucke  der  Linie  für  A,  B,  C 
Ausdrücke  von  der  Fonn 

a,A,+  b,B,+  c,C, 
zu  suhstituiren ,  wo  a,,  b,,  c,  beständige  Grössen  sind.     Vergl.  §.  35, 

§■  68.  In  dem  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  n'w.n  Ordnung 
lässt  sich  jeder  der  drei  Coefficienten,   z.  B.  der  Cocfficieiit  von   C, 
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in  höchstens  n  versühiedene  lineare  und  reelle  Factoren  auflösen, 
kann  also  für  höchstens  n  verschiedene  Werthe  der  Veränderlichen 
null  werden.  Für  diese  n  Werthe  der  Veränderlichen  reducirt  sich 
der  Ausdruck  auf  die  heiden  anderen  Fundamentalpuncte  A  und  B 
allein,  d.  i.  auf  Puncte  der  CuiTe  in  der  Fundamentallinie  AB. 
Eine  Linie  der  raten  Ordnui^  kann  mithin  keine  der  Fundamental- 
linien in  mehr  als  höchstens  n  Puncten  schneiden.  Da  nun  durch 
Veränderung  der  Fundamentalpuncte  jede  andere  in  der  Ebene  der 
Curve  liegende  Gerade  zu  einer  Fundamentallinic  gemacht  werden 
kann,  diu-ch  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  aber  die  Ordnung 
der  Curve  nicht  geändert  vrird,  so  folgt,  dass  die  Zahl  der  Puncte, 
in  denen  eine  Curve  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  nicht 
grösser  sein  kann,  als  die  ZaU  der  Ordnung,  zu  welcher  die  Curve 
gehört, 

§.  69.  Die  Anzahl  der  Constanten,  welche  in  einem  Coeffi- 
cienten  des  allgemeinen  Ausdrucks  einer  Linie  von  der  Isten,  2ten, 
3ten,  . . .,  jiten  Ordnung  vorkommen,  ist  ^=  2,  3,  4,  . . .,  n -\-  1; 
und  daher  die  Anzahl  der  Constanten  in  allen  drei  Coefficienten 
=  6,  9,  12,  ...,  3?i  +  3,  So  lange  man  diese  3«  +  3  Constanten  in 
dem  allgemeinen  Ausdi-ucke  einer  Linie  der  «ten  Ordnung  unbe- 
stimmt lässt,  bleibt  auch  die  Linie  hinsichtlich  ihrer  Gestalt,  Grösse 
und  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck  unbestimmt.  Ohne  aber 
diese  Unbestimmtlieit  in  etwas  zn  mindern,  kaim  man  immer  durch 
Einführung  einer  neuen  Veränderliclien  die  Zahl  der  unbestimmten 
Constanten  um  4  geringer  machen,  —  So  wui'den  die  6  Constanten 
in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  gerade  Linie  (§.  38)  auf  2 
{§.  40),  und  die  9  Constanten  bei  den  Linien  der  zweiten  Ordnung 
(§.  59)  auf  5  herabgebracht  [§.  60).  —  Um  jetzt  die  Allgemeinheit 
dieses  Satzes  darzuthun,  substituire  man  in  dem  allgemeinen  Aus- 
drucke von  der  «ten  Ordnung 

{a  +  a'v^  ..  +  d^)v^)A  +  {b  +  ..^h(^)v^)B  +  (o+  ..  +  o<^-^)v«)C, 

- — ^^^  für  V,  wo  z  die  neue  Veränderliche,  und  C,  «,  &  noch  zu 
«  +  5- 

bestimmende  Constanten  sind,  multiplicire  den  Ausdruck,  um  ihn  von 

den  Brüchen  zu  befreien,   mit  [x-\'&)^,   und  ordne  hierauf  die  drei 

Coefficienten    nach    den    Potenzen    von  x.     Man    wird    somit   einen 

Ausdruck  von  derselben  Foi-m  wie  vorhin  erhalten: 

(„  +  «'^  +  ..  +  «(»)x»)^  +  (^  +  ,.  +  ßi«)x^)B  +  (}-  +  -■  +  y<'''*)C, 

in  welchem  die  3» +  3  Constanten  a,  a',  ..,  «W,  ß,  ..,  (^W,  /,  ..,  yW 

bekannte  Functionen    der   3w  +  3    vorigen  a,   a',  ....,  cW  und    der 
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drei  neuen  t,  r/,  &  sind.  Man  dividire  nun  den  solchergestalt  um- 
geänderten Ansdrack  durch  eine  seiner  Constanten,  z.  B.  durch  a, 
so  kommt  an  die  Stelle  von  a  die  Einheit,  die  ^n-\-2  übrigen  werden 
die  vorigen  durch  a  dividirt,  und  man  kann  jetzt  die  drei  von  der 
Gestalt  und  Lage  der  Ciu-ve  ganz  iinabhängigen  Grössen  t,  jj,  &  so 
bestimmen,  dass  eben  so  viel  der  3m +  2  iibr^en  Constanten  be- 
stimmte numerische  Werthe  erhalten,  folglich  nur  3re — 1  unbe- 
stimmte   Constauten   noch   übrig   bleiben;    —    nicht   noch   weniger, 

tx  +  n 
■weü  in  der  für  die  Veränderliche  u  aemachten  Svibstitution   ^— -  -^  ■ 

nicht  mehr  als  drei  willkürliclie  Constanten  eine  Stelle  finden 
können. 

§.  70,  Hiermit  lässt  sich  zugleich  die  Frage  beantworten;  Wie- 
viel nach  Belieben  genommener  Puncte  gegeben  sein  müssen,  damit 
eine  durch  sie  beschriebene  Linie  der  ?iten  Ordnung  vollkommen 
bestimmt  sei.     Soll  nämlich  der  Funct 

in  der  Linie 

{a  +  (z'x+..)A  +  (ß  +  ß'x  H-  . ,)  ß  +  (;/  -I-  y'x  +  . .)  C 
liegen,  so  hat  man  nach  §,  24-,  a  die  zwei  Gleichungen: 
a-lrcc-x  +  ..  _  ß  +  ß'xJr--  _  r  +  ^'^  +  ■  ■ 
■      /  </  l^  ' 

aus  denen,  nach  Elimination  von  x,  die  dazu  nöthige  Relation 
zwischen  den  Constanten  im  Ausdrucke  der  Linie  und  den  Coefii- 
cienten  im  Ausdmcke  des  Punctes  hervorgeht.  Eben  so  ergiebt  sich 
für  jeden  neuen  Punct,  durch  den  die  Linie  gehen  soU,  eine  neue 
Relation  dieser  Art.  Da  nun  im  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie 
der  wten  Ordnung  die  Anzahl  der  Constanten  immer  auf  3k  —  1 
gebracht  werden  kann,  zux  Bestimmung  von  Zn  —  1  Grössen  aber 
eben  so  viel  Gleichungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich  sind, 
so  folgt,  dass  durch  3ra — 1  willkührlich  genommene  Puncte  im 
Allgemeinen  immer  eine  und  nicht  mehr  als  eine  Linie  der  f?ten 
Ordnung  beschrieben  werden  kann. 

Eine  Linie  der  eisten  Ordnung  ist  demnach  durch  2  Puncte, 
der  zweiten  durch  5,  der  dritten  durch  8,  der  vierten  durch  11, 
u.  s.  w.  vollkommen  bestimmt. 

Nur  also  bei  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  stimmt  in  dieser 
Hinsicht  die  neue  Eintheilung  der  Linien  in  Ordnungen  mit  der 
bisher  bekannten  Eintheilung  überein.  Denn  bei  letzterer  ist  eine 
Linie    der    dritten   Ordnung    erst    durch    9  Puncte,    eine  Linie    der 
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vierteil    Ordnung  erst  durch   14  Puncte,   und  überhaupt  eine   Linie 
der  raten  Ordnung  durch  ^»(w  +  3)  Puncto  bestimmt,  also  durch 

^^[«  +  3)_(3«^1}  =  .^(«  _!)[«- 2) 
Puncte  mehr,  als  bei  der  neuen  Eintheilung,  ein  Unterschied,  der 
nur  f ür  «  =  1  und  w  =  2  verschwindet.  Der  Grund  dieses  Unter- 
schieds Hegt  darin,  dass,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  zwar 
jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung  eine 
Gleichung  von  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht,  aber  nicht 
umgekehrt  jede  Gleichung  von  einer  höheren  Ordnung,  als  der 
zweiten,  in  einen  Ausdruck  mit  rationalen  Coefficienten  umgewandelt 
werden  kann. 

§.71.  Die  Art  und  Weise,  nach  welcher  wir  (§.  61)  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  bloss  durch 
Einführung  anderer  Fundamentalpuncte  auf  eine  sehr  einfache  Form 
zurückbrachten,  lasst  sich  auch  bei  Ausdmcken  für  Linien  höherer 
Ordnungen  anwenden,  nur  dass  dann  die  Zahl  der  festen  Puncte, 
auf  welche  der  bewegliche,  die  Cui-ve  beschreibende  Punct  bezogen 
wird,  bei  jeder  höheren  Ordnung  um  eins  sich  vermehrt.  Verfährt 
man  nämlich,  wie  dort,  auch  bei  den  höheren  Potenzen  von  v  und 
setat: 

a"'A  +  h"'B  +  o"C  =  d,D„ 

a""A  +  b""B  +  c""C  =e.E,, 
u.  s,  w.,   so   wird  der  aUgenieine  Ausdruck   einer  Linie   der  di-itten 
Ordnung : 

a,A,  +  ?>,vB,  +  c.v^'C,  +  (WD,; 
der  vierten  Ordnung: 

a,A,  +  b,vB,  -+-o,v^C',  +  d,t'''D.  +  e,&^E.; 

Diese  höchst  einfachen  Ausdrücke  sind  insbesondere  von  Nutzen, 
um  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens,  nach  welchem  in  §.  65  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  constrnirt  wurden,  Linien  jeder  höheren 
Ordnung  zu  beschreiben.  —  Seien  A,  B,  C,  V,  E,  ...  (Fig.  11)  die 
in  dem  zu  constrnircnden  Ausdrucke 

aA+bi}B  +  cv^O  +  dv'V  +  eK*E+  ... 
enthaltenen  Puncte.    Man  ziehe  die  Geraden  AB,  BC,   CD,  DE,  ..., 
und  nehme  daiin  die  Puncte: 

aA  +  hB,     bB  +  eC,     cC+dD,     dD  +  eB, 
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[  ferner  B'  ein  beliebiger  Punet  der  Geraden  AB,   den  man 

—  aA-V-hvB 
0  lässt  sich  hieraus  nach  §.  65  in  5  C  der  Punct 

C  =  hB-irevC 
bestimmen,    ^  Es   war  nämlich  in 
Fig.  10: 

H^aA  +  bB,   G~hB  +  cG 
und  iLus  der  Geraden  CZ,   welche 
AB  in 

Z^aA+hvB 
traf,    wurde    durch    blosses    Ziehen 
gerader  Linien  die  Gerade  A  X  ge- 
funden, welche  der  BC  im  Pnncte 
F^g.n.         ^  X  =  bB  +  cvG 

begegnete.  —  Auf  eben  die  Art 
lässt  sich  nun  mittelst  dieses  Puiictes,  welcher  in  Fig.  11  C"  heisst, 
und  mit  Hülfe  der  Pnncte  hB-frcC  und  cG  +  dD,  in  GD  der 
Punct 

n'^cG+dvD 
finden;  und  so  hann  man  weiter  zu  den  Puncten 

E'=  dD  +  evB,    F',  ... 
fortgehen. 

Hiernach  ist  nun: 
aA  -{-  hvB  -^ cv^C  =  [a  -^r  bv]B''ir  ev^C  =  aA  +-  v{b  +  cv)G- , 
folglich  ^   dem  Durchschnitt  der  Geraden  B'C  und  AG',   welcher 
C"  heisse; 

aA-^-bvB^-cv'-C+dv^D 
=  („  +  5«  +  ct^)  C"+  dv'D  =  {a  +  hv)B'+  v^c  +  dv)T>', 

folglich  ^  dem  Durchschnitt  der  Geraden  C"D  und  B'D\   welcher 
D"  heisse.     Eben  so  erhält  man  ferner 

aA  +  bvB  +  cv^G+dv^D  +  ei>^E 
als  den  Durchschnitt  E"  der  Geraden  D"E  und  C"E'; 

aA  +  bvB+..+/v'F 
als  den  Durchschnitt  F"  der  Geraden  E"F  und  D"F';  u.  s.  w. 

Nachdem  also  die  Pnncte  .-4,  B,  G,  ...,  aA  +  bB,  hB-\-cG,  ... 
bestimmt,  und  somit  die  in  den  Ausdrücken  vorkommenden  Con- 
etanten   constniirt  sind,   kann  man  für  alle  Puncte  B'  der  Geraden 
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aA  -i-  bvB,    und  mithin  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen   ;;   die 
entsprechenden  Puncte  C",  D",  ...  in  den  Linien  höherer  Ordnungen 

aA  +  ..  +  cv^O,    aA+...  +  dvW,  ... 
durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  finden. 


Sechstes  Capitel. 


Von  der  Berührung,  den  merkwürdigen  Puncten 
und  unendlichen  Aesten  krummer  Linien  in  Ebenen. 


§.  72,  Alle  in  diesem  Capitel  enthaltenen  Unterauchnngen  haben 
die  Lösung  folgender  Au%ahe  zum  Zweck: 

Für  einen  gegebenen  Punct  einer  gegebenen  Curve  eine  an- 
dere einfachere  Cui-ve  oder  gerade  Linie  zu  finden,  welche  der 
ersteren  bei  dem  gegebenen  Puncte  so  nahe  als  möglich  kommt, 
um  somit  aus  der  Beschaffenheit  der  einfacheren  Cnrve  an  jener 
Stelle  und  ihrer  Lage  gegen  die  gegebene  Cui-ve,  die  Bcschaifen- 
heit  der  gegebenen  daselbst  kennen  zu  lernen. 

Je  wichtiger  diese  Untersuchungen  in  der  Theorie  der  Curven 
sind,  um  so  weniger  dürfte  es  übei-flüssig  sein,  zu  zeigen,  wie  auch 
hierbei  der  neue  Calcul  in  Anwendung  gebracht  werden  kann. 

§.  73.     Sei  demnach 

pA  +  qB-IrrC 
der  gegebene  Ausdruck  einer  Linie  in  einer  Ebene,  alsd  p,  q,  r  ge- 
gebene Functionen  einer  Veränderhchen  v.  Für  denjenigen  Punct 
der  Linie,  bei  welchem  ihr  Gang  untersucht  werden  soU,  habe  v 
den  bestimmten  Werth  v'.  Demzufolge  substituii'e  man  für  v,  v'+  x, 
so  dass  X  die  Veränderliche  abgiebt,  imd  es  wird: 
d?p' 

■  2dV^ 

^£_ 

■  2du'= 

^d?""-^2d7^ 


=  /+^ 


=  ?'+ 


^ 


^  +  -. 


^  +  1 


■=  +  , 
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WO  p' ,  q' ,  r'  dieselben  Functionen  von  v'  bezeichnen,  welclie  p,  q,  r 
von  V  sind. 

Naehdem  man  nun  für  p,  q,  r  diese  Reihen  in  dem  Äiisdrucke 
siibstitnirt  hat.  ordne  man  ihn  nach  den  Potenzen  von  x,  und  setze 
sodann : 


,,,,.,        da  d^a 

a  =  p  +  q  +  r,     6  =  ^,     c-2d7^,  ... 

Hierdurch  erliält  der  Ausdruck  die  Foim  einer  Reihe: 

(iV)  a%  +  US&+  ca:^  e  +  ba:^©  +  . . ., 

welche  aus  J^  +  l  Gliedern  bestehen  wird,  wenn  die  Luiic  zur  ?iten 
Ordnung  gehört. 

Das  erste  Glied,  a3l  ^  9(,  ist  nichts  anderes,  als  der  in  Betrach- 
tung genommene  Punct  der  Curve  selbst,  indem  für  diesen  u  :=  «' 
und  mithin  »  =  0  ist.  Je  kleiner  man  x  nimmt,  desto  näher  wird 
folglich  der  durch  die  Reihe  ausgedrückte  Punct  dem  Puncto  9i 
liegen.  Desto  geringer  wird  aber  zugleich  der  Einüuss  der  mit 
höheren  Potenzen  von  x  behafteten  Glieder  auf  die  Bestimmung 
eines  solchen  Punctes  sein,  so  dass  mit  Weglassung  dieser  Glieder 
man  Ausdrücke  für  andere  einfachere  Linien  erhält,  welche  bei  S[ 
der  Crrrve  [N)  möglichst  nahe  kommen  werden. 

§.  74.     Man  bilde    hiernach   durch  Zusammennähme    der  zwei, 
drei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  der  Reihe  die  Ausdrücke: 
1)  flSi+SarS 

II)  a^  +  hx^ +  1x^(1, 

lU)  a%  +  hx^  +  ca^^S  +  bfl:'^), 

u.  s.  w.,   wo   die  vorgesetzten    Zahlen   zugleich    die  Ordnungen    der 
dadurch  ausgedruckten  Linien  bezeichnen. 

Seien  nun  für  einen  unendlich  kleineu  Werth  von  x,  welcher  t 
heisee,  die  demselben  in  den  Linien  I],  II),  III),  ...  entsprechenden 
Puncto  W,  e',  X>',  ...  (Fig.  12),  also: 

'^'=an  +  1ii^  +  ci^li  +  hi^ti,  u,  s.w. 
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Hieraus  folgt: 


1  Linien  in  Ebenen. 


•Z)'=  {a  +  U  +  ct^](i'+hi'D, 
u.  e,  w,,   oder  küraer,   weil  es  immer  nui  auf  das  gegenseitige  Ver- 
hältniss  der  Coefficienteii  ankommt,  und  *'  unendlich  klein  ist: 
^'=a^  +  im,  ls'=aiS'4-C4''e,  ®'=  aS'+ bi^^D,  ... 
Eben  so   findet  sich,  wenn  für   »  = - 
III),  ...   zugehörigen  Puncte  mit  S3„   i 

i3,=  a'ä  —  ii^,  (S.,=  a^,-\-ci^(&,  2),=  a@,— bj'S),  ... 
"Wie  sich  durch  Auflösung  dieser  Formeln   in  Proportionen   ergiebt 
(§.  21),  liegen  folglich 


'  die  in  den  Linien  I),  11), 
®,,   ...  bezeichnet  werden: 


1)  iß'  und  ©,  in  der  Geraden  3133  dem  'Jt  unendlich  nahe,  aber 
auf  entgegengesetj;ten  Seiten  dieses  Punctes; 

2)  g'  und  @,  in  den  Geraden  ©'@  und  ^,S  von  S'  und  iS,  um 
ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  zu- 
gleich nach  S  hin  oder  von  S  abwärts,  also  immer  auf  einerlei  Seite 
der  Linie  SÖ,2tS5'  oder  I); 

3)  ©'  und  2),  in  den  Geraden  S'®  und  S,®,  von  ß'  und  d,  um 
ein  Ünendlichkleinee  der  dritten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  der 
eine  Punct  nach  3!)  hin,  der  andere  von  35  abwacts,  also  beide  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Linie  2,2(1'  oder  II);  u.  s.  w. 


§.  75.  Lehnaatz.  "Wenn  von  drei  Puncten  A,  M,  N  der 
Punct  M  von  A  um  ein  Unendlichkleines  der  ersten  Ordnung  und 
N  von  M  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  oder  dritten,  vierten 
etc.  Ordnung  absteht,  so  ist  auch  N  von  A  um  ein  Unendlichkleines 
der  ersten  Ordnung  entfernt:  und  wenn  zugleich  die  Winkel  AMN 
luid  ANM  von  endhcher  Grösse  sind,  so  lassen  sich  AM  und  AN 
als   die  Elemente   zweier  Curven  beü'achten,   zwischen  denen   in   A 
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eine  Berührung  von  der  ersten   oder  zweiten,   dritten  etc.  Ordnung 
stattfindet. 

Allgemeine! :  Bedeuten  ni  und  n  zwei  positive  ganze  Zahlen,  und 
ist  AM  von  der  mten,  MN  von  der  {m  -\-  wjten  Ordnung,  so  ist  auch 
AJ^  von  der  witeu  Ordnung,  und,  unter  derselben  Voraussetzung, 
dass  AMN,  ANM  endliche  Winkel  sind,  ist  die  Berührung  der 
beiden  Curven,  welche  AM  und  AN  zu  Elementen  haben,   ■ —  der 

Analogie  nach  — ■  von  der  — ten  Ordnung. 


§.  76.  Mit  Hülfe  dieses  Satzes,  der,  wenn  auch  noch  nicht  so 
avisgedriickt,  doch  Jedem,  welcher  die  abgekürzte  Sprache  der  höheren 
Änalysis  versteht,  sogleich  einleuchten  wird,  zeigt  sich  nun  Folgendes: 

1)  Die  Abstände  StS',  SIS',  31®',  ...,  %^,,  Std,,  31®,,  ...  sind 
von  der  ersten  Ordnung;  äö'g',  S'®',  ...,  ffl,@,,  S,®,,  ...  von  der 
zweiten;  lä'®',  ...,  IS,®,.  ...  von  der  dritten;  u.  s.  w. 

2}  Da  zugleich  die  gegenseitigen  Neigungen  der  Geraden  2(®, 
3tS,  31®,  ...  als  endlich  zu  betrachten  sind,  so  berühren  sich  sämmt- 
liche  Linien  I),  II),  ID),  ..,,  (N)  m  31;  und  zwar  ist  die  Berührung 
der  Linie  I)  mit  jeder  der  übrigen  11),  DI),  .,.,  [N)  von  der  ersten 
Ordnung;  die  Bemhrung  der  Linie  II)  mit  III),  ...,  [A^)  von  der 
zweiten;  die  Berührung  der  Linie  Ell}  mit  jeder  der  folgenden  von 
der  dritten  Ordnung;  u.  s.  w. 

3)  Bei  jeder  dieser  Linien  fallen  die  der  Berührung  unmittelbar 
vorangehenden  und  folgenden  Theile  auf  entgegengesetzte  Seiten 
jeder  Geraden,  welche  durch  Sl  geht  und  gegen  31iS  eine  endliche 
Neigung  hat,  oder,  —  wie  wie  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  —  auf 
entgegengesetzte  Seiten  des  Punctes  SC. 

4)  Alle  Linien  D),  ID),  ....  (N)  sind  in  der  Nähe  von  31  auf 
einerlei  Seite  der  Linie  I)  enthalten.  Eben  so  hat  III)  alle  folgenden 
Linien  auf  einerlei  Seite  von  sich  liegen;  und  so  fort  jede  Linie  von 
höherer  ungerader  Ordnung.  Dagegen  wird  jede  Linie  von  gerader 
Ordnung,  wie  II},  von  allen  folgenden  in  3i  durchgangen,  wobei 
aber  ebenfalls  diejenigen  Theile  der  fönenden  Linien,  welche  mit 
einander  auf  einerlei  Seite  von  31  liegen,  auch  auf  einer  und  der- 
selben Seite  von  II)  befindlich  sind. 

§.  77.  Von  jetzt  an  soll  uns  bloss  die  Linie  I)  oder  die  gerad- 
linige Tangente  noch  beschäftigen,    Sie  hat  den  Ausdruck:  a3(-|- t^S. 

Substituii-t  man  darin  für  «31  rmd  6.33  aus  §.  73  ihre  "Werthe, 
80  kommt: 
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(/+  g.)  A+{i+  J{r»)S  +  ('■■+ 1^.«)  C, 

als   allgemeiner  Ausdruck  der   geradlinigen  Tai^ente   an   die   Cui"ve 

pA^qB  +  'rC 
in  dem  Puncto,  für  welchen  y  =  v'  ist. 
Wenn 

d/       dY    ,     d^_Q 

also  6  =  0,  so  ist  ©  ein  unendlich  entfernter  Punct,  und  die  Tan- 
gente ist  eine  Linie  durch  31,  pai-allel  mit  der  durch  S  bestimmten 
Richtung,  also  construirhar,  obwohl  die  einzelnen  Puncte  derselben 
nicht  durch  den  Ausdruck  ü%-\-bx^,  sondern  mit  Hülfe  des  auf 
A,  B,  O  zurückgebrachten  gefunden  werden  können.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Ausdmcken  berühi'ender  Linien  höherer  Ordnungen. 
Ist  z,  B.  in  dem  Ausdrucke 

aSt  +  iar^  +  e^'e 
eine  der  Summen  der  Differentialquotienten,  welche  Ij  und  c  vor- 
stellen, gleich  0,  oder  sind  es  beide  Summen  zugleich,  und  folglich 
die  Puncte  Sß  und  S  unendlich  entfernt,  so  ist  demungeachtet  eine 
berührende  Linie  der  zweiten  Ordnung  vorhanden.  Allein  um  solche 
zu  construiren ,  muss  man  den  Ausdruck  zuvor  auf  A,  B,  C  be- 
ziehen. —  In  dem  Falle ,  wo  n  =  0  und  mithin  %  unendlich  ent- 
fernt ist,  geht  die  Tangente  in  eine  Asymptote  über,  wovon  später 
mit  Mehreiem  die  Rede  sein  wird,  — 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  von  den  drei  Differentialquotienten, 
welche  eine  der  Summen  6,  c,  ...  bilden,  jeder  einzeln  gleich  0  ist; 
z.  B. 

de  d«;  av 

Denn  alsdann  ist  das  zugehörige  Glied  6at35  als  gar  nicht  vorhan- 
handen  zu  betrachten.  Nur  das  erste  Glied  a%  kann  auf  diese  Weise 
nicht  wegfallen,  indem,  wenn  p' ,  q' ,  r'  zugleich  gleich  0  sein  sollten, 
jeder  der  drei  Coefficienten  p,  q,  r  den  Factor  v  —  ■o'  enthalten 
müsste,  was  der  in  §.  66  gemachten  Annahme  entgegen  ist. 

§.  78.  Die  Berührung  einer  Cui-ve  mit  einer  Geraden  ist  im 
Allgemeinen  von  der  ersten  Ordnung,  kann  aber  an  besonderen 
Stellen  der  ersteren  auch  von  einer  anderen  Ordnung  sein.  Der- 
gleichen Stellen.,  oder  sogenannte  merkwürdige  Puncte,  kommen 
vor,   wenn  in  dem  Anfange  der  Reihe  [N]    ein  oder  etliche  Glieder, 
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aSt  immer  ausgenommen,  auf  die  eben  gedaclite  Art  wegfalleii;  so 
dass  daa  wirklich  vorhandene  dritte  Glied  eine  höhere  Potenz  von  x, 
als  die  zweite,  enthält,  mag  in  dem  vorhandenen  zweiten  Gliede, 
entweder  die  erste  Potenz  wie  gewöhnlich,  oder  ebenfalls  eine  höhere 
angetroffen  werden. 

Fehle  z.B.  das  Glied  ca:^iä,  sei  also  der  Anfang  der  Eeihe; 

{N)  a5l  +  ß3^©  +  b3:^®  +  --- 

Mit  Anwendung  der  in  §.  74   gebrauchten  Bezeichnung  findet   sich: 

Die  Puncto  !©',  ®,  liegen  daher  von  den  Puncten  S',  iß,  der  Linie 
ätS    oder    der    geradlinigen  Tangente    nur   um    ein    Unendlichkleines 
der  dritten  Ordnung  entfernt  und  auf  ent- 
^  gegengesetzten  Seiten  dieser  Linie  (Pig.  13), 

Die  durch  die  di'ei  ersten  Gheder  von  {N) 
ausgedrückte  CuiTe  jD,91!©'  durchgeht  also 
in  S  die  Tangente,  hat  folglich  daselbst 
einen  Wendungspunct,  und  die  Berüh- 
rung ist  von  der  zweiten  Ordnung  (§.  75). 
Dasselbe  wird  aber  auch  von  der  Curve  {N) 
selbst  gelten,  als  welche  sieh  bei  SC  nur  um 
ein  Unendlichkleines  einer  noch  höheren 
Ordnung  von  !D,3[®'  entfer-nt. 

§.  "9-    Nehmen  wir  jetat  an,  dass  das  Ghed  iix^  wegfalle,  und 
mithin  der  Anfang  der  Reihe : 

(AO  a3t  +  ca:^  S  +  ba:»  2)  +  . . . 

sei.     Alsdann  wird  für  ein  unendHch  kleines  x: 

(5'=aä[-l-c«*@,  5D'=olS'-}-b«=X), 
(5.,=  aSl  4-  i^^,  *S,=  fl6,—  tj'S). 
Die  Puncto  IS',  S,  fallen  daher  in  einen  zusammen,  der  in  der  Ge- 
raden 3CS  von  3t  um  ein  Unendhchkleines  der  zweiten  Ordnung  ab- 
steht, und  von  welchem  die  Punete  ®',  35,,  der  eine  nach  jD  hin, 
der  andere  von  3^1  abwärts,  um  ein  ünendlichkleines  der  di'itten 
Ordnung  entfernt  sind  (Fig.  14).  Hier  ist  also  3t  E  die  Tangente  der 
Curve  ®,9l®'  und  mithin  auch  der  Curve  (iV)  in  31,  die  Berühi-ung 
aber  von  der  Ordnung^,  und  so  beschaffen,  dass  die  der  Berühnrng 
unmittelbar  vorangehenden  und  folgenden  Theile  auf  einerlei  Seite 
des  Punctes  3t  und  auf  |entge gengesetzten   der  Tangente  3t  ß   liegen. 
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Spitze  oder  Rückkehr- 


§.  80.     Fehle  wiederum  das  Glied  6,^iö   und  zugleich  noch  das 
Glied  ba:^33,  beginne  ako  die  ßeihe  mit 
(jY)       aat4-ca;*S  +  e3^'@+... 

Hier  geben  die  drei  ersten  Glieder, 
x^  ^=  y  gesetzt,  den  Ausdruck  für  eine  Linie 
der  zweiten  Ordnung ,  welche  die  Gerade 
3(ß  im  Puncte  31  berührt,  aber  von  ä[  nur 
nach  einer  Seite  zri  fuitgeht  weil  y  nicht 
negativ  werden  kann  Aus  demselben  Grunde 
würde  auch  die  Cur\e  (A)  va.'^l  unteibiochen 
sein,  wenn  die  folgenden  Ghedei  ihies  Aus- 
drucks nur  gerade  Potenzen  von  i.  enthielten.  Sie  würde  dann  aber 
durch  die  Substitution  von  i/  fii  x  auf  die  Ordnung  ^n  sich  redu- 
ciren  lassen,  was  dem  §  66  entgegen  ist  Sei  demnach  das  auf  tx*^ 
zunächst  folgende  Glied  mit  ungeiidei  Potenz,  fa^^g,  wii'klich  vor- 
handen, so  wird,  wenn  man  m  dem  hisher^en  Sinne  auch  die 
Buchstaben  ©  und  5  accentuiit 


Es  sind  demnach  (Pig.  15)  9[ß',  in  SIS,  von  der  zweiten  und 
ß'<£',  in  S'@,  von  der  vierten  Ordnung;  tS'55'  aher  und  S'g,,  von  S' 
nach  entgegengesetzten  Seiten  in  (S%  lie- 
gend, von  der  fünften  Ordnung;  woraus 
weiter  folgt,  dass  %'  und  %,  auf  einerlei 
Seite  von  9tS,  und  von  S'  um  ein  Un- 
endlichkleines der  vierten  Ordnung  ent^ 
femt  sind.  Die  dem  31  zunächst  voran- 
gehenden und  folgenden  Theile  der  Cui-ve 
g,31g'  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite  so-  s'ig- 15. 

wohl  des  Punctes  31,  als  der  Geraden  3[@, 

welche  letztere  zugleich  die  Tangente  ist  und  mit  jedem  der  beiden 
Theile  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  bildet.  Es  hat  daher 
die  Curve  3,2tj5'i  "^nd  folglich  auch  die  Curve  (iV),  in  %  eine  Spitze 
der  zweiten  Art. 

iZwischen  den  beiden  Zweigen  älj^'  ii^id  StSo  welche  sich  zu 
dieser  Spitze  vereinigen,  geht  die  Linie  der  zweiten  Ordnung  21  @' 
hindurch,  und  die  Berührung  deraelben  mit  jedem  der  beiden  Zweige 
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lind  folglich  auch  die  gegenseitige  Berührung  der  Zweige  ist  von 
der  Ordnung  -|. 

§.81,     Seien  jetzt  allgemein  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe: 

wo  ff,  h,  zwei  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  imd  y  <C  ä  ;  so  erhellet 
auf  dieselbe  Weise,  nach  der  wir  bei  den  bisherigen  speciellen  Fällen 
zu  Werke  gingen,  Folgendes: 

1)  Die  Curve  (iV)  wu-d  in  91  von  der  Geraden  %%  bemhrt. 

2)  Die  dem  %.  zunächst  vorangehenden  und  folgenden  Theile 
der  Curve  Hegen  auf  einerlei  Seite  dieses  Punctes  (wie  Fig.  14  und  15}, 
oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  desselben  (wie  Fig.  12  und  13),  je 
nachdem  g  gerade  oder  ungerade  ist.  Sie  liegen  ferner  auf  einerlei 
Seite  der  Tangente  Si®  (wie  Fig.  12  und  15),  oder  auf  entgegen- 
gesetzten (wie  Fig,  13  und  14),  nachdem  h  gerade  oder  ungerade  ist. 

3)  Die   Berülu-ung    der    Curve    mit  %.%    ist    von    der    Ordnung 

A_,. 

9 

§.  82.  Es  sind  aber  diese  Regeln  über  das  Vorhandensein  und 
die  Beschaffenheit  merkwürdiger  Puncte  nur  unter  der  bis  jetzt  still- 
schweigend gemachten  Voraussetzung  richtig,  dass  von  den  drei 
ersten ,  wirklich  vorhandenen  Puneten  der  Reihe  keiner  mit  dem 
andern  identisch  ist,  und  dass  dieselben  nicht  in  einer  Geraden 
liegen.  Denn  ist  z.  B.  @  mit  ät  identisch,  so  rcducirt  sich  der  An- 
fang der  Reihe  auf: 

indem  man  es  gegenwärt^  nur  mit  unendlich  kleinen  Werthen  der 
Veränderlichen  zu  thun  hat,  für  solche  aber  %x^  gegen  a  ver- 
schwindet. Oder  ist  §  mit  ®  identisch,  so  wird  aus  demselben 
Grunde  der  Anfang: 

a9i  +  (gj^a -)- :^a;'')®  =  a?l -h  g^i'®. 
Liegt  aber  §  mit  2t  und  ®  in  einer  Geraden,  so  sei 

S§  =  a'ai  +  s'®, 
und  der  Anfang  der  Reihe  wird: 

der  sich  wie  vorhin  auf  aS  -|-  ga^i*®  reducirt.  In  jedem  dieser  Fälle 
fliessen  also  die  drei  ersten  Glieder  in  zwei  zusammen,  und  man  ist 
genöthigt,  in  der  Reihe  noch  weiter  fortzugehen,  und  von  den  nächst- 
folgenden Gliedern  dasjenige  als   drittes   zu  nehmen,    dessen  Punct 
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weder  mit  einem  der  beiden  ersten  Puncte,  äl  und  ®  oder  §,  zu- 
sammenfällt, noch  mit  denselben  in  einer  Geraden  liegt. 

Zugleich  ist  hieraus  ersichtlich,  wie  es  merkwürdige  Puncte 
auch  geben  kann,  ohne  dasa  ein  oder  ethche  Gheder  im  Anfang  der 
Reihe  ausfallen.  So  findet  der  Wendungspunct  in  §.  78  au(;h  dann 
statt,  wenn  31,  S,  S  in  emei  Geraden  Hegen;  die  Spitze  der  ersten 
Art  in  §.  79  auch  dann,  wenn  31  und  iß  identisch  sind;  die  Spitze 
der  zweiten  Ai't  in  §.  80,  wenn  %  und  3  identisch,  und  %  (S,  ®  in 
einer  Geraden  liegen*).     Denn  überhaupt  wird  man 

als  Anfang  der  Reihe  zu  nehmen  haben,  wenn  unter  den  auf  31 
folgenden  Puncten,  ®  der  erste,  mit  %  nicht  identische  ist,  und 
iinter  den  auf  @  fo%enden,  §  ^^^  ^i^ste  ist,  der  weder  mit  9i  oder 
®  identisch  ist,  noch  mit  %  und  ®  in  einer  Geraden  hegt. 


§.  8'S.  Hiermit  glaube  ich,  die  Hauptumstände  bei  der  Be- 
rührung krummer  Linien  und  das  Vorzüglichste  von  der  Beschaffen- 
heit ihrer  merkwürdigen  Puncte  auseinandergesetzt  zu  haben.  Es 
sei  mir  aber  erlaubt,  dieselben  Gegenstände  noch  auf  eine  andere 
Weise  zu  behandeln,  die,  wenn  sie  auch  etwas  mehr  Zurüstung  er- 
fordert, doch  den  Vorzi^  einer  grösseren  Anschaulichkeit  besitzt, 
und  insbesondere  über  die  Natur  der  merkwürdigen  Puncte  ein 
helleres  Licht  verbreitet.  Auch  wird  diese  andere  Darstellungsai-t, 
über  die  bisher  noch  nicht  erwähnten  Puncte,  in  denen  sich  zwei 
oder  mehrere  Aeste  der  Cui-ve  schneiden,  und  welche  man  doppelte, 
dreifiiche,   etc.  Puncte  nennt.   Einiges  zu  sagen,   Gelegenheit  geben. 

Ich  gehe  hierbei  von  folgender  Erklärung  der  Berührung  aus. 


*j  Nimmt  man  aus  §.  73  die  Ausdrücke  der  Punete  K,  33,  S,  5D,  auf  A,  S,  C 
bezogen,  so  lassen  sicli,  mit  Hülfe  der  §§,  43  und  24,  a,  diese  Bedmgungen  fo^ender- 
weiae  durcii  Gleiciiungen  darstellen. 

Die  Curve  j)^  + j£4-!-C  hat  für  u  =  u'  einen  "Wendungspunct,  wenn  für 
diesen  "Werth  von  v 


dV(sdr 


rdq)  +  A^^trAp^pAr]  +  d^rlpiq—  qäp]  =  ü; 


jdr  =  rd^  und  rdy  =  pdr, 
(folglich  auch  pAq  =  gd^i);   eine  Spitze  der  zweiten  Alt,  w 
5dr  =  rdg,  i'dp  =  pd^ 
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Wenn  zwei  Linien  sich  in  zwei,  drei,  vier,  etc.  Puncten  schnei- 
den, und  die  eine,  oder  beide  Linien  zugleich,  dergestalt  geändert 
werden,  dass  die  Schneidui^spimcte  einander  immer  näher  rücken, 
so  sagt  man  im  Augenblicke  des  Zusammenfallen s  dei^selben,  dass 
zwischen  den  Linien  eine  Berührung  von  der  ersten,  zweiten,  dritten, 
etc.  Ordniing  stattfinde. 

§.  84.  Werde  nun  statt  des  Ausdrucks  [N]  in  §.  73  zunächst 
folgender  in  Betracht  gezogen: 

(iV*)     a%  +  bx&  +  C3;(x~i}i^  +  hx(x  —  i){x  —  i'}^ 
+  e^{x  —  i)(x~-i'nx-i")<&  +  ..., 
wo  i,  i',  i",  ...  endliche,  constante  Grössen  bedeuten,  die  man,   um 
etwas  Gewisses  zu  setzen,  positiv  und  *'<;«'<  i"<C  ...  annehme, 

Heissen  femer  die  Puncte  der  Curve,  in  denen  die  Veränder- 
hche  X  diesen  Grössen  der  Reihe  nach  gleich  wird,  resp.  W,  1", 
W",  ...  (Fig.  16),  80  dass  folglich 

2i"=  aS(  -i-  ts'iB  +  t{i'—i)(^, 


Man  nehme  jetzt,  wie  in  §.  74,  von  dem  Ausdrucke  (iV*)  nach 
und  nach  die  zwei,  di^ei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  zusammen  uud 
bilde  die  Ausdrücke: 

I«)    a^  +  U^, 
II*)    aat  +  6^i8  +  c«(«  — «jg, 

ni*)     a^J^-bx^  +  cx(x  —  i)H  +  i!x:lx  —  i}{x  —  i-)tl, 
u.  s.  w.,  die  nach  den  beigesetzten  Zahlen  Linien  der  ei-sten,  zweiten, 
dritten,  etc.  Ordnung  angehören  werden. 

Nun  reducirt  sich  der  Ausdruck  I*)  für  a^  :=  0  und  gleich  i,  auf 
31  und  %,';  der  Ausdruck  ü*)  für  x  :=  0,  i  und  i',  auf  3t,  2t',  5t";  der 
Ausdruck  III*)  für  x  =  d,  i,  i',  i"  auf  %,  %',  3t",  W";  u.  s.  w.  Es 
geht  folglich  die  Linie  I*)  durch  die  Puncte  91  und  9t';  die  Linie 
n*)   durch  die   Puncte  9t,   91',  9t";    die  Linie  III*]   nächstdcm   noch 
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durch  den  Punct  3t'".  Ueberhaupt  also  geht  die  Linie  der  Aten 
Ordnung  diu-ch  die  ersten  k-{-i  Puncte  der  ßeihe  3t,  W,  ...,  und 
hat  dieselben  mit  allen  Linien  von  höherer  Ordnung  gemein. 

Es  können  aber  die  Grössen  i,  i' ,  {',  ...  immer  so  klein  ge- 
nommen werden,  dass  diese  Puncte  zunächst  die  einzigen  sind,  in 
denen  die  Linien  zusammen  kommen.  Auch  werden  sich  in  den- 
selben je  zwei  Linien  wirklich  schneiden,  nicht  bloss  berühren.  Wir 
wollen  dieses  durch  Vergleichung  der  Linie  II*)  mit  irgend  einer 
der  anderen  von  höherer  Ordnung  erläutern. 

Heisse  der  die  Linie  von  höherer  Ordnung  beschreibende  Punct, 
P.  und  der  die  Linie  II*)  beschreibende,  Q,  so  ist: 
P  =  [a  +  ^x  +  cx{x^  i)]  Q  +  x{x  —  i){x  —  i') [b!D  -f-  e  (a^  — !") @  -H  ■  •] 
ein  Ausdi-uck,  der  für  genugsam  kleine  Wei^the  von  i,  i',  *",  . . . ,  und 
für  eben  so  kleine,  oder  nicht  viel  gi-össere  Werthe  von  x,  mit  dem 
Ausdrucke 

P  =  Q+i)©,  wo  p  =  'tx(x  —  i){x  —  i')  :  a, 
beinahe  gleichgeltend  angenommen  werden  kann. 

Diesem  letzteren  Ausdrucke  zufolge  liegt  nun  P  mit  Q  in  euier 
um  ®  beweglichen  Geraden,  und,  weil  p  immer  sehr  klein  ist,  dem 
Q  weit  näher  als  dem  S),  bald  von  Q  nach  jD  zu,  bald  auf  der  an- 
deren Seite  von  Q,  nachdem  p  positiv  oder  negativ  ist;  für  ^  =  0 
fällt  P  mit  Q  zusammen.  Es  gebt  aber  p  durch  Null  in  das  Ent- 
gegengesetzte über,  wenn  x  aus  dem  Negativen  drrrcb  Null  in  das 
Positive,  und  fernerhin  im  Positiven  durch  i  und  i'  fortgeht,  d.  i.  in 
den  Puncten  3t,  9t',  3t",  und  sonst  nicht.  Mithin  werden  sich  die 
von  den  Puncten  P  und  Q  beschiiebenen  Curven  zunächst  nur  in 
diesen  drei  Puncten  begegnen,   und   darin  sich  jedesmal   schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  die  Grössen  «',  i',  *",  ...  bis  zum  Ver- 
schwinden abnehmend,  so  inicken  die  Durchschnittspuncte  2t,  %', 
§1",  ...  in  Einen  zusammen,  und  die  Ausdrücke  I*),  H*),  ..,,  (iV*) 
gehen  über  in  I),  II),  ...,  [N]  (§.  74).  Nach  der  in  §.  83  gegebenen 
Erklärung  müssen  sich  daher  die  Linien  I),  II],  ...,  [N]  in  %  be- 
rühren, und  zwar  so,  dass  die  Berübi-ung  der  ^ten  dieser  Linien  mit 
jeder  der  folgenden  von  der  ^ten  Ordnung  ist. 

§.  85.  Aus  jener  Eikläi^ung  kann  man  sehr  leicht  auch  die 
übrigen  hei  den  Berührungen  vorkommenden  Umstände  ableiten.  — 
Da  von  zwei  sieb  in  mehreren  Puncten  schneidenden  Linien  die 
zwei  Theile  der  einen  Linie,  welche  über  den  ersten  und  letzten 
Durchschnitt  hinaus  sieb  erstrecken,  bei  einer  geraden  Anzahl  der 
Durchschnitte  auf  einerlei,   bei   einer  ungeraden   auf  verschiedenen 
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Seiten  der  anderen  Linie  Hegen,  so  wird  auch  bei  dem  Berührungs- 
puncte  die  eine  Linie  ganz  auf  der  einen  Seite  der  anderen  ent- 
halten sein,  oder  sie  daselbst  durchgehen,  je  nachdem  die  Ordnung 
der  Berährung  ungerade  oder  gerade  ist. 

Nehmen  wir  ferner  von  den  Linien  I*) ,  II*) ,  . . . ,  (A^*)  irgend 
drei  in  Betracht.  Sie  heiaeen  K,  L,  M,  seien  von  der  Äten,  i^ten, 
mten  Ordnung,  und  k  kleiner  als  l  und  als  m,  so  wird  die  Linie 
K  jede  der  Linien  L  und  M  in  den  ersten  k-\-\  Puncten  21,  31', 
. . . ,  91^*',  lind  in  nicht  mehreren  schneiden.  Lagen  nun  L  und  M 
vor  dem  ersten  dieser  Durchschnitte  91  auf  verschiedenen  Seiten  von 
K,  so  würden  sie  auch  nach  demselben,  nach  jedem  anderen,  und 
folglich  auch  nach  dem  [k  +  1)  aten  Durchschnitte  91**^^  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  K  befindlich  sein.  Da  sich  aber  L  und  M,  als 
Linien  von  höheren  Ordnungen  als  der  Aten,  in  mekr  als  den  k -\- \ 
ersten  Puncten  schneiden,  so  würde  zu  diesem  Ende  eine  dieser 
Linien  noch  einmal  durch  K  gehen  müssen,  welches  nicht  aein  kann. 
L  und  M  müssen  daher  vor  dem  eraten  Durchschnitte  mit  K  sich 
auf  einerlei  Seite  von  K  befinden.  Denn  alsdann  werden  sie  auch 
nach  dem  (Ä-t-])sten  Durchschnitte  avif  einerlei  Seite  von  K  (aiif 
dieselbe  wie  vorher,  oder  auf  die  entgegengesetzte,  je  nachdem  k 
ungerade  oder  gerade  ist)  zu  liegen  kommen,  und  sich  nun  selbst  in 
nocli  mehreren  Puncten  aclmeiden  können,  ohne  dass  eine  von  ihnen 
der  Linie  K  abermals  begegnet. 

Die  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  von  je  dreien  der  sich  in  % 
berührenden  Linien,  die  Linie  der  niedrigsten  Ordnung  auf  beiden 
Seiten  von  31  ausserhalb  der  beiden  anderen  Linien  liegt.  Vergl. 
§.  76,  4. 

§.  86.  Wenden  wir  jetzt  dieselbe  Daratellungaweise  auf  die  in 
§.  78  etc.  betrachteten  merkwürdigen  Puncto  an. 

Für  den  in  §.  78  gedachten  Fall,  wo  cß  =  0,  ist  der  Anfang 
der  Keihe: 


(iV*)      a5 

%  +  )i^^-^ix{x-i){x-^ 

i')^-\-... 

Bezeichnet  n 

lan  wiederum   mit  %',   St", 

...    die   Puncto, 

(iV*)  für  X  =  i  i- 

',  ...  giebt,  so  mid 

W—an  +  hW, 

wie  vorhin,  rmd 

Hier  hat  also  die  Curve  mit  der  Geraden  91S  drei  auf  einander 
folgende  Puncte  %  W,  W  gemein,  und  es  läaat  sich  wie  oben  (§.  84) 
zeigen,   dass  diese  Puncte  für  genugsam  kleine  Werthe  von  i,  e',  ... 
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zunächst    die    einzigen    und   wirkliche  Durchschnitte    heider   Linien 
sind.     Die  Construction  davon  giebt  Fig.  17,  welche  für 

in  Fig.  13  übergeht.  ^.-~^,^^y^   ^ 

Für    den   zweiten   Fall    {§.  79),    wo 
6SÖ  ^  0,  ist  der  Anfang  der  Reihe: 

a%  +  (x{x  -  »IS  +  bxix  —  i){cc  —  i-)^  +  ., . 

und  niJin  bekommt  fiir  a:  ^  0,  t  und  i'  die  Puncte: 

3t,    W=3l,    r=a3[  +  d'(*''— «)I5, 

so  dass    hier    die  Cuive  zu   zweien  Malen   durch   den  Punct  3t  geht, 

und  dieser  mithui  ein   doppelter  Punct  der  Cuive  ist.     Um  dabei 

ihren  Gang  näher  kennen  zu  lernen,  setze  man,  wie  in  §.  84 : 

a%\  +  ca:{x  —  iji^  =  Q, 

[a  +  cxiz-i]]Q-i-a^ix-i){x-^^)[■,'^ +  ...]  =  F. 

Hiernach  ist  Q  ein  Punct  der  Geraden  3tS,  und  hat  darin,  das 
Verhältniss  c  :  a  positiv  angenommen,  folgende  Bewegung.  Von 
X  =  —  oo  bis  0  geht  er  von  S  bis  3(;  rückt  alsdann,  von  a;  ^  0 
bis  ^i,  auf  die  andere  Seite  von  31  bis  zu  dem  Puncte  oSt  —  ^i'cS; 
kehrt  hierauf,  von  x  ^  ^i  bis  *',  nach  2t  zurück,  und  geht,  von  x  -^i 
bis  CO,  wieder  nach  ß.  Nun  liegt  der  die  Curve  beschreibende  Punct 
P,  mit  Q.  und  3^  (oder  vielmehr  einem  anderen,  für  sehr  kleine 
Wei-the  der  x,  i,  i',  ...  von  35  nur  wenig  entfernten  Puncte),  in  ge- 
rader Liuie,  fällt  für  x  =  0,  i  und  i'  mit  Q  zusammen,  und  durch- 
geht an  diesen  drei  Stellen  und  zunächst 
an  keinen  anderen  die  Gerade  9((ä,  so 
dass  folgh'ch  die  Theüe  der  Curve  vor 
dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durch- 
schnitte auf  verschiedenen  Seiten  von  3t  ß, 
aber  auf  einerlei  Seite  von  %  liegen.    Die  0^  ^^ 

Construction  dieses  Ganges  zeigt  Fig.  18.  ji^.  i-^. 

Für  8  =  0  zieht  sich  die   Schleife  hei  31 

in   einen  Punct   zusammen,    und  wenn  auch   noch  i'=KS  wird,    so 
vereinigt  sich  dieser  Punct  mit  3t",  und  aus  Fig.  18  W'ird  Fig.  14. 

Der  dritte  FaU  endlich  (§,  80),   wo  6S  =  ü  und   OX)  =  0,    und 
die  Reihe  mit  den  Gliedern  beginnt: 

<x%^zx{x  —  i^^  +  ix[x  —  i){x  —  ^)[x  —  ^-)^+..., 
unterscheidet  sich  von  dem  vorhergehenden  Falle  nur  dadiu-ch,  dass 
die  Curve  von  der  Geraden  3t  ß  nach   S("  noch   in   dem  weiter  nach 
ß  hin  liegenden  Puncte 
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geschnitten  wii-il,  und  folglich  nach  allen  Durchschnitten  sich  wieder 
auf  die  Seite  von  StS  wendet,  auf  welcher  sie  vor  denselben  sich 
befand.     Vergl.  Fig.  19  und  Fig.  15. 

Zusatz.  Die  in  §.  83  aufgestellte  Eegel,  aus  der  Anzahl  der 
anfängUehon  Durchschnittspuncte  die  Ordnung  der  nachherigen  Be- 
rührung zu  bestimmen,  leidet  in  den  Fällen,  wo  I)S9  =0  ist,  keine 
unmittelbare  Anwendung.  Indessen 
kann  man  auch  hier  übereinstim- 
mende Eesultate  mit  den  obigen  [§.  79 
und  §.  80)  erhalten,  wenn  man  die. 
Anwendung  jener  Hegel  folgendecge- 
atalt  modificü-t.  —  Nennt  man  den 
Theil  der  Curve  Fig.  18,  welcher  bei  der  Bewegung  des  Punctes  Q 
in  der  Richtung  S^  erzeugt  wurde,  den  ersten,  und  denjenigen, 
welcher  entstand,  indem  Q  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  31 S 
fortging,  den  zweiten,  so  schneidet,  wie  die  Figur  zeigt,  der  erste 
Theil  die  Grerade  StS  nur  einmal,  in  ä[;  der  zweite  aber  zweimal, 
in  9['^  31  und  W,  Da  nun  die  Ordnungszahl  der  BeiHihrung  gleich 
ist  der  rrm  eins  verminderten  Anzahl  der  Durchschnitte,  so  wären 
hiernach  die  Beruhrungen  des  ersten  und  zweiten  Theüs  mit  31 S 
resp.  von  der  Oten  und  ersten  Ordnung.  Offenbar  aber  ist  diese 
Verschiedenheit  der  Berührungen  nur  scheinbar,  und  hat  in  den 
willkürlich  zu  nehmenden  Grössen  i  und  i'  ihi-en  Grund,  Denn 
man  darf  nur  i'<i^i,  oder  {  und  «'  negativ  und  *'  absolut  grösser 
als  i  setzen,  um  zu  bewerkstelligen,  dass  der  erste  Theü  die  31 S 
zweimal,  und  der  zweite  Theil  einmal  schneidet.  Mit  dem  Ver- 
schwinden von  *  und  i'  wird  also  diese  scheinbare  Vei^schiedenheit 
sich  gegenseitig  ausgleichen,  und  folglich  auf  die  Berührung  des 
ersten  sowohl  als  des  zweiten  Theils  mit  MS  als  Ordnui^szahl  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  vorigen,  welches  ^  ist,  kommen. 
Eben  so  findet  sich  aus  Fig.  19,  dass  die  Cui-ve  Fig.  15  mit  SIE 
eine  Berührung  von  der  ersten  Ordnung  bUdet.  Denn  nach  Fig.  19 
ist  die  Berührung  des  ersten  Theils  von  der  Oten,  des  zweiten  von 
der  zweiten  Ordnung,  von  0  und  2  aber  das  arithmetische  Mittel 
gleich  1. 

§.  87.      Ist  endlich  allgemein,  wie  in  §.  81: 

der  Anfang  der  Reihe,  so  setze  man  statt  x''  ein  Product  von  h  Fac- 
toren  x{x  —  j)  (at  — »") . . . ,  und  statt  x^  das  Product  von  irgend  ff  dieser 
h   Fa Ctoren.      Man    erhält    hiermit    den   Ausdruck   für    eine    Curve, 


y  Google 


§.  88.  Cap.  6.     Berülmiiig  u.  s.  w.  von  Linien  in  Eljenen.  109 

welche  Ämal  die  Gerade  91®  schneidet,  und  mithin  vor  dem  ersten 
und  nach  dem  letzten  Durchschnitte  sich  auf  einerlei  oder  verschie- 
denen Seiten  von  31®  befindet,  nachdem  Ä  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zugleich  aher  sind  g  dieser  h  Durchs chnittspuncte  mit  %  identisch, 
so  dass  die  Curve  (^— 1)mal,  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgen- 
den Durchgängen  durch  91  einmal,  längs  3t®  ihre  Bichtung  ändert, 
und  vor  dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durchgange  durch  %.  bei 
einem  geraden  g  auf  einerlei,  bei  einem  ungeraden  auf  verschiedenen 
Seiten  von  St  anzutreffen  ist. 

Lässt  man  nun  t,  t',  ...  bis  zum  Verschwinden  abnehmen,  so 
zieht  sich  die  {g  —  1)  fache  Verschlingung  bei  3t  in  3t  selbst  zu- 
sammen, die  übrigen  h  —  g  in  3t®  liegenden  Durchschnitte  ver- 
einigen sich  gleichfalls  mit  diesem  Puncte,  und  die  nunmehrige 
Curve  wird  3(®  in  3t  berühren  dei^estalt,  dass  sie  vor  und  nach  der 
Berührung  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  3t®  (von  5ä) 
sich  befindet,  nachdem  h  [g]  gerade  oder  ungerade  ist. 

§.  88.  Wenn  eine  Curve  durch  einen  und  denselben  Puiict 
zwei,  drei  oder  mehi'ere  Male  geht,  so  nennt  man  einen  solchen 
Punct  einen  doppelten,  dreifachen  oder  überhaupt  vielfachen 
Punct  der  Curve.  Der  Punct  31,  durch  welchen  die  eben  betrachtete 
Curve  vor  Annullirung  der  i,  i',  ...  ymal  hindurch  ging,  ist  daher 
ein  ^rfacher  Punct  dieser  Curve.  Zugleich  ersieht  man  aus  dem 
vorigen  §. ,  wie  mit  dergleichen  Puncten  versehene  Curven  dm'ch 
barycentrische  Ausdrücke  sehr  leicht  darstellbar  sind. 

Setzt  man  der  Kürze  wiUen  a,  b,  o,  ...  statt  v  —  a,  v  —  h, 
V  —  c,  ...,  und  bedeuten  p,  q,  r  beliebige  andere  Functionen  von  «, 
80  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Curve,  welche 

1)  in  A  einen  Doppelpunct  hat: 

pA-^ahqB-'ralTC; 

2)  welche  A  und  B  zu  Doppelpuncten  hat: 

cdpA~^alqB-\-ahodrC\ 

3)  bei  welcher  A,  B,   0  Doppelpuncte  sind: 

cdefpA  +  ahefqB  -\-ahcdrG. 
Es  folgt  hieraus,  dass  eine  Linie  mit  einem  Doppelpuncte  wenig- 
stens von  der  dritten  Ordnung  ist.  Denn  in  1)  können  q  und  r 
nicht  zugleich  Constanten  sein,  weil  sonst  der  Ausdi-uck  einer  Ge- 
raden angehören  würde.  Veimöge  der  Ausdrücke  in  2]  und  3),  wo 
P,  q,  r  zugleich  Constanten  sein  können,  gehört  eine  Linie  mit  zwei 
oder  drei  Doppelpuncten  wenigstens  zur  vierten  Ordnung. 
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Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  eine  Luiie  mit  einem  dreifachen 
Puncte  wenigstens  von  der  vierten,  und  eine  Linie  mit  zwei  oder 
drei  dreifachen   Puncten  wenigstens   von   der   sechsten  Ordnung  ist; 

Noch  werde  bemerkt,  dass  Ausdrücke  für  Curven  bisweilen  auch 
zu  isolirten  Puncten  der  letzteren  führen  können.  Ein  Beispiel 
hierzii  giebt  der  einfache  Ausdruck  von  der  dritten  Ordnung: 

Lasst  man  darin  «  von  — oo  dm^ch  O'bis  +00  anwachsen,  so 
erhält  man  die  Reihe  von  Puncten,  welche  den  Hauptzug  der  Cirrve 
bilden.  Ausser  dieser  Reihe  giebt  es  aber  noch  einen  zur  Cui-ve  ge- 
hörigen Punct,  den  Fundamentalpunct  A,  indem  sich  auf  diesen  der 
Ausdruck  für 

also  für  den   imaginären  Werth  von  v,    Y — 1,    reducu-t.     A  ist  folg- 
hch  ein  isoliiter  Punct  der  Curvc. 


Yoii  den  iineadlichen  Aesten. 

§.  89,  Nachdem  wir  bisher  von  der  Berührung  knimmer  Linien 
an  endUch  gelegenen  Stellen  ihres  Laufs  gesprochen  haben,  ist  es 
noch  übr^,  von  der  Berühi'ung  an  unendlich  entfernten  Puncten 
derselben  zu  handeln.  Dergleichen  Puncte,  und  mithin  in  d^  Un- 
endliche sich  erstreckende  Aeste  sind  aber  bei  einer  durch  ihren 
Ausdruck  gegebenen  Curve  vorhanden,  wenn  die  Summe  der  Goeffi- 
cienten  für  einen  oder  mehrere  "Werthe  der  Veränderlichen  gleich  0 
wird,  fo^lich  einen  oder  mehrere  reelle  Factoren  hat.  Sind  dagegen 
die  Factoren  der  Summe  der  Coefficienten  sämmtlich  imaginär-,  was 
jedoch  nur  bei  einer  Curve  von  einer  geraden  Ordnung  möglich  ist, 
so  ist  die  Curve  auf  einen  endHchen  Eaum  beschränkt. 

§.  90.     Sei  demnach  v  — «'  ein  Factor  von  p-]-q-\-r,  also 

p'+q'+r'=  a  =  0, 
so  wird 

i^'A  +  q'B-'rr'C'^'iH 
ein  unendlich  entfernter  Punct  der  Curve  (W),  und  so  auch  der  ein- 
facheren vorhergehenden  Linien  .,.,   III),   II),   I),   deren  Ausdrücke 
für  x  ^0  sich  sämmtlich  auf  91  reduciren,    AUe  diese  Linien  werden 
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fo%li(!h    iiacli  einer   durch  9t   bestimmten  Richtung  in   das  Unend- 
hche  fortgehen,  und  daselbst  als  zusamraenfaliend  anzusehen  sein. 

Um  aber  die  gegenseit^e  Lage  dieser  Linien  im  Unendlichen 
genauer  zu  bestimmen,  so  heissen  wie  bisher  die  einem  unendhch 
kleinen  positiven  [negativen)  Werthe  von  x  =  i,  in  den  Linien  I), 
H},  ni),  ...  entsprechenden  Puncte  S',  Q.',  1^',  ...  (S,,  %,  Sl,,  ...). 
WeU  hier  a  ^  0,  so  wird: 

weil  ci  gegen  i  verschwindet;  u.  s.  w. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  ein  negatives  *': 

S,=  a3t  — BiiS,  e,=  tö,— aS,  3),=  bS,4- c*''5D, 


Was  nun  zuerst  die  Lage  der  Puncte 
'3t  ein  beliebiger  in  der  Geraden  9(^,  vo 
legener  Punct.    Alsdann  lässt  sich  aät  ^  S 

35'^  aSl  +  6ti8  =  (1  +  ii)S8  — 
iß,^  a3t —  £*■©  =  [1  —  6iJS9 — 


und  S,  betrifft,  so  sei 
I  endlich  entfernt,  ge- 
ät  setzen,  und  es  wird: 


SB'  und  39,  (Fig.  20)  smd  folglich  zwei  Puncte  der  Linie  '91  SS,  von 
denen  der  eine  von  '31  über  SQ  hinaus,  der  andere  von  ffl  über  '9( 
hinaus  unendlich  entfernt  liegt;  d.  h.  zwei  Puncte,  die  in  der  Linie 
9133  oder  I)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  um  ein  ünendlich- 
grosses  der  ersten  Ordnung  entfernt  sind,  —  wenn  nämlich,   wie  in 
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dem  Vorigen,  *  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  be- 
trachtet ■vviid. 

Es  liegen  zweitens  die  Puncte  Q',  S,  in  den  Geraden  ^'(5,  3J,S, 
der  eine  nach  S  zu,  der  andere  von  S  abwärts,  also  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  und  von  ©',  S5,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  ffl'ß,  S,©  unendlich  klein,  und  mithin 
an  sich  von  endlicher  Grösse  sind. 

Es  liegen  drittens  ©',  jD,  in  den  Geraden  S'©,  ©,3),  beide  nach 
©  ZTi  oder  von  ©  abwäi-ts,  und  von  S',  S,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  S'®,  S,©  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung,  und  folglich  an  sich  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind;  u.  s.  w. 

§.  91.  Wenn  von  zwei  in  endlicher  Entfernung  von  einander 
gelegenen  Puncten  M  und  N,  und  so  auch  von  der  diese  Puncte 
verbindenden  Geraden  ein  dritter  Punct  A  um  ein  Unendlich- 
grosses der  ersten  {mtcn)  Ordnung  absteht,  und  wenn  ein  vierter 
Punct  B,  in  AM  Hegend,  von  A  um  ein  Endliches  oder  Unend- 
lichkleincs  der  ersten,  zweiten,  etc.  (mten)  Ordnung  entfernt  ist,  so 
ist  derselbe  Punct  S,  folglich  auch  eine  durch  ihn  mit  AN  ge- 
zogene Parallele,  von  AN  um  ein  Unendlichkleines  der  ei-sten, 
zweiten,  dritten  etc.  [(m -(- «)  ten]  Ordnung  entfernt. 

Mit  Anwendung  dieses  Satzes  und  mit  der  Bemerkung,  dass  die 
unendlichen  Aeste  der  Linien  LE),  HI),  ...  im  Unendlichen  selbst  als 
Pai-aUelen  mit  der  Geraden  9135,  gelegt  durch  g'  und  15,,  durch  3^' 
und  ®,,  u.  s.  w.  angesehen  werden  können,  ergiebt  sich  nun  Fol- 
gendes : 

1)  Jede  der  Linien  I),  II},  m),  ...  (Fig.  20}  hat  wegen  des,  in 
der  Coefficientensumme  ihres  Ausdrucks  enthaltenen  Factors  v  —  ü' 
zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  in  das  Unendliche  sich  er- 
streckende Aeste. 

2}  Je  zwei  dieser  Linien  dienen  sich  gegenseitig  zu  Asym- 
ptoten, indem  ihre  Aeste,  je  weiter  sie  verlängert  werden,  sich  desto 
mehr  und  über  jeden  angebbaren  Abstand  hinaus  einander  nähern. 

3}  In  solch  einer  unendhchen  Entfernung,  in  welcher  der  gegen- 
seitige Abstand  der  Linien  I)  und  II}  als  unendUch  klein  von  der 
ersten  Ordnung  beti^achtet  werden  kann,  ist  der  Abstand  der  Linien 
II)  und  ni}  von  der  zweiten  Ordnung;  der  Abstand  der  Linien  III) 
und  IV)  von  der  dritten;  u.  s.  w.  Wir  können  dieses  so  ausdmcken: 
die  Aaymptosis  der  Linie  I)  mit  II),  und  folglich  auch  mit  III}, 
rV) ,  ...  ist  von  der  ersten  Ordnung ;  die  Asymptosis  der  Linie  11) 
mit  HI),  rV),  . . .  von  der  zweiten ;  u.  s.  w. :  so  dass  nämlich  überhaupt 


y  Google 


^.  92.  Cap.  6.     Berührung  u.  b.  w.  von  Linien  in  Ebenen.  1  13 

die  Ordnern gszahl  der  Asymptosis  gleich  ist  der  Ordnungszahl  der 
unendlich  grossen  Entfernung,  in  welcher  man  eine  Linie  mit  der 
ihr  sich  asymptotisch  nähernden  vergleicht,  dividirt  in  die  Ordnungs- 
zahl des  unendlich  kleinen,  in  jener  Entfernung  stattfindenden, 
gegenseitigen  Ahstandes  der  beiden  Linien. 

4)  Hieraus  folgt  weiter,  dass  von  den  Aesten,  welche  sich  nach 
einer  und  derselben  Eichtung  ersti-ccken,  jeder  Ast  alle  folgenden, 
d.  h.  die  Aeste  aller  Linien  von  höherer  Ordnung,  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  sich  liegen  hat. 

5)  Es  Hegen  ferner  die  beiden  Aeste  der  Linie  II)  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  d.  h.  der  eine  oberhalb,  der  andere 
imterhalb  dieser  Linie;  die  beiden  Aeste  der  Linie  HI)  auf  einerlei 
Seite  der  Aeste  von  11),  d.  h.  beide  oberhalb,  oder  beide  unterhalb 
der  Aeste  von  U) ;  die  Aeste  von  IV)  wiederum  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Aeste  von  HI);  und  so  fort  abwechselnd. 

6)  Ueberhaupt  also  liegen  bei  einer  Asymptosis  von  gerader  Ord- 
nung irgend  zweier  Linien  die  beiden  Aeste  der  einen  auf  einerlei 
Seite,  und  wenn  die  Ordnung  ungerade  ist,  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  anderen  Linie. 

§,  92.  Dies  sind  die  gegenseitigen  Lagen,  welche  bei  den  sich 
asymptotisch  nähernden  Aesten  zweier  Linien  für  gewöhnhch  statt- 
finden. Eben  so  aber,  wie  bei  den  Berährungen  im  endlichen  Räume, 
giebt  es  auch  hier,  theila  den  merkwürdigen  Puiicten  analoge,  theils 
noch  andere  Fälle,  welche  von  den  gewöhnlichen  abweichen  und 
daher  eine  besondere  Untersuchung  nöthig  machen. 

Um  nur  einige  dieser  Fälle  zu  erörtern,  so  sei  erstlich  nüchst 
ö  =  0  zugleich  cS  =  0,  wie  in  §.  78,  und  man  erhält: 

^'=i^'+U^'^,  35,=  6^,-1- W=®. 


Hier  liegen  also  die  Puncte  iß',  SS,  (Fig.  21)  eben  so  wie  vorhin, 
von  ihnen  aber  5C',  jD,  zugleich  nach  1)  hin  oder  von  3)  abwärts, 
also  immer  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  3133,  und  von  S8',  Sd,  in 
Abständen,   die  gegen  ^'©,   S,J)  unendlich  klein  von   der  zweiten 
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Ordnung  sind.  Die  Curve  durch  ®'  und  D,  hat  demnach  zwei  un- 
endliche Aeste,  die  zwar  ebenfalls  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen laufen,  aber  auf  ein  und  derselben  Seite  ihrer  geradlinigen 
Asymptote  31S9  liegen  und  mit  dieser  eine  Asymptosis  der  zweiten 
Ordnung  bilden. 

Sei  zweitens  0  =  0    und   nächstdem  6-93  =  0,   wie   in  §.  79,     In 
diesem  Falle  kommt: 

!)'=  cg'-H  W^ ,    ©,=  cg'—  fci®. 

Man  ziehe  daher  durch  S  (Fig.  22]  eine  Gerade,  pai-allel  mit  der 

durch  3t  bestimmten  Richtung,   so  fallen  darin  die  Puncte  S'^  g,  in 

einen  zusammen,  der  um  ein  Unendlich- 

^,-3)  grosses     der    zweiten    Ordnung    entfernt 

,  /"'  liegt.      Von    diesem    Puncte    stehen    die 

^■^ j_      Puncto  'S',  II,,  der  eine  nach  'S  zu,  der 

y^^      ~ andere  von  ®  abwärts,  in  Entfernungen, 

22  die  gegen  E'S)   unendlich  klein  von  der 

ersten  Ordnung,  also  an  sich  unendlich 
gross  von  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Abstände  der  Puncte  "C, 
3),  von  SIS  sind  fo%lich  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung. 
Die  Curve  hat  hiernach  die  91(5  zur  geradlinigen  Asymptote,  er- 
streckt sich  zu  beiden  Seiten  derselben  und  nach  einer  und  der- 
selben Richtung  in  das  Unendliche,  und  die  Asymptosis  ist  von  der 
Ordnung  \. 

Wenn  drittens  a  =  0,  6S  ^  0  und,  wie  in  §.  80,  noch  b^  =  0 
ist,  so  wird: 

@'=e,=  i:e'-|-eJ^@, 

In   der   Geraden  9t  S  (Fig.  23]  liegt  demnach  der  Punct  tä'  um 

ein  Unendlichgrosses  der  zweiten  Ordnung  entfernt;  in  der  Geraden 

ß'S   steht   der  Punct  E'  von    S'    um 

/^  ein  gegen  S'g  Unendlichkleines  der 

zweiten    Ordnung    ab,    und    in    der 

Geraden  (5'j5  die    Puncte  ^,  %,  von 

(S'  zu    beiden   Seiten   um   ein  gegen 

(S'S    Unendliehkleines     der     dritten 

pj    2^  Ordnung.     Wie    hieraus   ersichtlich, 

hat   also  die  Curve  zwei  unendliche 

Aeste,   die  nach  einerlei  Richtung  sich  erstrecken   und  auf  einerlei 

Seite  ihrer  geradlinigen  Asymptote  3t  S  Hegen.    Die  Asymptosis  aber 

ist  von  der  ersten  Ordnung. 
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§-  93.  In  den  beiden  letzteren  Fällen,  wo  a  und  bS  zugleich 
gleich  0  sind,  kann  die  Summe  der  Coefficienten,  p  -{-  ^  -\-  r,  nicht 
den  blossen  Factor  v  —  v'  haben,  sondern  mnss  das  Quadrat  des- 
selben enthalten.  Kommt  aber  der  Factor  v  —  v  quadratisch  vor, 
so  ist  im  Allgemeinen  nur  a  =  0  und  h  ^=  0,  nicht  auch  bS  =  0, 
sondern  S  ein  unendlich  entfernter  Punct,  folglich  die  Asymptote 
3t SS  eine  unendlich  entfernte  Gerade,  und  daher  nicht  construirbar. 
Um  aber  auch  hier  zu  finden,  wie  sich  die  Curye  in  das  Unend- 
liche ausdehnt,  setze  man: 

SU  wird,  weil  b  :=  0: 

is'=  a^  +  c*'^  Q',    (5.,—  aal  +  ci^  «,- 

Hiernach  sind  Q'  und  Q,  (Fig.  24)  zwei  Puncte ,  die  unendlich 
entfernt  nach  entgegengesetzten  Kichtungen  in  ^S  liegen  {§,  90). 
Denkt  man  sich  ferner  durch  Q' 

und  Q,  zwei  Parallelen  nach  der     $^  \ff 

durch  31  bestimmten  Richtung  \ 
gezogen,  so  liegen  in  diesen  die 
Puncte  C  und  S,  von  Q'  und 
Q,  in  imendlicben  Entfernungen 
der  zweiten  Ordnung  und  nach 
einerlei  Seite  zu.  Die  Curve  11), 
und  so  auch  jede  der  folgenden, 
hat  daher  zwei  unendliche  Aeste, 
die  nach  einer  und  derselben, 
durch  3[  bestimmten,  Richtung 
fortgehen  und  sich  dabei  immer 
weiter  von  einander  entfernen, 
so   dass,    wenn    ihre   Länge    ein  Fig.  21. 

Unendliches    der    zweiten    Ord- 
nung geworden  ist,   ihr  gegenseitiger  Abstand   ein  Unendliches   der 
ersten  Ordnung  beträgt. 

Nennen  wir  nun,  wie  gewöhnhch,  unter  allen  den  Linien,  weiche 
sich  einer  vorgegebenen  Linie  asymptotisch  nahem,  die  einfachste 
voraugsweise  die  Asymptote,  so  ist  es  im  gegenwärtigen  Falle  die 
Linie  der  zweiten  Ordnung: 

Weil  a  und  b  ^=  0  sind,  so  ist  in  ihrem  Ausdrucke  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  cx^,  und  folgHch  sie  selbst  eine  Parabel.  Vergl. 
§.  62  und  63. 

8* 
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§.  94.  Schon  aii&  dei  Erlauteiung  dieser  wenigen  Fälle  wii-d 
man  hinreichend  abnehmen  können,  wie  man  in  allen  anderen  zu 
verfahren  hat.  Ich  begnüge  mich  daher,  folgende  allgemeine  Resul- 
tate noch  beizufügen. 

1)  Jeder  reelle  Werth  der  Veränderlichen,  durch  welchen  die 
Summe  der  Coeftlcienten  nuU  wii'd,  gieht  ein  Paar  unendliche  Aeste 
zu  erkennen.  Eine  Curve  hat  demnach  so  viel  dieser  Paare,  als  wie 
viel  reelle  und  ungleiche  Factoren  in  der  Coefficientensumme  ent- 
halten sind. 

2)  Die  zwei  Aeste  eines  Paai'es  erstrecken  .sich  entweder  nach 
entgegengesetzten  Riclitungen ,  oder  nach  einer  und  dereelhen,  je 
nachdem  die  Potenz  des  ihnen  zugehörigen  Factors  ungerade  oder 
gerade  ist. 

3)  Um  für  eines  dieser  Paare  den  Ausdruck  der  Asymptote  z\i 
erhalten,  substituire  man,  wenn  {v^v']^  der  zugehörige  Factor  ist, 
a:-\-v'  für  s  in  dem  Ausdrucke  der  Curve,  und  unterdrücke  sodann 
alle  Potenzen  von  x,  welche  die  mte  übertreffen.  Die  Coefficienten- 
summe im  Ausdrucke  der  Asymptote  ist  hienaach  gleich  a:™  in  eine 
Constante  multiplicu-t,  und  folglich  die  Asymptote  im  Allgemeinen 
eine  Linie  der  mten  Ordnung,  d.  h.  ihi-e  Ordnung  ist  dem  Expo- 
nenten des  zugehörigen  Factoi-s  gleich.  Auch  kann  sie  nicht  mehr 
als  ein  Paar  unendlicher  Aeste  haben,  weil  ihre  Coefficientensumme 
nur  den  Factor  x    und  keinen  anderen  enthält. 


Siebentes  Capitel. 

Yon  Ausdrücken  kninuner  Linien  im  Raiune. 


§.  95.     Die   allgemeine  Form  des  Ausdi'ucks   für  eine  Linie  im 
Räume  ist: 

pA  +  qB  +  rC+sD, 
wo    die  Coefficientcn  j},  q,  r,  s  Functionen  einer  Veränderlichen  v 
sind,     Vergl  §.  33  und  §.  57. 

Die  in  §.  66  geraachten  Annahmen,  dass  die  Coefficienten  ganze 
rationale   Functionen  von  v  seien,   dass   sie  keinen   ihnen   allen   ge- 
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meinscbaftUehen  Factoi  haben,  und  daes  der  höchste  Grad,  m 
welchem  die  Potenzen  von  v  im  Ausdrucke  voikommen,  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  auf  keinen  niedrigeren  ge- 
bracht werden  könne,  wollen  wh  auch  hier  festsetzen,  und  eben  so 
wie  dort  die  Linien  nach  der  höchsten  Potenz  von  v  in  Ordnungen 
eintheilen. 

Bei  den  Linien  der  ersten  Ordnung  sind  alao  p,  q,  r,  s  bloss 
lineare  Functionen  von  v,  und  folglich  die  Linien  selbst  Gerade 
(§.45). 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist; 
[„  +  a'v  +  aV)  A  +  [b  +  h-p  +  bV)  B  +  [e  +  c'v  +  c"^^)  0 

Zu  diesen  Coefficienten  kommen  bei  Linien  der  dritten  Ordnung 
resp.  die  Glieder  ra"'o',  h"'v^,  c"'t'',  (?"'c^  hinzu;  u.  s,  f.  bei  Linien 
noch  höherer  Ordnungen. 

Zusätze,  a)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  einer  Linie  der  siten 
Ordnung  den  einen  der  vier  Coefficienten,  z.  B.  s,  gleich  0,  und 
substituirt  die  daraus  für  «  hervorgehenden  Worthe,  deren  Anzahl 
höchstens  gleich  n  sein  kann,  der  Reihe  nach  in  den  drei  übrigen 
Coefficienten  p,  g,  r,  so  erhält  man  die  Durchschnitte  der  Linie  mit 
der  Fundamental  ebene  ABC.  Eine  Linie  der  nten  Ordnung  kann 
demnach  von  einer  der  Fundamentalebenen,  und  so  auch  von  jeder 
anderen  Ebene,  in  höchstens  n  Puncten  geschnitten  werden.  Denn 
durch  Veränderung  der  Fundaraentalpuncte  kann  man  jede  beliebte 
Ebene  zu  einer  Fundamentalebene  machen,  und  man  begreift  eben 
so  leicht,  wie  in  §.  67,  dass  auch  hier  bei  Annahme  anderer  Funda- 
mentalpuncte  die  Ordnung  der  Linie  ungeändert  bleibt. 

h)  So  wie  überhaupt  eine  Gerade,  Vielehe  durch  den  Punct 
pA  +  qB-\-rO  +  sD 
und  einen  der  Fundamentalpuncte ,    z.  B.  A,   gelegt  wird,   die   ent- 
gegenstehende Fundamentalebene  B  CD  im  Puncto 

qB  +  rC-\-sD 
tiifi't ,   so  wird   hier,    wo  p,  q,  r,  s   Functionen   einer  Veränderlichen 
sind,  die  Kegelfläche,  deren  leitende  Linie 

pA  +  qB  +  rC+sD, 
und  deren  Spitze  A  ist,  die  Ebene  BCD  in  der  Curve 

qB  +  rC  +  sD 
schneiden.      Und    umgekehrt,    beschreibt   man   in  den   vier  Funda- 
mentalebenen die  Cui-ven 

qB  +  rC-^sD,     rC -[- sD ->rpA,  ..., 
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SO  kann  man  sich  die  Curve 

pA  +  qB  +  rC+sJ) 
als  den  Durclischnitt  je  zweier  der  vier  Kcgelfläclien  vorstellen,  deren 
leitende  Linien  jene  Ciirven  in  den  Fundamentalebenen,   und  deren 
Spitzen  die  entgegenstehenden  Fundamentalp uncte  sind. 

§.  96.     Ganz  auf  die  Weise,   wie  in  §.  61  und  §.  71,  lässt  sich 
der  Ausdruck  einer  Linie   im  Räume   durch  Zusammennähme   der- 
jenigen Glieder,  in  welchen  v  in  derselben  Potenz  vorkommt,  in  eine 
Reihe  umgestalten,  deren  Gliederzahl  der  um  die  Einheit  vermehrten 
Ordnungszahl  der  Linie  gleich  ist.     Setzt  man  nämlich: 
aA  +  bB  +cC  +  dD  =  a,A„ 
a'A  4-  b'B  +  cC+  d'D  =  h,B„ 
d'A  +  V'B  +  c"C  +  (TD  =  c,C„ 
u.  s.  w. ,   so  wird  der  Ausdruck  für  die  Linien  der  ersten  Ordnung; 

a.A,-^b,i>B,, 
der  zweiten  Ordnung; 

«,^,+  5,fi?,+  f,«'C,, 
der  dritten  Ordnung-. 

a,A,-\-  b,v B,-\-  e,v''C\'\'  d,v'' D,, 
der  vierten  Ordnung: 

a,A,+  ...■^d,'c>'D,-\-e,v''E, 
u.  s.  w. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Linien  nicht  nur  der  ersten,  son- 
dern auch  der  zweiten  Ordnung  im  Eaume,  mit  den  Linien  der- 
selben Ordnungen  in  einer  Ebene  einerlei  sind,  indem  auch  hier 
eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ganz  in  einer  Ebene,  in  der  durch 
A,,  B,,  C,  gehenden,  enthalten  ist.  Erst  die  Linien  der  dritten  und 
höherer  Ordnungen  liegen  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  einer 
Ebene. 

Der  letztgefundene  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung 
a,A,-\-  b,vB,+  c,c*  C-^-d.v^D, 
zeichnet  sich  vor  den  folgenden  höherer  Ordnungen  dadurch  aus, 
dass  man  die  vier  in  ihm  vorkommenden  Puncto  zugleich  als  die 
vier  Fundamentalp uncte  des  ßaums  nehmen  kann.  Er  ist  daher  zu- 
gleich der  allgemeine  imd  einfachste  Ausdruck  für  die  Linien  der 
dritten  Ordnung  auf  die  vier  Fundamentalpuncte  bezogen.  Nach 
§.  95, 5    kann    man  sich   diese   Curve   als    den   Durchschnitt   zweier 
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Kegelfläehen  denken,   duren  leitende  Linien   die  Linien  der  zweiten 
Ordnung 

a,A,+  b,cB,-{-c,v^C,  und   b,B,+ c,t'0,+ d.v^D,, 
und  deren  Spitzen  lesp.  D,  und  A,  sind. 

Uebrigens  können  alle  diese  Ausdrücke  in  ßeihenfoiin  voll- 
kommen so,  wie  in  §.  71  gezeigt  wurde,  auch  dazu  benutzt  werden, 
um  die  ihnen  zugehörigen  Curven,  und  mithin  sämmtliche  Curven, 
mit  denen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  durch  blosses  Ziehen  gerader 
Linien  zu  construiren.  Denn  offenbar  ist  die  dortige  Annahme,  dass 
die  Puncte  A,  Jl,  C,  D,  ...  m  einer  Ebene  liegen,  nicht  wesentlich 
nothw  endig, 

§.  97.  Eben  so  kann  die  Lehre  von  den  Berührungen,  merk- 
würdigen Puncten  und  unendlichen  Äesten  krummer  Linien  im 
Räume  ganz  auf  dieselbe  Art  behandelt  werden,  wie  dies  im  vorigen 
Capitel  bei  krummen  Linien  in  einer  Ebene  geschah.  Ist  nämlich, 
wie  dort,  für  den  Punct,  bei  welchem  der  Gang  der  CuiTe  unter- 
sucht werden   soll,   »  =  u',   und  setzt  man  demgemäsa  das  veränder- 


wird; setzt  man  ferner 

p'A  +  qB  +  }-'C+s'D  =  a3(, 

dV    ^   ,     dV'   n   ,     dV'        ,     d^s'  ^ 

W^^+ 2df^^+ 21?^''+ 23?^^=  "^' 
u.  s.  w-,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  der  Curve 

pA  +  ^B  +  rC+sD 
in  die  nämhche  Reihe,  wie  in  §.  73: 

(iV)  a3[-|-&3rJS-|-c«=g  +  ba^'2)-|---. 

Insbesondere  geht  daraus  hervor,  dass  alles,  was  dort  von  den 
berührenden  Linien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung,  so  wie  von 
den  merkwürdigen  Puncten  gesagt  wurde,   als  wobei  nur  die  zwei 


y  Google 


120  Der  baTycentrisohe  CalcuL    Abaotnitt  I.  §.  <)g. 

oder  di'ei  ersten  Glieder  der  Reihe  zu  berücksichtigen  waren,  hier 
wörtKche  Anwendung  findet.  Denn  die  diesen  zwei  oder  drei  Glie- 
dern zugehörigen  Puncto  sind,  wie  immer,  m  einer  Geraden  oder  in 
einer  Ebene  enthalten. 

§.  98.  Der  Ausdruck  für  die  geradlinige  Tangente  an  eine 
Curve  im  Räume  ist  daher  o3l~f-6a:Sß,  und  wenn  man  darin  für  a% 
und  6  iß  ihi-e  Werthe  substituirt: 

'?'+  3$^'-*  +  '«'+  j!'"')^  +  ''■+  57")  C'  +  (»■+  ^"•il'- 

Eben  so  ist 

o3f-j-6a:S8-f-ta:^S 
der  Ausdruck  für  die  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  mit  der 
CuiTe  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  bildet,  d.  h.  drei  auf 
einander  folgende  Puncte  mit  der  Curve  gemein  hat  (§.  83).  Das- 
selbe wird  folglich  auch  von  der  Ebene  31S9@  gelten,  in  welcher 
diese  Linie  enthalten  ist.  Unter  allen  durch  2tSS  gelegten  und  mit- 
hin die  Curve  berührenden  Ebenen  ist  daher  die  Ebene  SOS  die- 
jenige, welche  sich  der  Cui-ve  am  meisten  anschliesat.  Denn  sie 
geht  durch  drei  auf  einander  folgende  Puncte  der  Cui've,  während 
jede  andere  Ebene  durch  ätS  nur  zwei  auf  einander  folgende  Puncte, 
und  jede  der  übrigen  durch  3[  gelegten  Ebenen  nur  den  einen  Punct 
31  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Man  nennt  diese  Ebene  9fiBS  die  Krümmungsebene.  Da 
sie  erhalten  wü-d,  indem  drei  Durchs chnittspuncte  der  Curve  mit 
einer  Ebene  sich  bis  zum  Zusammenfallen  einander  nähern,  so  er- 
hellet eben  so,  wie  in  §.  85,  dass  die  Curve  sich  von  der  einen  Seite 
dieser  Ebene  auf  die  andere  wendet,  während  sie  bei  bloss  berühren- 
den Ebenen  auf  einerlei  Seite  bleibt. 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmui^ebene  ist 

a  +  s^sö  +  ^/e, 

oder  wenn  man  für  31,  S8,  ß  die  ihnen  proportionalen  Ausdrücke 
setzt; 


d©'  Ai:'^ 


j'j)'' 


,    ,  ,       Ar'      ,    A^r'    ,  „   ,    ,  r  ,    ds'       ,    d^s'   ,^ 

Beispiel.     Machen  wir  hiei-von  eine  Anwendung  auf  den  oben 
gefundenen  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung: 
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Die  Tangente  derselben  in  dem  Puncte,  wo  v  =  v'  ist,  hat  den 
Ausdruck : 

aA  +  h{i)'+  x)B  +  c(ü'*  +  'i,v'x)C+  rZ(i)"+  ^v'^x)D. 
Piu?  den  Punct,  wo  diese  Tangente  die  Fundamental  ebene  ABC 
schneidet,  ist  der  Coeffieient  von  D  gleich  0,  also  x  =  — |ü',   folg- 
lich der  Punct  selbst: 

[K')  ZaA  +-  Ibv'B  +  ee'^  C. 

Sein  Ort  ist  demnacli  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung.  —  Für 
den  Durchschnitt  der  Tangente  mit  der  Fundamentalebene  B  GD  ist 
a:  =  oo  zu  setzen,  und  daher  dieser  Punct 

[L')  bB  +  2cv'C+^clv'W, 

also  gleichfalls  in  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  begriffen. 
Dies  giebt  uns,  wenn  wir  die  Linien 

aA  +  bvB  +  cß^'C  und  I>B  +  cvC+ dv'B 
kürzlich  mit  K  und  L  bezeichnen,  folgenden  Sata: 

Seien  K  und  L  (Fig.  25)  swei  Linien  der  zweiten  Ordnung,  welche 
in  zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen,  aber  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben,  welche  die  Linie  K  im 
Puncte  C,  und  L  in  B  berühre. 
Man  ziehe  von  B  noch  eine  zweite 
Tangente,  BA,  an  K,  und  von  Onoch 
eine  zweite ,  GD ,  an  L,  wo  A  und 
D  die  resp.  BerUhrungspuncte  sind. 
Lässt  man  nun  zwei  Kegelßächen  ent- 
stehen, welche  D  und  A  zu  Ritzen, 
K  und  L  aber  zu  leitenden  lÄnien 
haben,   so  loird  eine  an  die  Durch-  rig.  26. 

schnittscvroe  dieser  Kegelflächen  be-. 

rührend  gelegte  und  daran  fortbewegte  Gerade  in  den  Ebenen  ABC 
und  BCD  mederum  zwei  Linien  der  zweiten  Ordnung  IC  und  U 
beschreiben,  welche,  eben  so  wie  K  tind  L,  die  AB,  BG  in  A,  G  und 
die  BG,   GD  in  B,  D  bmiihren. 

Aueli  findet  dabei  noch  die  Merkwürdigkeit  statt,  dass  die  Linie  K'  bloss 
von  K  abhängig  ist,  also  dieselbe  bleibt,  wie  auch  die  Gestalt  und  Ebene  der 
die  SC  in  B  beiührenden  Linie  der  zweiten  Ordnung  L  getodert  werden  mag, 
und  daaB  eben  so  L'  allein  diircb  X,  niobt  durob  K,  bestimmt  wird. 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmungsebene  an  die  Cui-ve 
aA-\-..-\-dv^D 
findet  sich 
aA  +  ö[»'+  x}B  +  civ""  +  2v'x  +  ^y)G+d{v"  4-  S^j'^a:  +  ^v'y)D. 
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Setzt  man  hierin  den  Coefficient  von  I>  gleich  0,  und  eliminirt 
damit  y  aus  dem  Coefficienten  von  C,  so  kommt  der  Ausdi-iick  für 
die  Durchs chnittslinie  der  Kiümmungs ebene  mit  ABC: 

oder,  wenn  man  x  ^  f^  — 4"»'  setat: 

ZaA  +  25(u'4-  2)-S  +  e(?''^  +  ^Vz)  C. 
Um  den  Durchschnitt  der  Krümmungs ebene  mit  BCD  zu  fin- 
den,   hat    man    im  Ausdrucke    derselben  x  und   y  =  co   zu   setzen. 
Hierdui'ch  verschwinden   alle   von  x  und  y  freien  Glieder,   und  es 

kommt,  wenn  man  —  zur  Veränderlichen  nimmt  und' gleich  z  setzt; 
bB  +  2c(o'-|-  z)C-l-  3(^(«"  +  2v'z)D. 
Man  bemerkt  leicht,  dass  diese  Ausdrücke  für  die  Durchschnitts- 
linien zugleich  die  Ausdrücke  füi  die  an  die  Linien  K'  und  L'  ge- 
zogenen Tangenten  sind.  Der  geometrische  Grund  hiervon  liegt 
darin,  dass  die  Ki-ümmungs ebene  durch  drei  auf  einander  folgende 
Puncto  und  mithin  durch  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  geht, 
dass  also  ihr  Durchschnitt  mit  ii^end  einer  anderen  Ebene  immer 
die  Linie  bei-ührt,  welche  die  an  der  Cuiwe  sich  fortbewegende  Tan- 
gente in  dieser  anderen  Ebene  beschreibt. 

§.  99.  Cur\'en  im  Räume  sind  im  Allgemeinen  von  doppelter 
Krümmung.  Die  eine  Krümmung  besteht,  wie  bei  Curven  in  einer 
Ebene,  darin,  dass  die  durch  je  zwei  auf  einander  folgende  Puncto 
der  Curve  gezogene  Gerade,  die  Tangente,  ihre  Lage  fortwährend 
ändert.  Die  andere  offenbart  sich  dadurch,  dass  die  durch  je  drei 
folgende  Puncto  der  Curve  gelegte  Ebene,  die  Krümmungsebene,  für 
jeden  Punct  der  Curve  eine  andere  ist. 

Eben  so  aber,  wie  bei  Curven  in  einer  Ebene  es  Stellen  giebt, 
wo  die  Tangente  für  zwei  oder  mehrere  auf  einander  folgende  Puncto 
dieselbe  bleibt,  so  können  auch  bei  Curven  im  Saume  nicht  allein 
in  Bezug  auf  die  Tangente,  sondern  auch  rücksichtlich  der  Krüm- 
mungsebene dergleichen  Stellen  vorkommen,  Stellen  also,  wo  vier 
oder  noch  mehrere  Puucte  hinter  einander  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  in  der  Reihe  fA^)  das 
GHed  bS)  oder  noch  mehrere  der  unmittelbar  darauf  folgenden 
Glieder  wegfallen. 

Um  nur  den  einfachsten  dieser  Fälle  zu  betrachten,  so  sei  fiir 
einen  gewissen  Werth  von  v',  bS)  ^  0,  also 

d^p'  =z  d^q'=  d^r'^  d's'^  0. 
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Bedienen  wir  uns  wiederum  der  in  §.  84  ff.  angewendeten  Methode, 
so  crgiebt  sich  91',  3("  wie  dort,  und 

Mithin  ist  noch  dieser  Punct  in  der  Ebene  9t©S  oder  StSt'^l" 
enthalten.  UrspriingUch  wird  also  hier  die  Curve  in  vier  Puncten 
hintereinander  von  der  Ebene  geschnitten,  und  der  vorangehende 
und  nachfolgende  TheU  der  Cui-ve  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite 
sowohl  dieser  als  auch  der  nachherigen  Krümmungsebene.  Li  Monge 
Application  de  i' Analyse  ä  la  Geometrie,  partie  II  pag.  363  heisst 
eine  solche  Stelle  der  Curve  point  de  dnvple  inßexion. 
"Wenn  cS  =  0,  also 

d}p' ^  d''^  =  d^r'  =  d-'s'  =  0 
ist,  so  liegen,  wie  in  §.  86,  die  drei  Puncte  91,  91',  3t"  in  einer  Ge- 
raden (9lSß),  folglich  ebenfalls  die  vier  Puncte  91,  ,.,  9("'  in  einer 
Ebene  (31S9X>).  Da  hiermit  beide  Krümmungen  der  Curve  zugleich 
wegfallen,  so  nennt  Monge  a.  a.  O,  einen  solchen  Punct  point  de 
double  inßexion.  Auch  hier  wird  übrigens  die  Cui-ve  auf  derselben 
Seite  der  Krümmungsebene  bleiben. 

§,  \  00.  Rücksichtlich  der  unendlichen  Aeste  haben  wu"  bei 
Curven  im  Räume  zu  dem,  was  von  §.  89  bis  94  bei  Curven  in  einer 
Ebene  darüber  gesagt  wurde,  und  welches  auch  hier  vollkommene 
Anwendung  findet,  noch  Folgendes  hinzuzufügen,  Je  weiter  sich  eine 
Curve  in  das  Unendliche  erstreckt,  desto  mehr  wird  sie  zugleich 
ihrer  Asymptote  parallel,  so  dass  in  dem  Unendlichen  selbst  Curve 
und  Asymptote  als  zwei  Parallelen  angesehen  werden  können.  Bei 
Linien  von  doppelter  Krümmung  kann  man  daher  noch  die  Ebene 
dieser  zwei  Parallelen  zu  wissen  verlangen.  Offenbar  ist  diese  Ebene 
keine  andere,  als  die  dortige  Krümmungs ebene  der  Curve,  und  man 
erhält  folglieh  ihren  Ausdruck,  wenn  man  für  den  Werth  von  v, 
welcher  den  unendlich  entfernten  Punct  giebt,  den  Ausdruck  der 
Krümmungsebene  9(^8  S  entwickelt. 

Denken  wir  uns  demnach  die  Ebene  91®(S  für  den  unendhch 
entfernten  Punct  91,  so  liegen  in  derselben  die  in  §.  90  mit  iß',  iö, 
und  S',  S,  bezeichneten  Puncte;  ausserhalb  aber  die  Puncte 

und  diesen  Ausdrücken  zufolge  beide  auf  einerlei  Seite  der  Ebene; 
woraus  wir  nachstehenden  Schluss  ziehen: 

Je  mehr  zwei  zusammengehörige  Aeste  einer  Linie  von  doppelter 
Krümmung  sich  ihrer  Asymptote  nähern,  desto  mehr  nähern  sie  sich 
zugleich  einer  durch  die  Asymptote  gehenden  Ebene  dergestalt,  dass 
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ira  gewöhnlichen  Falle  beide  Äeste  auf  einerlei  Seite  dieser  Ebene 
liegen,  und  von  ihr  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung 
abstehen,  wenn  sie  von  der  Asymptote  selbst  um  ein  Unendlicli- 
kleinee  der  ersten  Ordnving  entfernt  sind. 

So  wie  endlich  die  geradhnige  Asymptote  für  Aeste ,  welche 
durch  einen  quadratischen  oder  einen  noch  höheren  Factor  in  der 
Coefficientensumme  angezeigt  werden,  im  Allgemeinen  unendlich  ent- 
fernt liegt  und  daher  nicht  construirbai-  ist  (§.  93):  eben  so  kann 
auch  die  asymptotische  Krümmungs ebene  nicht  construirt  werden, 
wenn  der  den  Aesten  zugehörige  Factor  in  der  dritten  oder  einer 
noch  höheren  Potenz  vorkommt.  Denn  alsdann  sind  mit  a  zugleich 
6  und  c  ^=  0 ,  folglich  nächst  3£  zugleich  SO  und  ß  unendhch  ent- 
fernte Piincte. 


Achtes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  für  krumme  Flächen. 


§.  101.      Der  Ausdruck 

gehört  im  Al^emeinen  einer  Fläche  an,  wenn  seine  Coefficienten 
Functionen  zweier  Veränderlichen  v  und  w  sind.  In  der  That,  giebt 
man  der  einen  Veränderliehen  w  irgend  einen  bestimmten  Werth, 
so  erhält  man  den  Ausdi'uck  für  eine  Linie.  Alle  die  Linien  aber, 
welche  entstehen,  indem  man  dem  to  nach  und  nach  alle  mÖghchen 
Werthe  beilegt,  bilden  im  Allgemeinen  eine  Fläche.  —  Ich  sage: 
im  Al^emeinen.  Denn  lassen  sich  die  Coefficienten  als  Functionen 
einer  und  derselben  Function  zweier  Veränderlichen  darstellen,  so 
gehört  der  Ausdmck  offenbar  einer  Linie  und  nur  scheinbar-  einer 
Fläche  an.     So  verwandelt  sich  z.  B.  der  Ausdruck: 

wenn  man  —  =  ,r  setzt,  in: 

A  +  xB  +  x^O  +  x^D. 


yGoosle 


§.  102.  Cap.  8.    Ausdrücke  krummer  Flächen.  125 

Ein  Beispiel  für  den  Ausdruck  einer  Fläche  haben  wir  an  dem 
bereits  in  §.  49  gefundenen  Ausdrucke  für  die  Ebene,  wo  die  Cocffi- 
cienten  lineare  Functionen  von  v  und  w  sind.  Kommen  höhere 
Potenzen  der  Veränderlichen  vor,  so  wird  der  ÄuscSmck  im  Allge- 
meinen für  eine  krumme  Fläche  gelten, 

§.  102.  Die  Flächen,  in  deren  Ausdrücken  die  Coeflicienten 
ganze  rationale  Functionen  von  ®  und  w  sind,  kann  man,  gleich  den 
Linien  (§.  66  und  §.  95),  nach  den  höchsten  in  den  Coefficienten 
vorkommenden  Dimensionen  von  v  und  w  in  Ordnungen  eintheüen. 
Es  wird  dabei,  wie  dort,  vorausgesetzt,  dass  die  Coefficienten  keinen 
ihnen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  dass  die  höchste  Di- 
mension der  Veränderlichen  durch  Einführung  anderer  Veränder- 
lichen nicht  auf  einen  niedrigeren  Grad  gebracht  werden  kann,  und 
dass  überdies  die  Coefficienten  nicht  Functionen  von  einer  und  der- 
selben Function  der  beiden  Veränderlichen  sind.  Doch  will  ich 
mich  gegenwärtig  bei  dieser  Eintheilung  der  Flächen  in  Ordnungen 
nicht  aufhalten  und  nur  bemerken,  dass  die  Ordnung,  welche  einer 
Fläche  ihrem  Ausdrucke  nach  zukommt,  im  Allgemeinen  niedriger 
ist,  als  diejenige,  zu  welcher  sie  ihrer  Gleichung  nach  gehört. 
"VVu-  werden  dieses  sogleich  bei  den  Ausdrücken  für  die  Flächen  der 
zweiten  Ordnung  zu  sehen  Gelegenheit  haben,  wo 

die  allgemeine  Form  der  Coefficienten  ist. 

§.  103.  Zusätze,  a)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  eine 
Fläche  den  Coefficienten  des  einen  der  vier  Fundimentalpuncte 
gleich  0  setzt,  und  mittelst  dieser  Gleichung  die  eine  der  beiden 
Veränderlichen  aus  den  di-ei  übrigen  Coefficienten  ehmmirt,  so  er- 
hält man  den  Ausdruck  für  die  Linie,  in  weliher  die  Fläche  von 
der  durch  die  di^ei  übrigen  Fundamentalp uncte  gehenden  Funda- 
mentalebene geschnitten  wird.  Sei  z.  B.  dei  iusdiuck  fui  die  Fläche 
der  zweiten  Ordnung  gegeben: 

(A)  A  +  vB  +  vwC+(i!^  —  w)D, 

und   werde   der  Durchschnitt   dieser   Fläche   mit  der  Fundamental- 
ebene  ABC  verlangt.  —  Man  setze  den  Coefficienten  von  D, 

p^  _  ro  =  0 , 
also  10  =  ü^,  und  man  erhält: 

A  +  v£  +  w'C, 
als  den  Ausdruck  für  die  gesuchte  Linie,   welche   hiemach  von  der 
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dritten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne  ist  (§.  70  au  Ende). 
Da  aber  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  der  zweiten  Ord- 
nung im  gewöhnlichen  Sinne  immer  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
hervorbringt,  so  muss  Jene  Fläche,  die  ihrem  Ausdrucke  nach  von 
der  zweiten  Ordnung  war,  ihrer  Gleichung  nach  zu  einer  höheren 
zu  zählen  sein. 

b)  Um  die  Puncte  zu  finden,  in  denen  eine  der  Fundamental- 
linien von  einer  Fläche  geschnitten  wird,  setze  man  in  dem  Aus- 
drucke der  letzteren  die  Coefficienten  der  beiden  anderen  nicht  in 
jener  Fundamentallinie  liegenden  Fundame ntalpuncte,  jeden  für  sich, 
gleich  0,  und  substituire  die  aus  diesen  zwei  Gleichungen  hervor- 
gehenden Werthe  der  beiden  Veranderhchen  in  dem  Ausdi-ucke. 

c)  Setat  man  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte ,  jeden 
für  sich,  gleich  0,  und  kann  man  für  v  und  w  Werthe  finden,  welche 
diesen  drei  Gleichungen  zugleich  Genüge  leisten,  oder,  was  dasselbe 
ist,  gelangt  man  durch  Elimination  von  v  und  w  aus  diesen  Glei- 
chungen zu  einer  identischen  Gleichung,  so  geht  die  Fläche  durch 
den  vierten  Fundame ntalpunct. 

d)  Sind  zwei  der  vier  Coefficienten,  z.  B.  q  und  r,  Functionen 
der  beiden  Veränderlichen,  und  die  beiden  anderen  constant,  hat 
also  der  Ausdruck  die  Form: 

aA  +  qB  +  rC+dD, 
so  kann  man  q  und  r  für  die  beiden  Veränderlichen  selbst  nehmen, 
und  der  Ausdruck  gehört  einer  durch  die  Fundamentallinie  B  C  irnd 
den  Punct    aA-^dD   gelegten   Ebene    an,    was   auch  q  und  r  für 
Functionen  von  v  und  w  sein  mögen. 

e)  Wenn  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte  Functionen 
von  der  einen  Veränderlichen  allein  sind,  so  kann  man  den  Coeffi- 
cienten des  vierten  Fundamentalpunctes  für  die  andere  Veränderliche 
selbst  nehmen,  und  der  Ausdruck  bezieht  sich  auf  eine  Kegelfläche, 
deren  Spitze  der  vierte  Fundamentalpunct  ist,  und  deren  leitende 
Linie  das  Aggregat  der  drei  ersteren  Fundamentalpuncte  mit  ihren 
Coefficienten  zum  Ausdrucke  hat. 

f)  Haben  die  Coefficienten  zweier  Fundamentalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  die  Funda- 
mentaUinie,  welche  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet, 
in  der  Fläche  selbst  enthalten  ist.  Denn  setzt  man  diesen  gemein- 
schaftlichen Factor  gleich  0,  und  eliminirt  damit  die  eine  der  beiden 
Veranderhchen,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  gedachte  Funda- 
mentallinie. 

So    haben  z.  B.   in   dem  Ausdrucke   [Ä]    sowohl  der  Coefficient 
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von  B,  als  der  von  C  den  Factor  v.   Aiinuliirt  man  diesen,  so  kommt; 
A  —  w'D.    Dividirt  man  ferner   den  Ausdmck   durch  w,   und  setzt 

—  !=  f,j  SO  wird  er; 

tA-irti}B  +  vC+{v^t  —  \)B, 
und  reducirt  sich,  für  i^=0,  auf  «C — D.  Die  beiden  Funda- 
mentallinien AD  und  CD  liegen  demnach  in  der  Fläche  {A)  seihst. 
g]  Haben  die  Coefficienten  dreier  Fundame ntalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  reducirt  eich  durch  Nullsetzung  dieses 
Factors  der  Ausdruck  auf  den  vierten  Fundamentalp un et ,  und  die 
Fläche  bildet  daselbst  eine  Art  von  Kegelspitze. 


Von  der  Berührung  der  Flächen, 

§.  104,  Nach  demselben  Verfahren,  welches  im  Vorigen  bei 
Ausdrücken  für  Linien  angewendet  wurde,  lässt  sich  auch  der  Aus- 
druck für  eine  Fläche  in  eine  Reihe  entwickeln,  deren  erstes  Glied 
irgend  ein  gegebener,  in  der  Flache  selbst  liegender  Punct  ist,  und 
deren  folgende  Gheder  nach  den  Potenzen  der  beiden  Veränderlichen 
und  den  Prodiicten  aris  diesen  Potenzen  geordnet  sind.  Alsdann  wird 
sich  auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  den  Linien,  darthun  lassen,  dass 
der  Anfang  dieser  Reihe  bis  mit  den  Gliedern  von  der  mten  Ord- 
nung den  Ausdruck  für  eine  zweite  Fläche  darstellt,  welche  im  All- 
gemeinen von  der  mten  Ordnung  ist,  und  mit  der  ersten  Fläche  an 
jenem  in  ihr  gelegenen  Puncte  eine  Berührung  der  »jten  Ordnung 
bildet. 

Ohne  aber  die  Entwickelung  dieser  Reihe  vorzunehmen,  und 
noch  weniger  die  gegenseitige  Lage  aller  der  eich  beiHihr enden 
Flächen  in  Untersuchung  zu  ziehen,  als  wo  mit  steigender  Ordnung 
eine  immer  grössere  Anzahl  zu  unterscheidender  Fälle  sich  darbietet, 
will  ich  mich  nur  auf  die  Berührung  der  ersten  Ordnung,  d.  i.  auf 
die  Berührung  mit  einer  Ebene,  beschränken,  und  zur  Bestimmung 
dieser  Ebene  von  dem  Satze  ausgehen:  dass  jeder  dem  Berührungs- 
puncte  unendlich  nahe  li^ende  Punct  der  Fläche  sich  auch  in  der 
berührenden  Ebene  befindet  (oder  vielmehr  von  dieser  um  ein  Un- 
endlichkleines einer  höheren  Ordnung  entfernt  ist). 

§.  105.     Sei  demnach 

pA-^qB-^rC+sD 
der  Ausdruck  der  Fläche,  und  für  den  Punct  derselben,  an  welchen 
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die  berührende  Ebene  gelegt  werden  soll,   sei  v  =  v',  w  ^=  w',   also 
der  Punct  selbst: 

at  =  p'A  +  q'B  4-  r'C+s'D, 
wenn   p',  q',  r',  s'  dieselben   Functionen    von    «'   und  w'   vorstellen, 
welche  p,  q,  r,  s  von  v  und  w  sind. 

Bezeichnen  feiner  x  und  y  zwei  unendlich  kleine,  Tou  einander 
unabhäng^e  Grössen,  so  wüd  man  den  Ausdruck  irgend  eines  dem 
9(  unendlich  nahen  Punctes  3t'  der  Fläche  erhalten,  wenn  man  in 
dem  ■vorigen  für  »',  v'+x,  und  für  w',  w'+j/  substituii"t.  Hierdurch 
verwandelt  sich  p'  in 

,  ,    dp'  Ap' 

u.  s.  w.,  und  der  Ausdruck  für  %'  wird: 

f'-'+w'^  +  ^'^^  +  ^i'+t^'  +  ü"^'' 

-W'  +  ^yiO+O'+^.  +  ^yW. 

Nimmt  man  nun  x  und  1/  nicht  bloss  unendlich  klein,  sondern 
überhaupt  als  zwei  von  einander  unabhängige,  veränderliche  GrrÖssen, 
so  ist  dieser  Ausdruck  der  Ausdruck  einer  Ebene,  in  welcher  9t  imd 
alle  jene  dem  K  unendlich  nahen  Puncto  3t'  begriffen  sind,  folglich 
der  Ausdruck  der  die  Flache  in  3t  berührenden  Ebene. 

§.  106.  Zusätze.  «}  Soll  die  Fläche  von  einer  der  Funda- 
mentalehenen,  z,  B.  von  ABO,  berührt  werden,  so  muss  für  gewisse 
Werthe  von  «  und  w,  welche  wiederum  v'  und  w'  heissen,  in  dem 
Ausdrucke  der  Berührungsebene  der  Coefficient  von  D  immer  gleich  0 
sein,   was   auch  den  Veränderlichen  x  und  y  für   Werthe  beigelegt 

werden;   es  müssen  folglich  s',   -y-i,    -^ — j  zugleich  gleich  0  sein. 

Man  setae  daher  s,  als  eine  Function,  die  für  »  ^  y'  und  w  =  w' 
versch-ivinden  soll, 

wo   5   und  c    (eben  so    wie    die    nachherigen  d,   e,  ...,  k)    beliebige 
Functionen  von  v  und  w  vorstellen ,   die  für  «  ^  «'  und  m;  ^  «/  im 
Allgemeinen  endhche  Werthe  erhalten.     Hiernach  wird 
äs  f\^^    ,    T    .   /  '1  de 
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Da  nun  -^r-  und  -7—    für    v  =  v'    und    w  ^=  id    ebenfalls    null 
d»  diu 

werden  sollen,  so  müssen  h  und  c  selbst,  als  worauf  sich  dann  diese 

Differentialquotienten  reduciren,  von  der  Form 

und  folglich  s  von  der  Form 

/(!>-.')■ +  <,(«-.')(«.-«,■) +  *("-"')■ 

b)  Soll  der  Berührungspunct  der  Fläche  mit  der  Fundamental- 
ebene ABC  der  Fundamentalpunct  A  selbst  sein,  so  müssen  in  dem 
Ausdrucke  der  Fläche,  für  «  ^  u'  und  «;  =  w',  nächst  dem  Coeffi- 
cienten  von  D  auch  die  Coefficienten  von  B  und  C  verechwinden, 
also  letztere  beide  von  der  Form 

6  (,_„')  +  „(„;-„■) 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Fläche,  welche  durch  den 
Fundamentalpunct^  geht  und  daselbst  die  Fundamentalebene  .45C 
zur  berührenden  hat,  ist  folglich: 

aA-^[b(v-v']  +  c[tü-w')-\B  +  [d{v~v']  +  e{w-v>']'\C 
+  [f{v-vJ  +  g{v-v'){w-w-)  +  h[w-wy]D, 
wo  noch  der  Gleichförmigkeit  vrillen  a  für  ^  geschrieben  ist. 

§.  107.  Die  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Ebene  ist  im 
Allgemeinen  von  doppelter  Beschaffenheit.  Um  diese  zu  untersuchen, 
wollen  wir  die  Fundamentalpyramide,  deren  Lage  stets  willkürlich 
ist,  so  gestellt  annehmen,  dass,  wie  zu  Ende  des  vorigen  §.,  ABO 
eine  Berührungs ebene  und  A  der  Berührungspunct  ist.  Da  nun 
gegenwärtig  bloss  der  bei  A  unmittelbar  gelegene  Theil  der  Fläche 
in  Betracht  kommt,  für  A  aber  b  =  sj'  und  w  =  w'  ist,  so  nehmen 
mr  v  —  v'  imd  w- — w'  als  unendlich  klein,  und  lassen  demzufolge 
im  letztgefundenen  Ausdrucke  der  Fläche  die  Buchstaben  a,  b,  ...,  h 
die  Constanten  selbst  bedeuten,  in  welche  die  vorhin  damit  bezeich- 
neten Functionen  für  v  ^=  v'  und  w  =  w'  übergehen.  Werden  jetzt, 
noch  grösserer  Kürze  willen,  die  Coefficienten  von  B  und  C,  jeder 
durch  a  dividirt,  zu  den  beiden  Veränderlichen  envählt  und  resp. 
gleich  (  und  u  gesetzt,  wo  daher  t  und  u  ebenfalls  nur  unendlich 
klein  zu  nehmen  sind,  so  reducirt  sich  der  Coefficient  von  Z)  auf 
die  Form 

it^  +  hUt-\-li'-, 
und  der  Ausdruck  wird 

A  +  tB  -{-  uü -^  [it'  +  kiu  -\-  ht']D. 

MäbiuB  Wttle  I.  0 
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Man  setze  nun: 

A^tB  +  tiC—  a  und  Q-\-{it^'\-ktu  +  lu'']D^P, 
so  ist  Q  ein  dem  Berühr ungspuncte  ^  in  der  Eerührungsebcne  ABC 
unendlich  nahe  Hegender  Pnnct,  und  P  ein  Punct  der  Fläche  selbst, 
der  von  Q  und  mithin  von  der  Berühr ungs ebene  um  eui  Unendlich- 
kleines  der  zweiten  Ordnung  nach  D  zu,  oder  von  D  abwärts  liegt, 
je  nachdem 

if-  -f-  ^(tu-\-  lu^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Hiernach  sind  im  Allgemeinen  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
nachdem  nämlich  das  Trinomium 

zwei  imaginäre  oder  reelle  Factoren  hat. 

Im  ersten  Falle,  wo  also  Ä'<;4j?,  behält  das  Trinomium  stets 
einerlei  Zeichen,  und  die  Fläche  ist  folglich  in  der  Nähe  des  Be- 
rührungspunctes  ganz  auf  einerlei  Seite  der  Berührungsebene  ent- 
halten. 

Im  zweiten  Falle,  wo  k^'^iil.  wechselt  das  Zeichen  des  Tri- 
nomiums,  und  die  Fläche  liegt  zum  Theil  auf  der  einen,  zum  Theil 
auf  der  anderen  Seite  der  Beriihrungsebene ,  wu'd  also  von  dieser 
zugleich  geschnitten.  Es  geschieht  dieses  in  zwei  durch  A  gehenden 
Linien,  wovon  man  die  Airsdrücke,  oder  vielmehr  die  Ausdrücke  für 
die  an  diese  Linien  durch  A  gelegten  Tangenten,  erhält,  wenn  man 
die  zwei  Factoren  des  Triuomiums  hiiiter einander  gleich  0  setzt. 
Durch  diese  zwei  Linien  wird  die  Berühr  ungs  ebene  um  A  herum  in 
vier  Theile  getheilt,  über  und  unter  welchen  die  Fläche  abwechselnd 
befindlich  ist. 

Als  Bei'jpiel  eine 
äie  eraengeude  Linie 
sich,  die  erzeugendu  L 
ihrer  Puncte  den  Kr 

achieiht.     Beide   Lini  T^ 

selbst  begriffen,   und  E  g 

in  dem  gedachten  Pu  dB 

ebene  in  diesem.  Pun         N  K 

dei'  Ase  zu     und  die  g 

abwärts  gekehrten  Se  F  F  zu 

einen    und    zmn  The  B  ruhn    g  g 

also  \on  letzterer  ges 

Au=!=!ei    diesen    z         H     p  B      h     ig    g 

eine  specielle   dritte  F  T 

miums  einander  gleich  sind,  also  /c'  =  iil  ist.    In  diesem  Falle  liegt 
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zwar  eben  so,  wie  im  ersten,  die  Fläche  nui-  auf  einer  Seite  der 
Ebene,  wcü  der  Coefficient  von  D  für  alle  Werthe  von  (  und  u 
einerlei  Zeichen  hat;  allein  die  Berührung  geschieht  nicht  bloss  in 
j4,  sondern  in  einer  durch  A  gehenden  Linie,  deren  Tangente,  wie 
im  zweiten  Falle,  durch  Nullaetaung  des  quadratischen  Trinomiums 
erhalten  wird.  —  Wenn  diese  Art  der  Berührung  nicht  bloss  au 
einzelnen  Stellen,  sondern  überall  auf  der  Fläche  stattfindet,  so  sind 
die  Berührungslinien  Gerade,  die  Fläche  selbst  aber  ist  einerlei  mit 
den  sogenannten  abwickelbaren,  wovon  der  Kegel  und  der  Cylinder 
besondere  Ai'ten  sind. 

§.  108.  Um  in  das  Wesen  der  Berührung  krummer  Flächen 
mit  Ebenen  eine  noch  vollkommenere  Einsicht  zu  erlangen,  wollen 
wir  uns  die  berührende  Ebene  parallel  mit  sich  fortbewegt  vorstellen, 
und  nun  die  Curve  betrachten,  in  welcher  sie  unmittelbar  vor  oder 
nach  der  Berührung  die  Fläche  schneidet.  Der  Ausdruck  für  diese 
Curve  muss  sich  offenbar  aus  dem  obigen  Ausdrucke  der  Fläche 
herleiten  lassen.  Indess  wird  die  Untersuchung  leichter  von  Statten 
gehen,  wenn  wk  an  der  Stolle  der  Fundamentalp unete  und  der 
barycentriachen  Ausdrücke  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten 
33,  y,  z  anwenden,  und  die  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
^1  J/i  ^  gegeben  sein  lassen. 

Sei  daher  die  Ebene  der  x,  y  die  berührende,  und  der  Anfangs- 
punct  der  Coordinaten  der  BeiTihrungspunct,  so  muss  s  eine  solche 
Function  von  x  und  y  sein,   dass  für  a;  =  0  und  j/  =  0  nicht  allein 

2,   sondern  auch  ^;—  und  ^j—  =  0  werden.   Durch  ähnliche  Schlüsse, 
ax  dt/ 

wie  in  §.  106  angewendet  wurden,  findet  sich  hiernach 

z  =  ax^  Arhxy  +  cf, 

wo  a,  &,  c  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  füi^  a:  =  0  vind  «/  ^  0 

endliche  Werthe  erhalten,  und  welche  Werthe  wir  jetzt,  wo  es  bloss 

auf  den  in  unmittelbai-er  Nahe   des   Berührungspunctes   befindlichen 

Theil  der  Curve  ankommt,  füi'  diese  Functionen  selbst  nehmen. 

Hieraus  fliesst  nun  zuerst,   eben  so  wie  im  vorigen  §.,   dass  die 

Berührung   nur    in    einem    Puncte    geschieht    und    die    Fläche    auf 

einerlei  Seite  der  Berührungs ebene  liegt,   oder   dass   die  Fläche  von 

der  Ebene  zugleich   geschnitten  wird,   oder  dass   sie  von  der  Ebene 

in   einer  Linie  berührt  wrird,   nachdem  1^  kleiner  oder  grösser   oder 


1  ferner  A  der   Anfangspuuct   der    Coordinaten    oder    der 
Beriihrungspunct,   und  werde  durch  einen  dem  A  in  der  Axe  der  z 
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iineiidlich  nahen  Punct  A'  eine  mit  der  Ebene  der  x,  y  piirallele 
Ebene  gelegt.  Die  Gleiohnng  für  dieselbe  ist,  wenn  wir  AÄ' =^  i 
setzen:  z^^i;  und  folglich  die  Gleichung  für  die  DurchschnittsHnie 
der  Ebene  mit  der  Fläche: 

Wir  schliessen  hieraus :  Die  Linie,  in  welcher  eine  krumme  Fläche 
von  einer  daran  gelegten  Berührungsebene  geschnitten  su  werden  an- 
fängt, wenn  diese  parallel  mit  sich  fortbeißegt  wird,  ist  im  Allgemeinen 
ein  Kegelschnitt,  welcher  {A'  d.  h.]  die  Proj'ection  des  Berükrungs- 
ptmctes  auf  die  schjieidende  Ebene  zum  Mittelpuncte  hat,  und  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ist  [nachdem  5*  <  oder  >4ßc,  d.  h.),  nach- 
dem die  Fläche  mit  der  berührenden  Ebene  bloss  den  Berührunffspunct 
gemein  hat,  oder  von  dieser  zugleich  geschnitten  wird. 

Nur  muss  im  ersten  Falle,  wo  das  Trinomium  ax'^  +  ..  für  alle 
Werthe  von  x  und  y  einerlei  Zeichen  hat,  die  Bewegung  der  Be- 
rähnangeebene  nach  der  Seite  zu  geschehen,  auf  welcher  *  das  näm- 
liche Zeichen  bekommt. 

Im  zweiten  Falle  wird  die  Ebene  sowohl  vor  als  nach  der  Be- 
rührung die  Fläche  schneiden.  Nimmt  man  dabei  an,  dass  die 
beidesmaligen  Durchs chnittapuncte  der  Ebene  mit  der  Äxe  der  z 
von  A  gleichweit  abstehen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Durch- 
sclinitte  mit  der  Fläche; 

ax^-\-bxy  +  cy^=i  und  ax'^  .]- hxy  +  cy'-=  —  i, 
also  die  Durchschnitte  selbst  zwei  Hyperbeln,  die,  wenn  man  sie  auf 
die  Ebene  der  x,  y  projicirt,  zwei  conjugirte  Hyperbeln  werden.    Die 
Gleichung  für  die  gemeinschaftlichen  Asymptoten  dieser  projicirten 
Hyperbeln  ist: 

ax'>-it-bxy^cy^=  0; 
folglich    sind    die    Asymptoten   zugleich    die    Linien,    in    denen    die 
Fläche  von  der  Berührungs ebene  geschnitten  wird. 

§.  109.  Die  betrachteten  Durchschnitte  einer  krummen  Fläche 
mit  einer  der  berührenden  unendlich  nahe  liegenden  Ebene  sind 
ganz  vorzüglich  geschickt  zur  Entwickelung  der  merkwürdigen  Sätze, 
welche  mcksichtlich  der  Krümmungshalbmesser  und  unendlich  naher 
Normalen  einer  Fläche  stattfinden.  Wiewohl  nun  eigentlich  von 
diesen  Gegenständen  hier  eben  so  wenig,  als  früher  bei  der  Lehre 
von  der  Berührung  krummer  Lmien,  die  Rede  sein  kann,  indem  der 
dabei  zum  Grunde  liegende  Begriff  des  rechten  Winkels,  so  wie  der 
Begriif  des  Verhältnisses  zweier  Winkel  überhaupt,  von  den  Unter- 
suchungen,  denen  die  vorliegende  Schrift  gewidmet  ist,   völlig  aus- 
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geschlossen  bleibt,  so  kann  ich  doch  nicht  umhin,  angesehen  die 
besondere  Anschaulichkeit,  welche  die  gedachten  Gegenstände  durch 
die  folgende  Dai-stellimgsart  gemnnen,  die  hier  vorgesteckten  Grenzen 
einmal  zu  überschreiten. 

Sei  [Fig.  26]  die  Ebene  des  Papiers  die  berührende,  und  in  der- 
selben A  der  Berührungspunct  und  PRQS  die  Projection  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Fläche  von  einer  mit 
der  berührenden  parallelen  und  ihr 
unendKch  nahen  Ebene  im  ersten 
Falle  geschnitten  wird.  Diese  Pro- 
jection  wird  eine  der  ersteren  gleiche 
Ellipse  und  A  ihr  Mittelpunct  sein. 
Der  gegenseitige  Abstand  der  beiden 
Ebenen  heisse  i,    wie    vorhin;    er   ist 

von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  die  Durchmesser  der  Ellipse  als 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden.  Sei 
nun  TA  U  die  Projection  irgend  einer  durch  den  Berühmngspunct 
A  auf  der  Fläche  gezogenen  CuiTe.  Der  innerhalb  der  Ellipse 
Hegende  Theil  dieser  Projection,  TU,  wird  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  der  Ellipse  als  geradlin^  angesehen  werden  können;  der 
Theil  der  Curve  seihst  aber,  welcher  dem  Theil  A  T  oder  A  U  der 
Projection  zugehört,  wu-d,  als  Kreisbogen  betrachtet,  das  noch  un- 
endlich kleinere  i  zu  seinem  Quersinus  haben.  Der  Krümmungs- 
halbmesser dieser  Curve  in  A  ist  daher  =  .  ,  also  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  proportional,  in  welchem  die  Ellipse  von 
der  Curve  geschnitten  wird. 

Aus  der  Natur  der  Ellipse  folgt  nun  sogleich,  dass  unter  allen 
den  Krümmungshalbmessern,  welche  die  auf  der  Fläche  durch  einen 
Punct  A  derselben  gezogenen  Curven  in  diesem  Puncte  A  haben, 
der  grösste  und  kleinste  zweien  Curven  angehören,  die  sich  in  A 
unter  rechten  "Winkeln  schneiden.  Es  sind  nämlich  diejenigen 
Curven,  welche  bei  A  mit  der  gi'ossen  und  kleinen  Axe  der  Ellipse, 
PQ  und  liS,  zusammenfallen. 

Man  setze  den  Winkel  FAT  =  tp,  so  sind,  PQ  und  und  MS 
zu  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  genommen, 
die  Coordinaten  von  T: 

AT  HOS  ff,    AT  sin  (p ; 
und  aus   der  bekannten  Gleichung  zwischen   diesen  Coordinaten   er- 
giebt  sich ; 

1      cos  9)*        sin  (p^ 

AT"—  -Jp^  "^  ÄW 
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Heissen  nun  die   Krümmimgshalbi 
TU  resp.  r,  r' ,  q,  so  verhalten  sich 

,.  ,/  .  Q=^AP^  -.AM'  -.AT^, 
und  die  vorige  Gleichung  wird: 


der  Curven  PQ,   P,.S, 


"y 


die  bekannte  Relation  zwischen  dem  gi-össten  r,  dem  kleinsten  r', 
und  irgend  einem  anderen  Krümmungshalbmesser  p,  dessen  Curve 
die  dem  grössten  zugehörige  unter  dem  Winkel  (p  schneidet. 

Werde  endlich  in  einem  beliebigen  Puncte  der  kleinen  Ellipse 
eine  Normale  auf  der  Fläche  eii-ichtet.  Da  die  Ellipse  in  der  Fläche 
selbst  Hegt,  so  wird  diese  Normale  auch  die  Peripherie  der  Ellipse 
unter  rechten  Winkeln  treifen,  und  folglich  die  rechtwinklige  Pro- 
tection der  Nonnale  auf  die  Berührungsebene  zugleich  eine  Normale 
der  auf  diese  Ebene  projicirten  Elhpse  sein,  wie  z.  B.  TN.  Die 
Normale  der  Fläche  in  dem  Berührungspuncte  steht  senkrecht  auf 
der  berührenden  Ebene,  und  ihre  rechtwinklige  Projection  ist  daher 
der  Punct  A  selbst.  Da  nun  imter  allen  Normalen  einer  Ellipse 
nur  diejenigen  auf  den  Mittelpunct  stossen,  welche  durch  die  End- 
puncte  der  grossen  und  kleinen  Axe  geführt  werden,  so  folgt,  dass, 
wenn  man  durch  einen  Punct  A  der  Fläche  eine  Normale  legt, 
unter  allen  anderen  unendlich  nahen  Normalen  nur  diejenigen  die 
erstere  schneiden,  welche  in  den  durch  A  gehenden  Curven  der 
gi'Össten  und  kleinsten  Krümmung  auf  der  Fläche  errichtet  werden. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  bei  dem  zweiten  Falle 
anstellen,  wo  die  Fläche  von  der  sie  berührenden  Ebene  zugleich 
geschnitten  wird.  Seien  wiederum 
(Fig.  27)  die  Ebene  des  Papiers  die 
berührende,  A  der  Berühriings- 
punct  und  KL,  MN  die  Durch- 
achnittslinien  der  Fläche  mit  der 
Berührungsebene.  Letztere  sind, 
wie  bereits  erinnert,  die  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  von  den 
Projectioneu  der  zwei  Hyperbeln, 
in  denen  die  sich  parallel  fort- 
bewegende ßerührungsebene  unmittelbar'  vor  und  nach  der  Berüh- 
rung die  Fläche  schneidet.  Seien  KPN ..  MQL,  KRM..NSL 
diese  Projectiouen,  von  denen  die  erstgre  der  über,  die  letztere  der 
unter  der  berührenden  Ebene  liegenden  Hyperbel,  in  dem  Abstände 
±i,    angehöre.     Alsdann  ist  klar,    dass  von    allen    auf   der  Fläche 
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durcli  A  gezogenen  Curven  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
3IAL,  KAN  liegen,  bei  A  ihre  hohle  Seite  und  Krümmungshalb- 
messer nach  oben,  und  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
KAM,  NAL  enthalten  sind,  ihre  hohle  Seite  und  Krümmunga- 
halbmeasei  nach  unten  zu  kehren-,  daas  folglich,  die  Krämmungs- 
halbmesaer  der  ersteren  Ciu-ven  positiv  gesetzt,  die  der  letzteren 
negativ,  dagegen  die  Krümmungshalbmesser  dei  Curven,  welche  mit 
den  Asymptoten  zusammenfallen,  unendlich  sind. 

Schneidet  eine  durch  A  gelegte  Curve  die  eine  der  beiden 
Hyperbeln  in  T,  so  ist  ihr  Ki-üramungshalbmesser,  absolut  genommen, 

=  -=-^,    und    mithin    desto    kleiner,    je    kleiner    der   Winkel   ist, 

vcelchen  die  Curve  mit  der  Hauptaxe  PQ  (oder  RS),  der  von  ihr 
geschnittenen  Hyperbel  macht.  Die  grösste  Ki-ümmung  haben  folg- 
lich unter  den  ihnen  zunächst  liegenden  diejenigen  zwei  Curven, 
welche  mit  den  Hauptaxen  selbst  zusammenfallen.  Sie  schneiden 
sich  daher  unter  rechten  Winkeln,  und  ihre  Krümmungshalbmesser 
haben  entgegengesetzte  Zeichen. 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Werthe  dieser  Krümmungshalb- 
messer von  PQ,  RS  durch  r,  r',  und  den  irgend  einer  anderen 
durch  A  gehenden  CmTe  TU,  welche  mit  PQ  euien  Winkel 
gleich  fp  macht,  durch  $,  so  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  ans  der 
Gleichung  für  die  Hyperbel,  wie  vorhin  aris  der  Gleichung  für  die 
Ellipse,  darthun,  dass 

e  r  r' 

Auch  erhellet  eben  so  wie  vorhin,  dass  unter  allen  Normalen, 
welche  durch  dem  A  unendlich  nahe  hegende  Puncte  der  Fläche 
geführt  werden,  nur  diejenigen  die  in  A  errichtete  Nonnale  schnei- 
den,  deren  Puncte  in  den  Curven  der  gi-össten  Krümmung  liegen. 

Was  zuletzt  den  Fall  betrifft,  wo 

ein  Quadrat  ist,  und  die  Fläche  von  der  Ebene  in  einer  Linie  be- 
rührt wird,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren,  dass, 
wenn  die  beinihrende  Ebene  nm  ein  Unendlichkleuies  der  zweiten 
Ordnung  nach  der  Seite,  wo  die  Fläche  liegt,  parallel  fortgeführt 
wird,  sie  die  Fläche  in  zwei  Parallellinien  schneidet,  welche  um  ein 
Unendlichkleinea  der  ersten  Ordnung  von  einander  abstehen,  und 
zwischen  welchen  der  Berührungspunct  mitten  inne  liegt.  Hieraus 
ist  weiter  zu  schliessen,  dass  unter  allen  Curven  durch  den  Be- 
i-ührungspunct  diejenige,   welche  mit  jenen  Parallelen   parallel  geht, 
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gar  keine  Krümmung,  diejenige  aber,  welche  die  Parallelen  recht- 
winklig schneidet,  die  grosste  Krümmung  hat,  —  dass,  wenn  man 
den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  gleich  r  setzt,  mit  Beibe- 
haltung der  vorigen  Bezeiclinungen 

1    cos  <p^ 

q  ~  r 
ist,  und  dasa  endlich  nur  diejenigen  Normalen  die  Normale  durch 
den  Bemhi-ungspunct  schneiden,  welche  durch  Puncte  der  Curve 
von  der  grössten  Krümmung  gezogen  werden,  die  Normalen  aber 
durch  Puncte  der  Curve  von  keiner  Krümmung  mit  der  gedachten 
Normale  parallel  laufen. 


Von  den  Flächen  der  zweiten  Ordnung. 

§.  110.  Der  in  §.  107  in  Betrachtung  gezogene  Ausdruck  der 
zweiten  Ordnung; 

A-\-tB-\-  uC'\-  {it^  +  htu  -I- lu')D 
ist,  wenn  t  und  u  nicht  bloss,  wie  dort,  unendlichklein,  sondern  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  genommen  werden,  der  Ausdruck  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne.  Der 
Beweis  dafür  wird  in  dem  folgenden  Capitel  (§.  134,1)  gegeben 
werden.  Diesen  aber  vorausgesetzt,  lassen  sich  schon  jetzt  die  Merk- 
male bestimmen,  aus  denen  die  Art  einer  solchen  Flache  erkannt 
werden  kann. 

Zu  diesem  Ende  haben  wir  fürs  erste  die  Coefficientensumme 
dos  Ausdrucks  näher  zu  untersuchen,  welche,  nach  it  geordnet  und 
mit  s  bezeichnet,  sich  also  schreiben  lässt; 

s  =  hj}  +  [kt -^  \.)u  +  it" -\- t -\-  1. 

So  wie  nun  allgemein 

«^ä  +  53:  +  ^  =  ™(«=  +  <f), 

wo 

v^tax-^rh  und  d  =  Aac  —  h'-, 
so  wird 

V  =  2hc-^Jit-\- 1 
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=  4/(*('+i+i)— (/c(4-3r 


=  {iil—.;c^)t^-\-2{^l^k]t 


w  =  2(4^7  — Ä']<  +  2(2/—Ä) 
s  =  4{iil—  k^){4:l—  1)  —  4{2l—  k)^ 


wo  0  und  w  lineare  Functionen  von  t  und  ?(  sind. 

Nun  gicbt  es  3  Hauptarten  von  Flächen  der  zweiten  Ordnung: 
das  Eilipsoid,  welches  auf  einen  endlichen  ßaum  beschränkt  ist, 
und  zwei,  sich  in  das  Unendliche  erstreckende,  Hyperboloide, 
das  elliptische  und  das  hyperbolische,  von  denen  das  erstere 
ganz  auf  einerlei  Seite  jeder  Beriihrungs ebene  liegt,  das  letztere 
aber  von  einer  solchen  zugleich  geschnitten  wird. 

Sind  die  Hyperboloide  zugleich  Revolutionsfiächen,  so  entsteht  das  ellip- 
tische durch  Umdrehung  einer  Hyperbel  um  die  Hauptaxe,  das  hyperbolisuhe 
durch  Umdrehung  um  die  zugeordnete  Axe. 

Die  durch  den  Ausdruck  dargesteUte  Fläche  ist  demnach  ein 
Eilipsoid,  wenn  s  niemals  gleich  0  werden  kann,  also  wenn  427  —  A' 
und  e  positiv  sind,  d.  h.  wenn 

487>^=  und  4il  —  7c^  —  i-i-k  —  l 
mit  l  und  folglich  auch  mit  i  einerlei  Zeichen  hat.     Denn  wegen 
4»7>i'  müssen  i  und  /  einerlei  Zeichen  haben. 

Die  Fläche  ist  zweitens  ein  elliptisches  Hyperboloid,  wenn  5  =  0 
werden  kann,  und  4!7>/«*  ist  (§,  107),  folglich  wenn  4»7>A'  ist, 
und 

das  entgegengesetzte  Zeichen  von  i  und  l  hat. 

Endlich  wird  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  sein, 
wenn  iil-^^/c^  ist,  raag  e  das  positive  oder  negative  Zeichen  haben. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

iil  —  k''  —  i^Ji  —  l=0, 
ist    die  Fläche    ein  Paraboloid,    irnd    zwar    wiederum   ein  ellip- 
tisches   oder    hyperbolisches,    nachdem   4j7^  oder  <C.k'^.     Bei 
ersterem  ist  daher  s  der  Summe  zweier  Quadrate   gleich   und  kann 
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nuv,  wenn  c  und  v)  zugleich  gleich  0  sind,  verschwinden,  so  dass 
sich  das  elliptische  Paraboloid  nur  nach  der  einzigen  durch  o  =  0 
und  w  =  0  bestimmten  Richtung  in  das  Unendliche  ausdehnt.  Eei 
dem  hyperboKschen  Paraboloid  wird  s  der  Differenz  zweier  Quadrate 
gleich,  fo^lich  in  zwei  Factoren  auflösbar,  und  kann  daher  für  un- 
endlich viel  zusammengehörige  Werthe  der  Veränderlichen  gleich  null 
werden. 

Ein  noch  speciellerer  Fall  ist  der,  wo 
iil  —  B  =  0, 
und  mithin  die  Berührung  in  einer  geraden  Linie  geschieht.    In  der 


V  =  2lu  +  kt, 
und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf 

gehört  also  einer  Kegelfläche  an,  deren  leitende  Linie 

ilA  +  2vC  +  v^D  =  lA  +  xO  +  s:^D,  für  v  =  2.v, 
und  deren  Spitze  21B  —  kC  ist. 

Wenn  endhch  nicht  nur  4il^7c^,  sondern  auch 
ia  —  k'  —  i  +  k  —  l=() 
ist,  so  findet  sich 

und  die  Spitze  jener  Kegelflache  wird  ^B- — C,  also  unendlich 
entfernt;  d.  h.  der  vorige  Kegel  geht  m  einen  Cylinder  über, 
dessen  leitende  Linie  dieselbe  ist,  wie  die  des  Kegels,  und  dessen 
erzeugende  Linie  sich  parallel  mit  der  JFundamentalhnie  B  C  bewegt. 

§.  111.  Der  Ausdruck  für  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung; 
A  +  tB  +  tiO+(it^  +  ktu  +  lu^)  D 
lässt  sich  in  dem  Falle,  wo  der  trinoraische  Coefficient  von  D  in 
zwei  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  und  mithin  die  zi^ehörige 
Fläche  ein  hypcrbohsches  Hyperboloid  ist,  auf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen.     Denn  seien  diese  Factoren: 

it  +  au  =  x,   i-\-bu  =  !/, 
also 

so  kann  man  umgekehrt  t  und  tf  als  hneäre  Functionen  von  x  und 
y  darstellen,  und  der  Ausdruck  wird,  wenn  man  x  und  y  als  Ver- 
änderliche einführt,  die  Form  erhalten: 

A  +  i'^:r.  -j-  dy)B  +  {ex  +fy)C+  xyD. 
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Wird  nun  noch 

cB  +  eC=  ßB  und   dB  +fO  =  7 C 

gesetzt,   und  nimmt  man  B,,  C,  statt  B,   C  zu  Fundamentalpunctün, 

so  kommt  dei'  Ausdruck: 

A  +  ß X B,-\-  '/y  C',+  xy D , 

oder    noch   etwas    einfacher,    wenn    man    für  x   und  y,     -^    und    — 

t  , 

schreibt,   -r—  ^=  d  setzt,   und  an  B  und  C  die  nicht  mehr  nÖthigen 

ßy  ° 

Accento  weglässt: 

1)  A  +  xB  +  yC-\-dxijD. 

Die  berührende  Fundamental  ebene  und  der  Berühruiigspunct  A 
sind  hierbei  unverändert  geblieben;  dagegen  sind  die  jetzigen  Funda- 
mentalHnien  AB  und  AC  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Fläche 
von  der  an  A  gelegten  Berührungsebene  geschnitten  wird,  Denn 
für  y  :=■  a  reducirt  sich  der  Ausdruck  aiif  A  -\-  xB,  und  für  x  ^  0 
auf  A-\-yC.  Die  zwei  Durchschnitte  der  Fläche  mit  der  Be- 
mhrnngs ebene  in  A  sind  folghch  Gerade. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  Berühmngsebene. 
Denn  seien  für  irgend  einen  Punct  der  Fläche :  x  ^  x',  y  ^  y'\  so 
kommt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche  das  einemal  x  =  x' 
setzt,  und  y  als  Veränderliche  beibehält,  das  anderemal  y  :=y'  setzt, 
und  X  verändeiKch  läast: 

1)  A  +  x'B  +  yC  +  äx'yD, 

2)  A  +  xB  +y'C+dy'xD, 

die  Ansdiücke  zweier  durch  jenen  Punct  gehender  und  in  der  Fläche 
selbst  liegender  gerader  Linien.  Da  nun  die  Ebene  durch  die 
Tangenten,  welche  an  zwei  auf  einer  Fläche  gezogene  Linien  in 
ihrem  Durchschnittapuncte  gelegt  werden,  die  Berühiungsebene  der 
Fläche  in  diesem  Puncte  ist,  eine  Gerade  aber  in  jedem  ihrer  Puncte 
sich  selbst  zur  Tangente  hat,  so  wird  die  durch  die  Geraden  ]]  und 
2)  gelegte  Ebene  die  berührende  in  jenem  Puncte  sein,  und  mithin 
die  Fläche  in  diesen  zwei  Geraden  schneiden*). 


*i  In  der  Ttat  findet  sich  auch  nach  §.  105  der  Ausdruck  der  Berührungs- 
ebene in  dem  Puncte,  für  welchen  x  =  x'  und  y  =  y'  ist: 

A  +  {x'+  V)  B  +  (^'+  v,)C+d-  \xy+  j-'t.  +  x'v>)  D , 
oder  einfacher,  wenn  man  j-'+u,    y'-\-v!  zu  den  Veränderlichen  nimmt  und  gleich 
X,  y  setzt: 

A+xB  +  yC+ä{y'x  +  x'y -=>''/)  D, 
ein  AuEdrneli,  der  sich  für  x  =  x'  auf  1),  und  für  y  =  y'  auf  2}  reducirt. 
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Durch  jeden  Punct  des  hyperhoUsoken  Hypm-hohids  können  also 
zwei  in  der  Mäche  selbst  liegende  Gerade  gezogen  werden.  Alle  diese 
Geraden  aher  bilden  zwei  Systeme  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede 
Gerade  des  einen  Systems  jede  Gerade  des  aperen  schneidet.  Das 
Hyperboloid  kann  daher  immer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden, 
und  zwar  auf  doppelte  Weise,  erzeugt  werden. 

Aber  auch  umgekehrt:  Hat  man  drei  Gerade,  von  denen  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird  eine  vierte  Gerade,  dergestalt  be- 
wegt, dass  sie  die  drei  ersteren  fortwährend  schneidet,  ein  hyperbo- 
lisches Hyperboloid  erzeugen. 

Denn  seien  AB  und  CD  zwei  Jener  drei  Geraden,  Eine  sie 
schneidende  Gerade  hat  den  Ausdruck  (§.  56,1,1); 

[Ä]  mxA  +  xB  +  nC  +  I>, 

WO  m  und  n  noch  unbestimmte  Constanten  sind,  die  wir  jetzt  so 
bestimmen  wollen,  dass  die  Gerade  {A)  durch  einen  bestimmten 
Punct  P  der  Geraden 

{B)  {a  +  a'y)A  +  [b  +  b'y)B  +  yC-\-D 

gehe.  Für  den  bestimmten  Werth,  den  die  Veränderliche  y  im  Aus- 
drucke [B]  für  P  hat,  muas  daher  sein: 

n  =  y,    mx  =  a-\-  a'y,    x  =  b  +  h'y, 
also 

^  ^  <*  +  «v 

b  -\-  b'y' 

Substituirt  man  diese  Werthe  für  m  und  n  im  Ausdrucke  {Aj, 
und  nimmt,  der  Einfachheit  willen,  statt  x  eine  andere  Veränder- 
hche  z,  so  dass 

«  =  (6  +  Vy)z, 
so  erhält  man  den  Ausdruck   für  die  gesuchte  Gerade,   welche  AB 
und  CD  schneidet  und  durch  P  geht: 

[a-{^a'y]zA^  [b  +  b'y)tB  +  j/O-H  ß. 

Lässt  man  nun  y  nicht  mehr  einen  bestimmten  Werth  haben, 
sondern  veränderhch  sein,  so  umfasst  der  gefundene  Ausdruck  alle 
durch  AB,  CD  und  [B]  zugleich  gehenden  Geraden,  ist  folglich 
der  Ausdruck  der  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt  wird,  deren  leitende  Linien  die  drei  Geraden  AB,  CD  und 
[B]  sind. 

Es  reducirt  sich  aber  der  Ausdruck,  wenn  man  Z),  C,  aA-^-bB 
und  a'A  +  b'B  zu  Fundamentalp uncten  nimmt,  auf  die  Form  des 
Ausdrucks  I) ;  mithin  ist  die  ihm  zugehör^e  Fläche  ein  hyperbo- 
lisches Hyperboloid. 
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§.  112-  Das  hypertolische  Paraboloid  ist  als  eine  besondere 
Ai-t  des  hyperbolischen  Hyperboloids  zu  betrachten,  indem  ersteies 
aus  letzterem  entsteht,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  im  Aus- 
drucke des  letzteren  in  zwei  Factoren  auflösbar  wird,  aiso  bei  dem 
vereinfachten  Ausdrucke  I] ,  wenn  i5  ^  1  wird.  Der  Ausdruck  für 
das  hyperbolische  Paraboloid  ist  daher: 

11)  A  +  xB  +  yC-^xyD. 

Auch  bei  dieser  Fläche  lassen  sich  durch  jeden  ihrer  Puncte 
zwei  in  ihr  selbst  begriffene  Gerade  ziehen ; 

A^zB  +  y'C+y'xD, 
A  +  x'B  +  yC  +  x'yD. 
Die    erstere    derselben    schneidet    die    Fundamentallinien    AC    und 
BD,    und  liegt  in   einer    mit  AB  und   CD   parallelen  Ebene;    die 
letztere  schneidet  AB  und   CD,   und  liegt  in  einer  Ebene,  welche 
mit  AC  und  BD  parallel  ist.     Vergl.  §.  56  zu  Ende. 

Das  hyperholische  Paraboloid  enthält  demnach  zwei  Systeme  ge- 
rader Linien  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  bei  dem  Hyperboloid, 
nur  mit  dem  Zusätze,  dass  die  Geraden  eines  jeden  Syst-ems  mit  einer 
Ebene  parallel  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  sie 
drei  mit  einer  Ebene  parallele  {zum  arideren  System  gehörige)  Gei-ade 
schneiden. 

Dass  auch  umgekehrt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  immer  er- 
zeugt werde,  wenn  eine  Gerade  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel 
bewegt  wird,  und  dabei  durch  zwei  gegebene  Gerade  geht,  odei-  wenn 
sie  drei)  mit  einer  und  derselben  Ebene  parallele  Gerade  zu  leitenden 
Linien  hat,  wird  man  leicht  selbst  finden. 

Aus  diesen  Eigenschaften  des  hyperbohschen  Hyperboloids  und 
hyperbolischen  Paraboloids  ziehen  wir  zum  Schlüsse  noch  den  Satz: 

Hat  man  drei  Gerade  a,  b,  c,  von  denen  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen,  und  vier  oder  mehrere  andere  Gej'ade  a,  ß,  y,  d,  ..., 
deren  jede  von  a,  h,  c  zugleich  geschnitten  wird,  so  wird  jede  Gerade 
d,  welche  von  den  Geraden  a,  ß,  y,  S,  ...  irgend  drei  «,  ß,  y  schneidet, 
auch  alle  übn'gen  S,  ...  schneiden.  —  Sind  dabei  a,  b,  c  mit  einer 
Ebene  parallel,  so  wird  mit  derselben  Ebene  auch  d  parallel  laufen, 
und  die  Geraden  a,  ß,  y,  ä,  ...  werden  ebenfalls  mit  einer  Ebene 
parallel  sein. 
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Von  abwickelbaren  Fläclieu. 

§.  113.     Der  Ausdmck 

ist,  ■wenn  p,  q,  r,  s  constant  und  v  veränderlich  genommen  weiden, 
der  allgemeine  Ausdi-uck  einer  geraden  Linie  (§.  47).  Lässt  man 
aber  p,  q,  r,  s  beliebige  Functionen  einer  zweiten,  von  v  nnabliän- 
gigen  Veränderlichen  w  sein,  so  wird  {A)  der  allgemeine  Ausdruck 
einer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugten  Fläche.  Vergl, 
§.101. 

Der  obige  Ausdruck  für  das  hyperbohsche  Hyperboloid  giebt 
hierzu  ein  Beispiel  ab.  Für  diese  Fläche  sind  p,  q,  r,  s  lineare 
Functionen  von  zc,  und  folglich  der  Ausdi'uck  {A)  auch  dann  einer 
Geraden  angeliörig,  wenn  v  constant  und  w  veränderlich  genommen 
wird;  daher  diese  Fläche  auf  doppelte  Weise  von  einer  Geraden 
beschrieben  werden  kann.  Auch  sieht  mau  leicht,  wie  dann  der 
Ausdruck  (A)  durch  Annahme  anderer  Fundamentalpuncte  auf  die 
einfache  Form  I)  in  §.  111  sich  zuiHickführen  lässt, 

§,  114.     Die  bei  Erzeugung  der  Fläche  (^1)  auf  die  Gerade 
{pv  +  q)A  +  {rv  +  s)B  +  vG  +  D 
nächstfolgende  Gerade  ist: 

[ip  +  Ap)x  +  q  +  d?]^  +  [(?■  +  d»>  +  s  +  ds]_B  ^xG^B. 
Zwei  solcher  nächstfolgender  Geraden  schneiden  im  Allgemeinen 
einander  nicht.     Geschieht  dieses  aber  irgend  einmal,    so  hat  man 
für  den  Durch schnittpunct  (§.  48)  !)  =  »;,  und; 

odjö-t-dj  =  0,     ud?-4-ds  =  0, 
also 

d^  ;  d(^  =^  dr  :  ds, 

woraiis  sich  die  dem  Durchsclinitte  zugehörigen  Werthe  von  v  und 
w  bestimmen  lassen. 

Sollen  daher  stets  je  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  der  er- 
zengenden Linie  einander  schneiden,  oder  überhaupt  in  einer  Ebene 
liegen,  so  muss,  unabhängig  von  einem  bestimmten  Werthe  für  w, 
zwischen  den  Differentialen  der  vier  Functionen  p,  q,  r,  s  eine  geo- 
metnsche  Proportion  stattfinden. 

In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  ganze  Fläche  aus  ebenen 
Elementen  zusammengesetzt  vorstellen,  welche  von  unbegrenzter 
Länge,    aber  unendlich  kleiner  Breite   sind    und    mit  ihren    langen 
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Seiten  an  einander  grenzen.  Denkt  man  sich  das  erste  dieser  Ele- 
mente nni  seine  gerade  Durchschnittslinie  mit  dem  zweiten  gedreht, 
bis  es  in  die  Ehene  des  zweiten  fallt;  hierauf  die  zwei  ersten  Ele- 
mente zusammen  um  den  Durchschnitt  des  zweiten  und  dritten,  bis 
sie  in  die  Ebene  des  dritten  fallen,  u.  s.  w. :  so  wird  die  Fläche  nach 
und  nach  abgewickelt  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet.  Man  nennt 
daher  Flächen  dieser  Art  abwickelbare  Flächen. 

Um  den  allgemeinen  Ausdruck  derselben  zu  erhalten,  setze  man 
zufolge  der  obigen  Proportion; 

dp  __  dq 

d^~  d^^^' 
und  es  wird 

p=fzdr,     q=/zds; 
folglich  wenn  man  diese  Integrale  für  p  und  q  in  dem  Ausdrucke  (A) 
substituirt; 

I)       (v/!ir+/!:is]A  +  lr,  +  ,)B  +  vC+D, 
WO  }■,  s,  z  beliebige  Functionen  der  VeränderKchen  vj  sind. 

§.  115.  Der  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche  lässt  sich 
noch  unter  einigen  anderen  Formen  darstellen,  die  sowohl  durch 
geometrische  Betrachtungen,  als  auch  durch  anajytische  Umformungen 
des  Ausdrucks  I)  gefunden  werden  können. 

Zuerst  kann  man  sich  alle  die  verschiedenen  Ebenen,  in  welchen 
die  ebenen  Elemente  der  Fläche  enthalten  sind,  als  die  Lagen  einer 
nach  einem  gewissen  Gesetze  bewegten  Ebene  denken,  und  mithin 
die  Lagen  der  erzeugenden  Linie  als  die  Durchschnitte  je  zweier 
nächstfolgenden  Lagen  der  bewegten  Ebene  ansehen. 

Sei  nun  der  Ausdruck  dieser  Ebene  (§.  51); 
[B)  {u-\-tx-ir^y)A-\-yB-\-xC^D, 

wo  t,  u,  z  für  dieselbe  Ebene  constant,  von  einer  zur  anderen  aber 
veränderlich  sind.  Nimmt  man  daher  t,  u,  z  als  behebige  Functionen 
einer  Veränderlichen  v>,  so  ist  die  nächstfolgende  Ebene; 

lu^du^{t  +  di)x-^{z-^dz)y\A^yB^xC^D, 
und  für  den  Durchschnitt  derselben  mit  der  vorigen  [§.  53); 
du  -^xdt  -\-  ydz  =  0. 

Hiermit  das  y  aus  dem  einen  oder  anderen  Ausdrucke  eüminu-t, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  oder  der  erzeugen- 
den Geraden,  also  auch  der  erzeugten  abwickelbaren  Fläche; 


n)  u  +  iä,-.  ,-  +  »j 


-(£+4:)^+«^+^- 
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Man  bemerke  dabei  noch,  dass  die  Ebene  {B)  in  jeder  ihrer 
Lagen  die  Fläche  11]  berührt,  und  die  Fläche  selbst  die  einhüllende 
Fläche  des  von  der  Ebene  durchlaufenen  Raums  ist. 

§.  116,  Alle  die  Puncte,  in  denen  sich  je  zwei  nächstfolgende 
Lagen  der  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugenden  geraden  Linie 
schneiden,  bilden  eine  Linie  von  doppelter  Ki'ümmung,  die  soge- 
nannte Wendungscurve  der  Fläche  (arSte  de  rebroussement),  von 
welcher  die  Geraden  selbst  die  Tangenten  sind.  Denn  in  jeder 
dieser  Geraden  liegen  zwei  auf  einander  fönende  Puncte  der  Cnrve, 
der  eine,  in  welchem  die  Gerade  von  der  nächst  vorhergeh  enden,  der 
andere,  in  welchem  sie  von  der  nächstfolgenden  Geraden  geschnitten 
wird.  Man  kann  sich  daher  eine  abwickelbare  Fläche  auch  durch 
Fortbewegung  einer  Tangente  an  einer  Linie  von  doppelter  KJrüm- 
mung  erzeugt  vorstellen  und  dadurch  noch  auf  folgende  Weise  zu 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  dieser  Flächen  gelangen. 

Sei  der  Ausdruck  der  Wendungscurve 
(C)  tA  +  uB-\-zC+D, 

wo  t,  u,  X  beliebige  Functionen  einer  Veränderlichen  w,  folglich  auch 
t  und  M  Functionen  von  s  sind.  Hiernach  ist  für  ein  bestimmtes 
z  der  Ausdruck  der  an  die  Curve  gelegten  Tangente; 

III)    (;  +  j,|y)^+(»  +  ä,?i)_B  +  (.  +  »)6'+2), 

und  dieser  folglich  der  Ausdinick  einer  abwickelbaren  Fläche,  sobald 
man  nächst  z  auch  x  veränderlich  nimmt. 

§.  117.  Ich  wül  nun  noch  zeigen,  wie  sich  die  Ausdrücke  II) 
und  III)  aus  I)  auch  durch  analytische  Operationen  ableiten  lassen. 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 


p  ^J'zAr  =  zr  — fT<\s  = 


dz 


rj=fzAs=z.-ßüz  =  -z^  +  u. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdrucke  I)  giebt  aber 
den  Ausdruck  II). 
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Weil  es  ferner  mu^  darauf  ankommt,  dass  die  Diffei'eiitiale  der 
vier  Functionen  p,  q,  r,  s  in  einer  geometrischen  Proportion  stehen, 
so  muss,  wenn  der  Ausdruck 

{pv  +  q)A  +  {rv  +  s]B  +  .. 
einer   abwickelbaren  Fläche  angehört,    dasselbe    auch    mit   dem  A\is- 
drucke 

{p+rr>)A  +  iq  +  sv)B+vC+I) 
der  Fall   sein,     Suhstituirt  man  nun  im  letzteren  Ausdrucke  die  für 
p,  q,  r,  s  bemerkten  Werthc,  so  kommt: 

welcher  Ausdruck  sich  auf  III)  reducirt,  wenn  mau  z  -{-v  statt  v  zur 
Veränderlichen  nimmt,  und  hierauf  3  negativ  setzt. 


Neuntes  Capitel. 

Verwandlung  barycentrischer  Ausdrücke 

iu  Grleiehungen  zwischen  parallelen  Coordinaten 

und  umgekehrt. 


§.  118.  Aufgabe.  Von  den  Puncten  A,  B,  0,  D,  ..  sind  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen  X,  Y,  Z  die  Coordi- 
naten gegeben.  In  Bezug  auf  dasselbe  Axensystem  die  CoortUnaten 
des  Punctes 

P  =  pA  +  qB-lrrC+sD  +  ... 
zu  finden. 

Auflösung.  Ileissen  die  gegebenen  Coordinaten  von  A,  B,  G,  ... 
resp. :  «,  a',  «";  5,  h',  h";  c,  c',  c";  u.  s.  w.,  und  die  von  P  gesuchten : 
X,  y,  z.     Nim  bedeutet  nach  §.  13  und  §.  8  der  Ausdnick 

P~pA  +  qB  +  ... 

nichts  anderes,  als  dass,  wenn  man  durch  die  Puncte  P,  A,  B,  C,  ... 

nach    einer  beliebigen  Richtung   Parallelen  zieht,    und   diese   durch 

eine  willkürlich  gelegte  Ebene  in  P',  A',  B',   C,  ...  achneidet, 

p  .  AA'+  q  .  BB  +  r.CC'+  ..^{p^<j  +  r  +  .  )PP' 
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ist.  Man  gebe  daher  erstlich  den  Parallelen  die  Richtung  der  Axo  X, 
und  nehme  zu  der  schneidenden  Ebene  die  Ebene  YZ,  so  sind  jene 
Absclinitte  die  mit  X  parallelen  Coordinaten  selbst,  also  AA'=:  a, 
BB'=  h,   GG'=  c,  n.  s.  w.,  und  PP'=  x,  folglich 

pa  +  qh  +  rc  +  ...  =  [p-i-q  +  r-i-  ...)x 
und 

^  pa  +  gl  +?-c  +  ... 
p-\^q  +  r+... 
Auf  eben  die  Art  findet  sich,  wenn  man  die  Parallelen  parallel 
mit   der   Axe   Y  oder   Z  nimmt,    und    zur   schneidenden  Ebene   die 
Ebene  ZX  oder  XF  wählt: 

^  j)«'+gi'-|-rc'+...       ^  ^ pä'+  <?5"+rc"+  -..  _ 
^~     i)  +  5  + ?■  +  ■■■     '  p-\-q^r-\-  ... 

§.  119.  Zusatz.  Sind  die  Puncte  A,  B,  C,  ...  und  mithin 
auch  P  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  so  hat  man,  wenn 
diese  Ebene  2ur  Ebene  XY  genommen  wird,  a",  h",  c",  ...  2^=0, 
vmd  der  Punct  P  ist  schon  durch  die  Coordinaten 

^  pa  +  qi+rc-Jr...  ^  pg'-^  gh'+ rc'+ ... 

"i>  +  5  +  '-+--     '     ^  p'\-q  +  r+... 

bestimmt. 

Liegen  aber  sammtliche  Puncte  in  einer  geraden  Linie,  und 
nimmt  man  dieselbe  zur  Axe  X,  so  sind  nicht  nur  «",  b",  c",  ..., 
z^=0,  sondern  auch  a',  h' ,  c' ,  ...,  ?/ ==  0,  und  P  wird  allein  durch 
die  Gleichung 

_  pa  +  ql  +  rc-^  ... 


p  +  q+r+... 
gefunden,  wo  a,  h,  c,  . . .,  x  die  Abstände  der  Puncte  A,  B,  C,  ...,  P 
von  einem  in  der  Linie  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  bezeichnen. 

§.  120.  Aufgabe.  Ein  Punct  P  in  einer  geraden  Linie  ist 
durch  seinen  Abstand  x  von  einem  behebigen  Anfangapuncte  der 
Linie  gegeben.  Den  Ausdmck  von  P  in  Bezug  auf  zwei,  in  der- 
selben Linie  enthaltene  und  durch  ihre  Abstände  a,  b  vom  / 
puncte  ebenfalls  gegebene  Fundamentalpuncte  A,  B  zu  finden. 
Auflösung.     Man  setze 

P  =  pA  +  qB, 
so  ist  nach  dem  Vorigen.; 

^  ^  pa-\-qh 
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c.i,. 

9.    Verwandlung  baryccntriachcr  Angdrücke. 

folglich 

imd 

p{x~a)  +  q{i~b)  =  0, 

folglich 

P={i:~h]A  —  l:t  —  a)B. 

§. 

121. 

Zu 

fitze.     «)  Weil 
AP  =  s:  —  a  und  BP=^x  —  h, 

SO  verliält  sich 

AP  :  PB  =  ^^a:—{x~b), 
woraus  nach  §.  22,  h  derselbe  Ausdruck  für  P  hei'voi-gelit. 

b)  Nimmt  man  den  einen  der  beiden  F  und  amen  talpuncte,  z.  B. 
B,  selbst  zum  Anfangspuncte ,  so  ist  i=^0,  a  =  BA,  und  die 
Pormeln  werden: 

p  .  BA  ^1  ^ 

~f+Y'    ^''^~BÄ  B2' 


I) 


§.  122.  Aufgabe.  Von  einem  Puncte  P  in  einer  Ebene  und 
von  drei  in  dei-selben  liegenden  Fundamen talpun et on  A,  B,  C  seien 
die  Coordinaten  auf  ein  beliebiges  in  der  Ebene  enthaltenes  System 
zweier  Axen  bezogen:  x,  y;  a,  «';  h,  V ;  c.  c' .  Den  Ausdruck  von 
P  durch  A,  B,    C  zu  finden. 

Auflosung.     Man  setze 

P^pA  +  qB-\-rC, 
so  ist  nach  §.  119: 

piy-a']-\~q{p~b']+r{^-o']  =  0. 
Hieraus  folgt: 

p:q:rr=  [x—b){y  —  c']  —  {x  —  c][y  —  b') 

[x-c){y-a-)-{x-a){y-c'):{z-a)[y^l')^{x-b)[y^a), 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  diese  den  p,  q,  r  proportionalen  Grössen 

in   dem   für   P  angenommenen    Ausdrucke   pA-\-qB-\~rC'  zu   aub- 

stituiron. 

§.  1.23.  Zusätze,  a)  Es  ist  in  §.23  bemesen  worden,  daas 
die  Coefficienten  p,  q,  r  den  Dreiecken  PBC,  PCA,  PAB  pro- 
portional sind.  Dasselbe  zeigt  sich  auch  hier,  indem  durch  die  dem 
pi  proportionale  Grösse ;  {x  —  b){y  —  o')  —  {x  —  c)  (y  —  b') ,  wenn  die 
Axen  eich  rechtwink%  schneiden,  das  Doppelte  des  Dreiecks  PBC 
ausgedrückt  wird.    Schneiden  sich  nber  die  Axen  unter  irgend  einem 
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anderen  Winkci,    so   ist   jene   Grösse   dem  Doppelten  des  Dreiecks 
PBC,  dividirt  dLircli  den  Sinus  des  Axenwinkels,  gleich. 

b)  Um  die  Formeln  einfacher,  und  dadurch  zu  den  künftigen 
Anwendungen  geschickter  zu  machen,  wollen  wir  zwei  der  drei 
FundamentaUinien  selbst,  z.  B,  CA  und  OB.  zu  den  Äxen  X  und 
Y  nehmen.  Alsdann  sind:  c,  c',  a',  5  =^  0,  ß  =  GÄ,  h'  =  CB,  und 
es  werden: 

^^,  p.CA  q.  CB 

p  +  S  +  r'      -^         pJ^q-\-r' 
s;  y        .  ^  y 

^  ''  '^  '  ''' ~  TFÄ 'cB  '         02^  ob' 

c)  Ohne  zu  der  eigentlichen  Bedeutung  eines  barycen Irischen 
Ausdrucks  zurückzukehren,  kann  man  diese  letzteren  Formeln  auch 
folgenderg estalt  herleiten.  —  Man  lege  durch  P  eine  Parallele  mit 
CB,  welche  CA  in  M  schneide;  so  ist  CM=  x,  und  es  verhält  sich; 

CM :  CA  =  x:  CA=r.  CMB  :  CA  B 
(§.  18,^.). 

Weil  aber  M  iind  P  in  einer  Parallele  mit  CB  liegen,  so  ist 
CMB  =  CPB  =  PBC,   und  daher 

x:  CA  =  PBC:ABC  =  p:p  +  q  +  r 
{§.  23). 

Eben  so  findet  sich,  wenn  man  durch  P  eine  Parallele  mit  CA. 
legt,   der  obige  Werth  für  die  Coordinate  y. 

§.  124.  Aufgabe.  Ein  Punct  P  im  Eaume  ist  durch  drei 
Coordinaten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen 
gegeben;  eben  so  vier  Fundame ntalpunc te  ^,  B,  C,  D  in  Bezug  auf 
dasselbe  System  durch  ihre  Coordinaten:  ß,  a',  «";  h,  b' ,  V \  c,  c' ,  c"; 
d,  d",  (f.  Den  Ätisdruck  von  P  durch  A,  B,  C,  D  zu  finden. 
Auflösung.     Man  setze 

P=pA  +  qB  +  rC-\-sn, 
so  ist  nach  §.  IIS: 

p{x~  a)+q{x-  b)  -Hr(,^-  c)^s{x~  d)  =  0, 
?  (y  —  «')  +  ?(?/  —  i')  +  r{y  —  c')  +  s{y  —  d']  =  0, 
p{z-a")  +  q{z-b")  +  r{z-e"}  +  s{z-d!']  =  0, 
woraus  sich  das  gegenseitige   Verhältniss  von  p,  q,  r,  s    bestimmen 
lässt.    Bezeichnet  man  nämlich  mit  [bcd]  eine  Function,  die  eben  so 
aus  z  —  b,  x  —  c,  X  —  d,  y^V,   ...  zusammengesetzt  ist,   als  es  in 
§.  50,«  bei   einer  ganz  ähnlichen  Rechnung,   [hcd)   aus  h,   c,  d,  b' , 
o',  ...  war,  n.  s,  w.;  so  verhalten  sich: 

p  :  q  :  r  :  s  =  [bcd]  :  —  [cda]  ;  [dah]  :  —  [abc]. 
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§.  125.  Zusätze,  a)  Nach  §.  25  verhalten  sich  die  Coefii- 
cieiiten  p  :  q  :  r  :  s  wie  die  Pyramiden 

PBCB  -.—PCDA  ■  PDAB  -.—PABG. 
Uebereinstimmend  damit  ist  hier  die  Function  [hcd]  bei  einem  recht- 
winkligen Axensystem  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  PBCD  gleich; 
bei  einem  schiefwinkligen  aber  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  PB  CD, 
dividirt  durch  das  Product  aus  dem  Sinus  des  Winkels  irgend  zweier 
der  drei  Axen  in  den  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  dritte  Axe 
mit  der  Ebene  der  beiden  ersteren  bildet*). 

i)  Zu  ganz  einfachen  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  drei  der 
Fundamentallinien,  z.  B.  DA,  DB,  DC,  zu  den  Axen  X,  Y,  Z 
nimmt.  Hierdui'ch  werden;  d,  d',  d",  a',  «",  h,  b",  c,  c'=0, 
a  =  DA,  ö'=  DB,  c"=  DO,  und  es  ergiebt  sich: 

'  "^        p'+q  +  r  +  s'^       p  +  g  +  r  +  s-^       p  +  q^r  +  s' 

X  1/  ^      .    I  ^     __  _J[ f_ 

p  :  q  :  r  :  s  ~  ^-^  :   ^^  :   -^  :       —  jy^  —  Jjß  ~  DC' 

c)  Man  lege  durch  P  eine  Ebene  parallel  mit  BCD,  welche 
DA  in  M  schneide,  so  ist  DM=  x,  und  es  verhält  sich: 

DM    DA^x:  DA=^DMBC:  DABO 
(§.  20,  b). 

Es  liegen  aber  P  und  M  in  einer  mit  B  OD  parallelen  Ebene ; 
folglich  ist  BMOB  =  DPBC,  und 

x:  DA  =  PBOD  :  ABCD  =  p  ;^  +  y -j- ?■ -f  s 
[§.  25) ,   wie  vorhin.     Auf  eben  die  Art  lassen  sich  auch  die  Wertlie 
von  y  und  z   unabhängig    von   den  allgemeinen   Formeln  in  §.  118 
linden, 

§.  126.  Sämmtlichc  Formehi,  durch  welche  die  barycentrische 
Bestimmungsart  eines  Punctes  auf  die  gewöhnliche  Bestimmung 
durch  Coordinaten  reducirt  wird,  lassen  sich  noch  etwas  einfacher 
darstellen,  wenn  man  zuvor  jeden  Coefficienten  des  Ausdrucks  durch 


*)    Dieses  Pioduct  kann  w    d  Is   d      & 

traelitet   werden,    deiea   eme   Spit       d      A  t     g  p  i 
deieii  drei  übrige  Spitzen  in  den  A  Ib  t  li  g 

die  Bur  Einheit  angenommene  Läng      ntf    nt  —  B 
■welche  die  drei  Axen  mit  emand      h  Id  n     d      h 
den  symmetiiBoheiv  Auedniek 

y r+  2  cos-  coTT^osr  -  cosß^  --  I 
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die  Summe   alier  dividirt.     Denn  heissen  dio   dadurch  entstehenden 
nerien  Coefficienten  ^,  q,  x,  ■■■,  so  dass: 


u.  s.  w.,  also 

l3  +  (I  +  r+..  =  i  und  P=.M  +  q-P  +  tC'+-, 
so  verschwindet    in   den  Formeln   für  die   Coordinaten   der  Nenner. 
Insbesondere  werden  dadurch  die  Formeln  I),  II),  III): 

I)  x  =  );>.BA, 

p~  pA  +  ^B■, 

II)  X  =^\,^  .CA,  y  =  kT.  CB, 

wo 

P=pA  +  i^B  +  xC; 

III)        x  =  p.nA,  !/==q.üi;,  z^x.nc, 

wo 

P=]>A  +  ^B  +  tC+^D; 
oder  geradezu: 

1}  ^  =  p; 

II)  a.  =  p,  ^=:q; 

III)  x  =  f,  y  =  n,  si  =  x; 

wenn  man  zur  positiven  Masseinheit  jeder  Coordinate  die  Entfernung 
nimmt,  um  welche  von  dem  zum  Anfangspunct  gewählten  Funda- 
mentalpuncte  der  andere  Fundamentalp unct  absteht,  welcher  in  der 
der  Coordinate  parallelen  Axe  liegt,  und  wenn  man  somit  die  Eich- 
tung  einer  jeden  Axe  von  dem  ersteren  Fundamen talpuncte  nach 
dem  letzteren  hin  als  die  positive  festsetzt.  Bei  diesen  Annahmen 
sind  daher  die  Coordinateu  den  Coefficienten  selbst  gleich. 
So  wie  nun,  wenn 

ist,  und  CA,  CB  als  die  Axen  genommen  werden,  p,  q  die 
Coordinaten  von  P  sind:  eben  so  sind  q,  r  die  Coordinaten  des- 
selben Punctes,  wenn  man  AB,  AG  zu  Axen  nimmt;  und  r,  p 
die  Coordinaten  fiii  BC,  BA  als  Axensystem.  Ein  jeder  drei- 
gliedrige Ausdruck  fiir  einen  Punct  in  einer  Ebene  lässt  sich  dem- 
nach als  eine  Zusammenstellung  dreier  Coordinatensysteme  be- 
trachten, von  denen  je  zwei  eine  Axe  gemeinschaftlich  haben,  und 
deren  drei  wesentlich  verschiedene  Axen  das  Fundame ntaldreieck 
bilden. 

Auf   gleiche   Ai-t  sind    die   Coefficienten    in    dem    viergliedrigen 
Ausdrucke  für  einen   Punct  im  itaume,  nach  vorangegangener  Divi- 
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sion  durch  die  Siimme  der  Coefficienten,  nichts  Andüres,  als  die 
Coordinaten  des  Punctes  auf  vier  verschiedene  Systeme  bezogen, 
deren  Anfangspuncte  die  Spitzen,  iind  deren  Axen  die  Kanten  der 
Fundamentalpyramide  sind. 

Handelt  es  sich  endlich  um  einen  in  einer  Geraden  liegenden 
Fun  et 

so  ist  p  oder  q  die  Abscisse  von  P,  je  nachdem  man  B  oder  A  zum 
Anfangspunct  nimmt. 

§.  127.  Die  im  Vorigen  gemachten  Annahmen,  dass  die  Firnda- 
mentallinien  zu  Axen  genommen,  und  die  zu  verschiedenen  Axen 
gehörigen  Coordinaten  durch  verschiedene  Längeneinheiten  gemessen 
■werden,  jede  Coordinate  nämlich  durch  den  gegenseitigen  Abstand 
der  zwei  in  der  ihr  zugehörigen  Axe  liegenden  Fundamentalp uncte, 
diese  Annahmen  sollen,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  auch  bei 
den  nun  folgenden  Anwendungen  geltend  bleiben.  So  wie  aber  bis- 
her die  gegenseit^en  Abstände  der  Fundamen talpuncte  unbeachtet 
gelassen  wurden,  so  werden  auch  nunmehr  nicht  bloss  die  Axen- 
winkel,  sondern  auch  dass  Verhältniss  der  Einheiten,  womit  die 
Coordinaten  der  verschiedenen  Axen  gemessen  werden,  unbestimmt 
bleiben.  Die  gi-össere  Allgemeinheit,  welche  damit  die  gewöhnliche 
Bestimmung  durch  Coordinaten  erlangt,  wird  späterhin  den  Gegen- 
stand einer  besonderen  Untersuchung  ausmachen.  Gegenwärtig  werde 
nur  noch  bemerkt,  dass,  indem  man  die  gegenseitigen  Abstände  der 
Fundamentalpuncte,  oder  vielmehi-  das  gegenseitige  Verhältniss  dieser 
Abstände  unbestimmt  lässt,  auch  die  Winkel  des  Fundamental- 
dreiecks und  der  Fundamentalpyramide,  und  damit  alle  Winkel  einer 
darauf  bezogenen  Figur,  so  wie  alle  anderen  von  Winkelfunctionen 
abhängigen  Verhältnisse  unbestimmt  bleiben,  zu  welchen  letztei'en 
z,  R.  das  Verhältniss  zweier  Geraden  gehört,  die  nicht  Theile  einer 
und  derselben  Geraden  sind. 

§.  128.  Nur  dadurch,  dass  man  die  Abstände  der  Funda- 
mentalpuncte mit  berücksichtigt  und  dieselben  in  die  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  einführt,  ist  man  vermögend,  Puncte,  Linien, 
etc.  auszudrücken,  deren  Lage  gegen  die  Fundamentalpuncte  durch 
Winkelfunctionen  bestimmt  ist.  So  findet  eich  z.  B.,  wenn  man  die 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  BC,  CA,  AB,  resp.  mit  «,  b,  c- 
bezeichnet , 

P=aA  +  iB  +  cO 
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als  der  Mittelpunct  des  in  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises. 
Denn  ist  P  der  gedachte  Punct,  so  sind  die  Dreiecke  PBG,  PCA, 
PAB  den  halben  Producten  aus  a,  i,  c  in  den  Halbmesser  des 
Kreises  gleich  und  verhalten  sich  folglich  wie  a  :  b  :  c.  Dasselbe 
Verhältiiiss  giebt  aber  auch  der  Ausdruck  zu  erkennen. 

Eben  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit  finden,  dass,  wenn  man 
den  Pnnct,  in  welchem  sich  die  drei  von  den  Spitzen  auf  die  gegen- 
überstehenden Seiten   des  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  schneiden, 

Q-fA-^gB  +  hÖ 
setzt,  der  Mittelpunct  des  umschriebenen  Kreises 

Es{,  +  h)A+lh+f)B  +  {f+s)0 
ist,   und,    ß,  h,  c  in   der  vorigen  Eedeiitiing  genommen,    sich  ver- 
halten muss : 

f  ■-}'''  =  p-+l5— ?  ■  7+-?  _  P  ■  ..  +  5.  _  .' 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner  sehr  leicht: 

Q  +  2E  =  A  +  B-\-Cr=^S, 
woraus  der  bekannte  Satz  fliesst,  dass  in  jedem  Dreiecke  der  ge- 
meinschaftliche Durchschnitt  der  Perpendiliel  von  den  Spitzen  auf 
die  gegenüberstehenden  Seiten,  Q,  der  Mittelpunct  des  umschriebe- 
nen Kreises,  R,  und  der  Schwerpunct  des  Dreiecks,  S,  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  dass  SQ  =  2RS  ist. 

Doch  will  ich  mich  hierbei  nicht  läaiger  aufhalten,  da  der- 
gleichen Ausdrücke  so  wie  bisher  auch  in  der  Folge  nicht  vorkommen 
werden. 


1  1 


§.  129.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Curve  in  einer 
Ebene  die  Gleichung  der  Curve  zwischen  parallelen  Coordiuaten  zu 
finden,  und  umgekehrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck  herzuleiten. 

Auflösung.     Sei  der  Ausdruck  für  die  Cujve: 
pA  +  qB  +  rG, 
wo  p,  2,  r    gegebene  Functionen    einer  Veränderlichen  t»   sind,    so 
findet    sich,    CA   und    C'B   zu   Axen    und   resp,  Längenmassen    ge- 
nommen, die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  ■>/,  wenn  man  aus 
den  Gleichungen 

ip  +  q  +  r)x=p,      {p  +  qJrr)y^q 
V  eliminirt.   —    Für   den  umgekehrten  Fall  suche  man  x  und  y  als, 
wo  möglich  rationale,  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  v  dar- 
zustellen,   welche     der    gegebenen    Gleichung    zmschen    x    und    y 
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Genüge  leisten.     Diese  Functionen   für  x  und  y  in 

n*)  xA  +  yB^[\—x  —  y)C 

substituirt,  eihält  man  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  123,  V], 

§.  130,  Beispiele.  1)  Es  ist  in  §.  61  bewiesen  worden,  dass 
jeder  Ausdi'uck  für  eine  Curve  der  aweiten  Ordnung  durch  Ver- 
änderur^  der  Fundamentalpuncte  auf  die  einfache  Form: 

aA-^vB-^-'ö'C 
aiirückgeführt  weiden  kann.    TJm  nun  die  dieser  Curve  entsprechende 
Gleichung  zu  finden,  setze  man  dem  Vorigen  gemäss: 
{a-\-v-\-v^)x  =  a,     (a  +  j;  +  ü')y  =  c. 
Hieraus  folgt  sogleich 


und   wenn  mau   damit  v   aus   der  einen   oder   anderen  dieser   Glei- 
chungen eliminirt; 

x^+xy+^ay^=x, 
die  Gleichung  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  d.  h.  für  einen  Kegelschnitt.  Wie  schon  ui  §.  63  an- 
gedeutet wurde,  so  erhellet  auch  aus  dieser  Gleichung,  dass  die 
Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  a  grösser, 
kleiner,   gleich  ^  genommen  wird. 

Setzt  man  die  Längen  CA  und  CB,  nach  einem  und  demselben 
Massstab  gemessen,  resp.  gleich  a  und  b,  so  hat  man,  wenn  in  der 
Gleichung  die   Coordinaten   durch    denselben  Massstab    ausgedrückt 

werden  sollen,   für  x  und  y  nur  —  und  -y-    zu    substituiren ,     und 

man  erhält: 

J^K^-j-  ahxy  -j-  aa^y^^  ab^x. 

Das  Kennzeichen,  zu  welcher  Art  von  Kegelschnitten  die  Gleichung 
gehöre  («  grosser,  kleiner,   gleich  -J),   wird  hierdurch  nicht  geändert. 

2)  Sei  folgender  Ausdruck  für  euie  Linie  der  dritten  Ordnung 
gegeben : 

so  ist: 

folglich  ■>}  ^=  -■-,  und  wenn  man  damit  v  eliminirt: 
x^  +  x^y-^y'^=x^. 
Die  Linie   ist  also   auch   ihrer  Gleichung   nach  von   der  dritten 
Ordnung. 
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Die  Fig.  2S  gjolit  eine  Abbildung  dieser  Curve.  Sie  hat  (g.  78)  bei  A 
einen  Wendungspunct  iintl  AB  zur  Tangente.  Setzt  man  sodann  11  =  — ,  ao 
wird  der  Ausdruck; 

w^A  +  lo'B  +  C, 
und  es  erhellet  aus  §.  79,  dass  die  Curve  bei  C  eine 
Spitze  der   ersten  Art  bildet  und  von   CB  berührt 
wird.    Endlich  giebt  der  einzige  in  der  Cocffloienten- 
summe  enthaltene  Factor, 

«4- (0,68232  =  ß), 
KU  erkennen,   dasB  die  Ourve  zwei,   nach   entgegen- 
gesetzten Eiohtungen  sieh  eratreokende,  unendliche 
Aeste  mit  einer  geradlinigen  Asymptote  hat  (§.94;. 
Um  letztere  zu  finden,  setze  man  jenen  Factor 

!.  +  «  =  ü, 

eubatituire  s  —  a  für  c  im  Ausdrucke  der  Curve  und 
behalte  bloss  die  erste  Potenz  ¥0n  z  bei.  Dies  giebt 
den  Ausdruck  der  Asymptote: 

A+  [z  —  a)B+{Za'z  —  o?)C. 
Die   Durchschnitte    derselben    mit   den    Funda- 
mentallinien sind  daherr 

B+Za'C,     'iä'C  +  A,     A  —  ^aS, 
I  !  oder 

Fig.  2S.  B  +  \,'i^'!C,     C+\,f<UA,    A  —  (},^hhB, 

wonach  man  die  Asymptote  leicht  constiiiiren  kann. 

3)    Die    Gleichung    für    die    Hyperbel    zwischen    ihren   Asym- 


Um    diese   Gleichung    in   einen  Aiisdnick    iimzuwiindeln ,    setze 
man  x  ^  -c  und  mithin  w  =  — .     Substituiit  man   diese  M'erthe  in 
II*),  so  kommt  nach  Wegschaffung  der  Brüche: 
dM  -+-  kB  A-{v  —  «=—  k)  C, 
der  Auedruck  für  eine  Hyperbel,  von  welcher  CA  iind  CB,  üls  che 
Axen  des  vorigen  Coordinat«n Systems,  die  Asymptoten  sind. 

Etwas  einfacher  wird  der  Ausdi'uck,  wenn  man  zur  diitten 
FundamentaUinie  AB,  eine  Tangente  der  Hyperbel  nimmt.  Nach 
§.63,2  muss  alsdann  der  Coefäcient  von  C  ein  Quadrat,  folglich 
k  ^=  \  sein,  und  der  Ausdruck  wird: 


.'^  +  iü-(»-i)'<7, 

oder 
wenn 

m„ 

„fA  +  B—{ie+ifO, 
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setzt;  der  Ausdruck  für  eine  Hyperbel,  wo  CA  und  CB  die  Asym- 
ptoten, und  AB  ii-gend  eine  Tangente  ist.  Für  den  Berührungs- 
punct  der  letzteren  ist  v  =  ^  oder  w  =  —  1,  und  folglich  dieser 
Punct  selbst  ^  A-\-  B,  wonach,  wie  schon  sonst  bekannt,  der 
zivischen  den  Asymptoten  enthaltene  Theil  einer  Tangente  in  dem 
Berilhrungspuncte  halbirt  wird. 

Für  k  =  \  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel:  a!y  =  ^,  die  zu- 
fo^e  des  Vorigen  von  der  Beschaffenheit  sein  muss,  dass  die  Gerade 
durch  die  beiden  Puncte  A,  B,  welche  in  den  Asymptoten  oder  Axen 
von  dem  Anfangs  puncte  G  um  die  resp,  Längeneinheiten  abstehen, 
die  Hyperbel  berührt.  In  der  That  ist  die  Gleichung  dieser  Ge- 
raden : 

>:  +  l/  =  i, 
sie   selbst    aber    eine   die  Hyperbel  im   Puncte    {x  ^  ^,   y  =  |-)    be- 
rührende. 

Nachti'äglich  musa  ich  hier  eine  Erinnerung,  die  Summe  der 
Coefficienten  betreffend,  beifügen.  Diese  Summe  ist  im  vorliegenden 
Beispiele  gleich  it,  indem  sich  die  Quadrate  von  o  gegenseitig  auf- 
heben; und  es  scheint  hiernach,  als  ob  die  Cuitc  bloss  einen  nn- 
endhch  entfernten  Punct,  den  Punct  B —  O  für  w  =  0,  und  mithin 
nur  eine  Asymptote  BG  hätte.  Man  bemerke  aber,  dass,  so  oft  in 
der  Summe  der  Coefficienten  eines  Ausdrucks  die  höchsten  Potenzen 
der  Veränderlichen  v  sich  aufheben,  die  Summe  auch  für  jj  =  oo 
als  in  Null  übergehend  beti-achtet  werden  muss,  indem  für  »  ^  co 
alle  niedrigeren  Potenzen  von  v  gegen  die  höchste  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen.  —  So  reducirt  sich  unser  Ausdruck  der  Hyperbel, 
wenn  nur  die  Quadrate  von  v  beibehalten  werden,  auf  v'^A  —  «'C, 
und  giebt  dadurch  das  Dasein  noch  einer  zweiten  Asymptote  AG 
zu  erkennen.  —  Will  man  das  UnencUicho  nicht  zu  Hülfe  nehmen, 
so  substituire  man,  vor  der  Summirung  der  Coefficienten,  für  v 
irgend  eine  gebrochene  Function,  und  es  wird  nach  Wegschaffung 
der  Brüche  die  Summe  der  Coefficienten  auch  den  Nenner  der 
Function  als  Factor  enthalten,  und  folglich  dnrch  AnnuUirung  des- 
selben, als  wodurch  ü  =  co  wird,  ebenfalls  gleich  0  werden.  —  Setzt 
man  z.  B. 

"2  z  —  V 
so  wird 

1  _      t 

V         TT  —  J^i- 

und  hierdurch  der  vorige  Ausdruck; 
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wo  die  Summe  dei'  Coeffieieiiten  gleich  2  (a^ —  1).  für  s  =  ±  ]  null 
wird.  Es  giebt  aber  ?  =  I  die  Asymptote  A  G,  xmA  z  =  —  I  die 
Asymptote  B  C. 

4)    Sei  die  Gleichung   für   eine  Ellipse    zwischen    zusammenge- 
hörigen Durchmessern  2«  \ind  2ö: 

in  einen  Ausdi'uck  zu  verwandeln.  Um  fürs  erste  x  und  y  als  ratio- 
nale Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  darzustellen,  setze  man 


-v 


und  man  erhält  nach  gehöriger  Entwickelung : 

—  ^£^  —  ^SZ-tl 

^  —  1+ü^'     y—     1  J^v^ 

Diese  Werthe  in  11*)  substituirt,  geben: 

den  Ausdruck  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunct  C,  und  von  welcher 
zwei  zusammengehörige  Durchmesser  2a  und  25  in  die  Fundamental- 
linien CA  und  CB  fallen.  2«  und  25  sind  daher  in  dem  Ausdrucke 
als  die  Zahlenwerthe  dieser  Linien,  erstere  durch  CA  und  letztere 
durch  CB  als  Einheit  gemessen,  zu  betrachten.  Setzt  man  folglich 
ö  =  I,  d.  i.  =;  CA,  so  wird  A  der  Endpunct  eines  Durchmessers, 
und  CS  kommt  der  Ausdriick; 

2vA  +  b{l  --v')B  +  [(1  —v)^~  bii  -v^)]C, 
wo,   wie  gehörig  (§.  63,  3),  die  Coefficienten  von  B  und  C  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  1  — ?>,  haben.     Setzt  man  noch  h  =  1,  d.  i. 
gleich  CB,  so  geht  die   Ellipse  auch   durch  B,   und   der  Ausdruck 
wird; 

2vA  +  {l—v^)B^2v[i  —v)0, 
in  welchem  auch   die  Coefficienten  von  B  und   C  einen  Factor,   v, 
gemein  haben.     Es  ist    dies  also   der  Ausdruck  einer  Ellipse,    von 
welcher  die  Fundamentalseiten  CA  und  CB  ihrer  Lage  und  Grösse 
nach  zwei  zusammengehörige  Halbmesser  sind. 

§.  Irfl.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  für  eine  Ciu-ve  im 
Haume  die  beiden  Gleichungen  der  Curve,  und  umgekehrt  aus  den 
Gleichungen  derselben  den  Ausdruck  zu  finden. 

Auflösung,     Der  Ausdruck  für  die  Curve  sei: 
pA  +  qB  +  rC+sD, 
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wo  demnach  p,  q,  r,  s  gegebene  Functionen  einer  V  er  an  de  Wichen  v 
sind.  Durch  EKmination  dieses  v  aus  den  drei  Gleichungen: 
{p^q  +  r-^s)x=p,  [pJ^q^r  +  .-i)y  =  q,  [p  +  q-^r  +  s)z  =  r, 
erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischen  den  den  rundamentallinien 
DA,  DB,  T)C  parallelen  Coordinaten  x,  y,  z,  welche  Gleichimgcn 
die  gesuchten  für  die  Ciirve  sein  werden. 

Sind  umgekehrt  die  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  gegeben, 
so  snche  man  drei,  wo  möglich  rationale  Functionen  einer  Veränder- 
lichen ■0  zu  erhalten,  die,  resp.  für  x,  y,  s  in  die  Gleichungen  ge- 
setzt,  ihnen  Genüge  leisten.     Die  Substitution  dieser  Functionen  in 

m*)       xA-\-yB-\-zG-\-[\—x  —  y  —  z)D 
gieht  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  ]  25,  h). 

§.  132.  Beispiele.  1]  Der  allgemeine  Ausdruck  fiir  die  Linien 
der  dritten  Ordnung  im  Räume  läest  sich  (§.  96]  durch  Verändei-ung 
der  Fundamen talpuncte  immer  auf  die  einfache  Form: 

aA  -k-  hvB  -\-  cv^C+dvW 
reduciren.     Man  setze  nun: 

«  +  l)0-\-cn^+dv^=  t, 
so  ist: 

1)  tx  =  a, 

2)  iy  =  bv, 

3)  tz  =  cv% 
woraus  sich  sogleich 

4)  P.vz=acf 

als  die  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  ergiebt.     Ferner  ist: 

t{a>  -\-  y  -{-■  z)  r=  «  -|-  6»  -|-  cu^;=  t  —  dv^, 
und  wenn  man  darin  für  v^  den  aus  2}  und  3)  hervorgehenden  Wertli 

-rt—  snbstituirt: 
e*     y 

5}  c^y(l—x—y  —  z}  =  bdz\ 

die  andere  Gleichung  für  die  Curve. 

2)  Seien  die  zwei  Gleichungen  für  eine  Curve  im  Eaume  ge- 
geben ; 

yz^zx-\-xy=^(i,     xyz-=  \. 

Hieraus  z  eliminirt,   erhält  man: 

Man    sctKe    nun    y  t=  ■ox,    so    wird    letztere    Gleichnng    nach    ge- 
schehener Division  mit  x: 


y  Google 


Dei'  barycentrisohe  Calou!.     Ahachnitt  I. 


-fw+w^  ^^^~f-, 


(1  +  •>)• 

folgt.  Hiermit  sind  nun  zwar  x,  y,  z  als  Functionen  einer  vierten 
Veränderlichen  daxgestellt,  aber  als  irrationale  Functionen  derselben, 
die  eich  auch  durch  kein  Mittel  in  rationale  verwandeln  lassen.  Man 
kann  daher  nichts  weiter  thun,  als  diese  irrationalen  Werthe  für 
X,  y,  z  im  Ausdrucke  III*)  substituiren. 

§.  133.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Fläche  die 
Gleichung  derselben,  und  umgchrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck 
zu  finden. 

Auflösung.     Der  Ausdruck  für  die  Fläche  sei: 

wo  p,  q,  r,  s  gegebene   Functionen  zweier  Veränderlichen  c  und  w 
sind.     Eliminht  man  diese  beide  aus  den  drei  Gleichungen: 
{p  +  q  +  r  +  s)x=^p,  (ii4-2  +  »-  +  ä)y  =  2i  {p  +  q  +  r  +  s)z  =  r, 
so  ist  die   resultirende  Gleichung  zwischen  x,  y,  ä  die  gesuchte  für 
die  Fläche. 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben,  so  sucho 
man  jede  dieser  drei  Veränderlichen  als  eine  wo  möglich  rationale 
Function  zweier  anderer  »  und  iv  auf  eine  die  Gleichung  befrie- 
digende Weise  darzustellen,  und  man  erhält  durch  Substitution  dieser 
Functionen  in 

ni*)       xA  +  yB^zC-\-[\  —x  —  y  —  z)D 
den  gesuchten  Ausdruck. 

§.  134.     Beispiele.     1}  Die  Fläche,  deren  Ausdruck 
A-{'tB  +  uC-\-[it^-\'  hiu-\-lu')D 
(§.  110),  gehört  auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  zweiten  Ordnung. 
Um  dieses  darzuthun,  setze  man  die  Stimme  der  Coefficienten : 

1  -ir  t  +  u -^  it^ -\- htu -\- lu^  =  a , 
und  es  wird:    ax  =  \,   <jy  =  t,  az  =  u,  mithin 

1      f  ^  y        ^ 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  der  Gleichrrng  für  o  substituirt  und 
dann  gehörig  ordnet: 
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die  gesuchte  Gleicliung  von  der  zweiten  Ordnung. 

2)  Die  Gleichung  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  ist,  wenn 
man  di^ei  zusammengehörige  Durchmesser  zu  den  Axen  X,  Y,  Z, 
und  die  Hälften  derselben  resp,  zu  den  Längenmassen  der  ihnen 
parallelen  Coordinaten  nimmt: 

Um  nun  x,  y,  z  als  rationale  Functionen  zweier  Veränderlichen 
auszudrücken,  gebe  man  der  Gleichung  die  Form: 

Setzt  man  demnach 
so  ist 

woraus  in  Verbindung 

1y  =  «-(14-^)  +  ^(l-^),    ^z  =  w(\+x)~~-[\-x) 

io\gt.    Man  substituire  diese  Wei-the  für  y  und  z  in  III*),  und  man 
bekommt  für  das  Hyperboloid  den  Ausdruck: 

2wxA  +  [w'ii  +  a:)  +  \  —  x]B -\-  [-io'il  ■^x)  —  \+  x]  G 

^%w[\—x~w(i  +  x)'\D, 

nach  welchem  die  Fläche   der  dritten  Ordnung  anzugehören  acheint. 

Allein  man  wird  bald  gewahr,  dass  sich  der  Ausdruck  auf  die  zweite 

Ordnung  bringen  lässt,  wenn  man  ihn  mit  1  +  a:  dividiit  und  hierauf 

=  u    statt    X    für    die    eine   Veränderliche    nimmt;    hierdurch 

wird  er: 

Noch  etwas  einfacher  erhält  man  den  Ausdruck,  wenn  man 
u  =  vjü  setzt,  und  ihn  somit  durch  w  theilbar  macht: 

{l-t,w)A-h{v>  +  v)B  +  iw-v)0^2w{l-v)J), 
der  Ausdruck  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  (§.  113),  von  welchem 
D  der  Mittelpunct,  und  DA,  DB,  DO,  ihrer  Lage  und  Grosse  nach, 
drei  zusammengehörige  Halbmesser,  die  zwei  ersteren  reell,  der  dritte 
imaginär  sind. 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Coefficienten  von  C,  B,  A 
der  Reihe  nach  gleich  0,  so  bekommt  man  die  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  den  Coordinatenebenen  DAB,  DAC,  DBC: 
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(1  +v^}A  —  2vC+2v{l—v]D,  für  w  =  - 
{l+v^)B  +  {\—v^)C—2{\  —  v)D,  für  w  = 

oder  wenn  man  v  = ' 

Dtr  erste  dieser  drei  Ausdrücke  entspricht  der  Gleichung 

und  gehört  demnacli  einer  Ellipse,  von  welcher  DA  und  DB  zu- 
sammengehöi-^e  Halbmesser  sind  (§.  130,4).  Der  zweite  entspricht 
der  Gleichung 

und  gilt  daher  für  eine  Hyperbel,   von  welcher  DA  ein  reeller  und 
DC  der  zugehörige  imaginäre  Halbmesser  iat.     Eben  so  bezieht  sich 
der  dritte  Ausdruek,  dem  die  Gleichung 
y^-^^=  1 
zukommt,  auf  eine  Hyperbel  mit  DB  als  reellem  und  DC  als  ima- 
ginärem Halbmesser. 

Setzt  man  endlich  in  dem  Ausdrucke  des  Hyperboloids  den 
Coeflicienten  von  /)  =  0,  also  w  =  0,  oder  ü  =:  1,  so  ergieht  sich  der 
Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABC.  Es  kommt  aber  für 
iü  =  0  die  Linie 

A  +  vB  —  vC, 
d.  h.  eine  durch  A  mit  BC  gezogene  Parallele;  für  ü  =  1  die  Linie 

{i~w}A  +  {i-\-w)B-~(\~w]G, 
d.  h.  eine  Parallele  mit  AC  durch  B.     Heisst  daher  ü  der  Durch- 
schnitt   der  beiden   Parallelen,    so   iat  BOAS   ein  Parallelogramm, 
dessen   Ebene    das  Hyperboloid  in   den   Seiten  AB,   BE   schneidet 
und  folglich  in  B  berührt  [§.  Hl).     Dies  liefert  uns  folgenden  Satz: 

Oonstruiri  man  ein  Octaed&r,  dessen  sechs  Spitzen  die  Endpuncte 
drei  zusammengehöriger  Durchmesser  eines  hyperbolischen  Hyperboloids 
sind,  so  vnrd  Jede  der  acht  Seitenßächen  des  öctaSders  das  Hyperboloid 
beriihren,  dergestalt,  dass  der  Berührungspunci  einer  Seitenßäohe,  mit 
den  drei  darin  liegenden  Endpuncten  dei-  Durohmesser  ein  Parallelo- 
gramm bildet,  von  welchem  die  Linie  durch  die  Endpuncte  der  beiden 
reellen  Durchmesser  die  eine  Diagonale  ist,  und  dass  die  in  dem  Be- 
S'ührungepunote  xusammenstossmden  Seiten  des  Parallelogramms  die  zwei 
Geraden  sind,  in  denen  das  Hyperboloid  von  der  Ebene  des  Parallelo- 
gramms zugleich  geschnitten  wird. 
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§.  135.  Wenn  wir  uns  bisher  nur  mit  solchen  Auedrücken  für 
Linien  und  Flächen  beschäftigten,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen der  Veränderlichen  waren,  und  in  den  eben  vorgelegten  Auf- 
gaben bei  Verwandlung  der  Gleichungen  in  Ausdrücke  die  Forderung 
machten,  für  letj;tere  wo  möglich  rationale  Coefficienten  zu  erhalten 
zu  suchen,  so  geschah  dieses  aus  dem  Grunde,  weil  sich  aus  solchen 
Ausdrücken  die  Eigenschaften  der  durch  sie  dargestellten  Linien 
und  Flächen  ana  leichtesten  herleiten  lassen.  Offenbar  aber  ist  die 
Bedingung  der  Rationalität  nichts  wesentlich  Nothwendiges,  und 
man  sieht  bald,  dass  es  unendlich  mehr  algebraische  Linien  und 
Flächen  giebt,  welche  durch  Ausdrücke  mit  rationalen  Coefficienten 
nicht  dargestellt  werden  können,  als  solche,  bei  denen  dieses  mög- 
lich ist,  und  dass  hinwiederum  nur  bei  einem  sehr  kleinen  Theile 
der  ersteren  die  Veränderlichen  der  Gleichung  durch  irrationale 
Functionen  darstellbar  sind,  wie  in  §.  132,  2,  während  bei  dem  un- 
gleich grösseren  Theile  derselben,  wegen  der  TJn Vollkommenheit  der 
Algebra,  eine  gesonderte  Darstellung  der  Veränderlichen  nicht  ein- 
mal mit  Anwendung  irrationaler  Formen  möglich  ist.  Alsdann  bleibt 
nichts  übrig,  als  dem  Ausdrucke  seine  allgemeine  Form  II*)  oder 
III*)  zu  lassen,  und  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gleichungen 
zwischen  a:,  y  oder  x,  y,  z  darunter  zu  schreiben. 

Weil  aber  die  rationalen  Ausdrücke  wegen  der  Leichtigkeit  ihrer 
Behandlung  den  übrigen  Ausdrücken  immer  vorzuziehen  sind,  und 
es  auch  in  rein  analytischer  Hinsicht  interessant  ist,  zu  wissen, 
wenn  die  Veränderlichen  einer  Gleichung  als  rationale  Functionen 
einer  anderen  Veränderlichen  angegeben  werden  können,  so  wollen 
wir  gegenwärtig  den  Zusammenhang  zwischen  rationalen  Ausdrücken 
und  Gleichungen,  und  den  Uehergang  von  den  einen  zu  den  anderen 
etwas  allgemeiner  untersuchen,  dabei  aber,  um  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  und  nicht  zu  vielen  Schwierigkeiten  zu  begegnen,  bei 
Ausdrücken  iind  Gleichungen  bloss  für  Linien  in  Ebenen  stehen 
bleiben. 

§.  136.  Um  mit  dem  Leichtesten  den  Anfang  zu  machen,  so 
betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck  für  eine  Linie  der  ersten  Ord- 
nung. Sei  der  Coefficient  von  A  =  a-^a'i:i,  der  Coefficient  von 
S  r=ih  -\-  i'v ,  und  die  Summe  aller  drei  Coefficienten  =  e  -[-  e'v, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  die  Linie  durch  Elimination  von 
V  aus   den  zwei  Gleichungen; 
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Nun  findet  sicli  für  einen  bestimmten  Wortli  von  x  aus  1)  ein 
bestimmter  Werth  von  ü,  und  für  diesen  ans  2)  ein  bestimmter  Werth 
von  y,  80  dass  also  jedem  Werthe  von  x  nur  einer  von  y,  und  so 
auch  jedem  von  y  nur  einer  von  x  entspricht.  Man  setze  daher, 
um  diesem  Verhalten  auf  das  Allgemeinste  Genüge  zu  leisten: 
3*)  Ü  =  \^ax^ßy^yxy. 

Gebraucht  man  aber  statt  x  und  y  zwei  andere  Veränderliche 
t  und  w,  welche  beide  von  der  linearen  Form  fA^gx-^hy  sind, 
80  siebt  man  leicht,  dass,  wegen  der  gleichen  Nenner  {e-\-e'v)  in 
1)  und  2),    t  und  u  durch  v  ausgedinickt,    ebenfalls  von  der  Foim 

— — 7-  sein  müssen,  und  mitbin  iedem  Werthe  von  t  nur  ein  Werth 
e-k-ev 

von  M,   und   umgekehi't,    entsprechen  kann.     Wenn  man   dagegen  t 

und  u   statt  x  und  y  in   3*)    einführt,    so    erhält    man    wegen    dos 

Gliedes  -/xy  auch  noch   die  CJuadrate  von  t  und  u,  und  es  würden 

hiernach  auf  jeden  Werth  von  t  zwei  Werthe  von  u,  und  umgekehrt, 

kommen,  welches   dem  Ersteren  widerspricht;   folglich  muss   y  ^  0 

sein.     Man  setze  also; 

3)  0  =  l  +  aic  +  (?y- 

Hierin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  J)  und  2)  substituirt,  erhält 
man  eine  Gleichung  von  der  Fonii: 

4)  O^fl  +  bz', 

wo  a  und  b  gegebene  Functionen  von  a,  a' ,  h,  i',  e,  e,  a,  ß  sind, 
Es  muss  aber  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  »  bestehen; 
folglich  muss  a  =  0  und  6  =  0  sein.  Aus  diesen  zwei  Gleichungen 
lassen  sich  nun  die  Werthe  der  zwei  noch  Unbekannten  a  und  ß 
entwickeln;  und  diese  in  3)  substituirt,  erhält  man  die  dem  gegebe- 
nen Ausdi-ucke  entsprechende  Gleichung  für  die  Linie,  die  folglich 
auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  ersten  Ordnung  gehört. 

Ganz  dasselbe  Verfahren  lässt  sich  mit  Erfolg  auch  bei  den 
Ausdrücken  von  der  zweiten  Ordnui^  anwenden.  Sei  hier  der  Coeffi- 
cient  von  ^  =;  üi  + 1»'»  +  «"«*,  der  Coefficient  von  .B  =  ö  -|-  5'e  +  b"v^, 
und  die  Summe  aller  di-ei  Coefficienten  =  e  +  e'p -}-  ^'v'^,  so  sind 

.._'■+'''''+'■"'' 


1) 


2) 


t  +  y»  +  b'v 

'  e  +  e'v  +  e'V 
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die  beiden  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  v  die 
Gleichung  zwischen  x  und  j/  hervorgeht.  Jedem  Werthe  von  x  ent- 
sprechen hiernach  zwei  Werthe  von  v,  und  jedem  der  beiden  letz- 
teren, wenn  er  in  2]  substituirt  wird,  ein  Werth  von  y,  alao  jedem 
Werthe  von  x  zwei  Werthe  von  t/,  und  eben  so  jedem  j/  zwei  x. 
Die  gesuchte  Gleichung  muss  demnach  rücksichtHch  jeder  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  «/  vom  zweiten  Gerade  sein,  und  würde  folg- 
lich im  Allgemeinen  die  Form  haben: 

0  =  1  -{-  ax  -\-  ßt/  +  yx^  +  äxp  +  sf-  +  ^x^y  +  ^a:f  +  d-x^i/. 
Auf  ähnliche  Äit  wie  vorhin  zeigt  sich  aber  auch  hier,   dass,   wegen 
der  gleichen  Nenner   e  -|-  e'o  -f-  e"o'  in  1)  und  2) ,    alle   Glieder,    in 
denen  die  Summe  der  Exponenten  von  x  und  y  grösser  als   2  ist, 
wegfallen  müssen.     Man  aetae  daher: 

■   3)  <i  =  \~\-ax  +  ßy-\-yx-'  +  öxy-\-By\ 

und  substituire  darin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2);  ao 
kommt  nach  gehöriger  ßeduction  eine  Gleichung  von  der  Form: 

4)  0  =  a  -I-  6u  -I-  cn^  -I-  bij'  +  tv\ 

wo  (1,  b,  C,  b,  e  gegebene  Functionen  von  a,  b,  e,  a,  b',  ...  und  a,  ß, 
y,  ö,  e  sind.  Da  nun  der  Gleichung  4)  jeder  beliebige  Werth  von 
V  Genüge  leisten  muss,  ao  hat  man  die  fünf  Gleichungen:  (i  ^  0, 
6  =  0,  -..,  e^O,  aus  denen  die  Werthe  der  eben  so  viel  Unbe- 
kannten a,  ß,  ...,  £,  durch  a,  b,  e,  a',  b',  ...  ausgedrückt,  gefunden 
werden  können.  Und  somit  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine 
Linie  der  zweiten  Ordnung  in  eine  Gleichung  verwandelt',  die  von 
der  ebensovielten  Ordnung  ist. 

§.  137.  Nach  derselben  Methode  wollen  wir  nunmehr  iiueh 
die  Arisdrücke  höherer  Ordnungen  zu  behandeln  versuchen.  —  Um 
die  dem  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  dritten  Ordnung 
entsprechende  Gleichung  zu  finden,  hat  man  aus  zwei  Gleichungen 
von  der  Form: 

^^       »  +  »'.  + „V  +  rfV 
e  -\-  e'v  -\-  e"v^  -f-  ^"u' ' 

«  zu  elirainiren.  Mittelst  ähnlicher  Schlüsse  wie  im  vorigeji  §.  zeigt 
sich,  dass  hier  zu  jedem  Werthe  der  einen  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  y  drei  Werthe  der  anderen  gehören.  Dem  gemäss  setze  man: 
3)     0  =  1  +  «a:  +  ,5j/  +  yx'  +  Sxy  +  sy^^-Qx^+T^x'^y  +  -^xy^^iy^ 
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WO  wiederum  wegen  der  gleichen  Nenner  in  1)  ujid  2)  alle  Glieder 
weggelassen  worden  sind,  in  denen  von  den  beiden  Verändei'Uclien 
zwar  jede  für  sich  die  dritte  Potenz  nicht  übersteigt,  aber  die  Summe 
der  Exponenten  grösser  als  3  ist. 

Hiernach  wird  also  jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  Ordnung 
eine  Gleichung  von  derselben  Ordnung  zugehÖren.  Substituirt  man 
aber  in  3}  für  x  und  y  ihre  "Werthe  aus  1)  und  2),  so  kommt  eine 
Gleichui^ : 

4)  0  =  fl  +  6ü  +  c;'^ +  ■■■  +  £«', 

deren  10  Coefficienten  a,  t,  c,  ,,.,  i  gegebene  Functionen  von  «,  Ä, 
e,  a',  b',  ...  und  et,  ß,  y,  ...  sind,  und  insgesammt  gleich  0  sein 
müssen.  Dies  giebt  10  Gleichungen;  dagegen  sind  nur  9  zu  be- 
stimmende Unbekannte  a,  ß,  y,  ...,  i  vorhanden.  Es  lassen  sich 
also  die  leteteren  nicht  nur  vollkommen  bestimmen,  sondern  es  bleibt 
nach  Elimination  derselben  aus  den  10  Gleichungen  eine  Gleichung 
zwischen  a,  h,  e,  a' ,  b' ,  ...  selbst  zurück.  Diese  ist  aber  nothwendig 
eine  identische,  keine  Bedingungsgleichung.  Denn  wäre  sie  das 
letztere,  so  könnten  für  solche  Werthe  a,  i,  e,  ...,  dui-ch  welche  die 
Bedingung  nicht  erfüllt  würde,  auch  die  Gleichungen  a  =  0,  6  =  0, 
...  nicht  neben  einander  bestehen;  mithin  könnte  auch  die  ange- 
nommene Foim  der  Gleichung  3)  nicht  die  richtige  sein,  sondern 
müsste  Glieder  von  noch  höherer  Ordnung,  als  der  dritten,  ent- 
halten. Dies  widerspricht  aber  erwies enermasaen  der  Natur  der 
Gleichungen  1)  und  2).  —  Allerdings  ist  es  möghch,  dass  die  nach 
dem  gewöhnhchen  Elimination sprocess  aus  1)  und  2)  sich  ergebende 
Gleichung  von  einem  höheren  Grade  als  dem  dritten  erscheint. 
Alsdann  kann  man  aber  gewiss  sein,  dass  durch  die  algebraischen 
■Umformungen  ein  oder  mehrere  ungehörige  Factoren  hinzugekommen 
sind,  die  man  durch  Division  wieder  absondern,  und  somit  die  Glei- 
chung auf  den  dritten  Grad  zurückbi-ingen  kann.  — 

Fährt  man  auf  dieselbe  Art  zu  schliessen  bei  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  von  der  vierten  Ordnur^  fort,  so  kommt  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  noch  die  vierte  Potenz  von  v  hinzu,  die  dem 
Ausdrucke  entsprechende  Gleichung  3)  muss  von  der  vierten  Ord- 
nirng  sein,  erhält  folglich  noch  die  5  Glieder  x'^,  x^y,  »*J/*,  xy^,  y* 
mit  ihren  zu  bestimmenden  Coefficienten,  und  die  Gleichung  4)  steigt 
dadurch  bis  auf  den  sechzehnten  Grad.  Hier  giebt  es  also  14  zu 
bestimmende  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  und  dazu  17  Gleichungen: 
a  =  0,  ß  =  0,  c  =  0,  etc.  Mithin  bleiben,  nach  Elimination  der 
ersteren  aus  den  letzteren,  3  Gleichungen  zmschen  «,  b,  e,  a ,  V,  ... 
zurück,  welche,  aus   demselben  Grunde  wie  vorhin,   identische  sein 
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Uebei'haupt  sieht  man,  dass  eine  Linie,  die  ihrem  Ausdrucke 
nach  von  der  »jten  Ordnung  ist,  auch  rücksichtlich  ihrer  Gleichung 
zu  der  mten  Ordnung  gehört.  Diese  Grieichung  enthält  im  Allge- 
meinen ^(m-(- l)(>w  +  2)  Glieder,  also 

^(^  +  ])(;„  +  2)-l    =>(?«+  3}     ■ 

zu  bestimmende  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  Substituirt  man  hierin 
für  X  und  y  ihre  durch  -o  gegebenen  Werthe,  so  gelangt  man  zu 
einer  Gleichung  für  u,  die  von  m^ten  Grade  ist,  und  deren  m^  +  1 
Coefficienten,  sämmtlich  gleich  0  gesetzt,  die  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  et,  ß,  y,  ...  erforderlichen  Gleichungen  geben.  Man 
hat  folglich 

Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen;  es  muss  daher, 
weil  die  Gleichung  für  die  Linie  unbedingt  von  der  »zten  Ordnung 
ist,  zwischen  den  m*  +  1  Gleichungen  ein  solcher  Zusammenhang 
stattfinden,  dass  aus  behebigen  ^m{m-i~Z)  derselben,  welche  von 
einander  unabhängig  sind,  die  übrigen  ^{m — l){m^2)  abgeleitet 
werden  können.  Dass  dieser  Ueberschuss  für  m  ==  l  und  m  =  2 
verschwinde,  sahen  wir  bereits  in  §.  136. 

§.  138.  Wenden  wir  uns  jetat  zu  der  umgekehrten  Aufgabe; 
aus  der  gegebenen  Gleichung  einer  Linie  den  entsprechenden  Aus- 
druck zu  finden,  oder  was  dasselbe  sagen  will,  die  Veränderliehen  x 
und  p  der  Gleichung  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Ver- 
änderlichen 1)  darzustellen,  welche  der  Gleichung  Genüge  leisten. 
Schon  aus  Euler's  Introductto  (Tom.  I,  Cap.  III  De  transformatione 
Functionum  per  suhstitutionem)  ist  bekannt,  dass  dieses  Geschäft  nur 
bei  den  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  immer  von 
statten  geht,  dagegen  schon  bei  den  Gleichungen  der  dritten  Ord- 
nung in  den  mehre sten  Fällen  irrationale  Formen  unvermeidlich 
sind.      Noch   etwas   näheren  Aufschluss   erhalten   wir  auf  dem   hier 


Zuerst  ist  es  gewiss,  dass  eine  Gleichung  der  mten  Ordnung 
auch  zu  einem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung  führen  muss,  wenn 
anders,  die  Gleichung  in  einen  rationalen  Ausdimck  zu  verwandeln, 
möglich  ist;  weil  umgekehi-t  jedem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung 
eine  Gleichung  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht.  Man  denke 
sich  nun,  dass  nach  der  im  vorigen  §.  gezeigten  Methode  die  Werthe 
der  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...,  durch  a,  b,  e,  a',  ...  ausgedrückt,  ge- 
funden worden  seien:  so  hat  man  ^m{»«  +  3)  Gleichungen:  «^  ..., 
(?=:,..,  ...,  aus  denen  jetzt  umgekehrt  die  Werthe  von  «,  5,  e,  a',  ..., 


y  Google 


166  Der  barycentrische  Caicul.     Absclinitt  I,  5-  138. 

durch  a,  ß,  y,  ...  ausgedrückt,  zu  entwickeln  sind.  Es  lässt  sich 
aber,  wie  in  §.  69  bewiesen  worden,  die  Anzahl  der  Constanten 
a,  h,  e,  a',  ...,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  des  Ausdrucks,  auf 
'im  —  1  zurückbringen,  und  es  sind  daher 

i».(».  +  3)-3i»+l  =!(».- !)(».- 21 
Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen  vorhanden.  Y)a, 
nun  die  Coefficienten  «,  ß,  y,  ...  und  folgUch  a\ich  die  ihnen  zu- 
gehörigen ^m{m-]-Z)  Gleichungen  von  einander  ganz  unabhängig 
sind,  so  eliminire  man  aus  letzteren  die  3m — 1  zu  bestimmenden 
Grössen,  und  man  wird  ^(>w~  ])(jw  — 2)  Gleichungen  zwischen  a, 
ßf  y,  ...  bekommen,  welche  ebenfalls  von  einander  unabhäi^^,  mit- 
hin keine  identischen  sind,  und  folglich  erfüllt  werden  müssen, 
wenn  anders,  die  Gleichung  für  die  Curve  in  einen  rationalen  Aus- 
dr\ick  zu  verwandeln,  möglich  sein  soll. 

Für  m=l,  2,  3,  4,  5,  etc.  erhält  ^[«i— l](»ä  — 2)  die  resp. 
Werthe  0,  0,  1,  3,  6,  etc.  Ist  also  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 
nur  von  der  ersten  oder  zweiten  Ordnung,  so  lässt  sich  ohne  weitere 
Bedingung  ein  ihr  entsprechender  rationaler  Ausdruck  finden.  Da- 
gegen muss  bei  einer  Gleichung  der  dritten  Ordnung  eine  gewisse 
Bedingnngsgleichung  zwischen  ihren  Coefficienten  erfüllt  werden, 
wenn  x  und  y  sich  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Vcränder- 
Kchen  soUen  ausdrücken  lassen.  Bei  einer  Gleichung  der  vierten 
Ordnung  müssen  zu  demselben  Zwecke  3  Bedingungsgleichimgen 
erfüllt  werden,  u.  s.  w.  Diese  Bedingungsgleichungen  seihst  aber 
zu  entwickeln,  möchte  eine  sehr  weitläufige  Rechnung  erfordern. 
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Zweiter  Abschnitt. 


Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren 

und    den    daraus    entspringenden    Classen 

geometrischer  Aufgaben. 
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Erstes  Capitel. 

A^on  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit. 


§.  139.  Wenn  in  zwei  Figuren  jedem  Puncte  der  einen  Figur 
ein  Punct  der  anderen  entspriclit,  dergestalt,  dass  der  gegenseitige 
Abstand  je  zweier  Puncte  der  einen  Figur  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  Puncte  in  der  anderen  Figur  gleich  ist, 
so  sind  die  Figuren  einander  gleich  und  ähnlich.  Diese  Er- 
klärung der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  —  denn  als  solche  kann 
man  den  voranstehenden  Satz  betrachten,  —  ist  allgemein  an- 
wendbar, mögen  die  Figuren  bloss  aus  isolii-ten  Puncten,  oder  aus 
Linien,  oder  aus  Flächen  bestehen,  mögen  im  ersteren  Falle  die 
Puncte  in  einer  geraden  Linie,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume 
überhaupt  liegen. 

Die  einfachsten  Figuren,  welche  einander  gleich  und  ähnlich 
sein  können,  sind  demnach  Systeme,  jedes  aus  zwei  Puncten  be- 
stehend. Heissen  A  und  B  die  zwei  Puncte  des  einen  Systems, 
A'  und  B'  die  ihnen  entsprechenden,  welche  das  andere  System 
ausmachen,  so  sind,  der  Erklärung  zufolge,  die  beiden  Systeme  ein- 
ander gleich  und  ähnlich,  wenn  B'  von  A'  eben  so  weit,  als  B  von 
A  absteht,  oder  in  Zeichen;  wenn  A'B'=  AB  ist.  —  Kommt  au 
dem  Systeme  A,  B  ein  dritter  Punct  C  hinzu,  gleichviel  ob  dieser 
mit  A  und  B  in  einer  Geraden,  oder  nicht,  liegt,  so  ist  C  der  ent- 
sprechende Punct  in  dem  anderen  Systeme  A' ,  B',  wenn  C'A'^  CA 
und  C'B'i=  GB.  —  Wird  dem  Systeme  A,  B,  C  ein  vierter  Punct 
D  hinzugefügt,  mag  dieser  mit  A,  B,  0  in  einer  Ebene,  oder  ausser- 
halb derselben  enthalten  sein,  so  hat  man  D'  als  entsprechenden 
Punct  in  dem  anderen  Systeme  A',  B',  C,  wenn  noch  D'A'=  DA, 
n'B'=DB,  D'O'^DC;  u.  s,  w. 
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§.  140.  Aufgabe.  Ein  System  von  n  Puncteii  zu  construiren, 
welches  einem  anderen  gegebenen  Systeme  von  n  Puncten  gleich 
und  ähnlich  ist. 

Auflösung.  Heissen  die  Puncte  des  gegebenen  Systems; 
A,  B,  C,  -D,  ...,  und  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in  dem  zu 
con struir enden ;  A' ,  B',  C\  D' ,  ...  Nun  hat  man  drei  Fälle  zu 
iinterscheiden ,  je  nachdem  die  ersteren  Puncte  entweder  in  einer 
Geraden,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Uaume  überhaupt  hegen. 

Im  ersten  Falle  nehme  man  A'  wiederum  in  einer  Geraden  und 
trage  darein  A'B'=  AB,  gleichviel  auf  welche  Seite  von  A'.  Man 
trage  femer  in  diese  Gerade  A'C'=^  AC,  so  d^s  C  mit  B'  auf 
einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A'  liegt,  je  nachdem  C  mit 
B  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A  befindlich  ist.  Eben  so 
wie  bei  C  verfahre  man  mit  der  Bestimmung  aller  übrigen  Puncte.  — - 
Hiemach  ist  also  A'  ganz  willkürlich  zu  nehmen,  jeder  der  übrigen 
n  —  1  Puncte  aber  wird  durch  einen  Abstand  bestimmt,  und  es 
werden  folglich  zur  Construction  des  ganzen  Systems  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  n  —  1   Abstände  als  gegeben  erfordert. 

Wenn  zweitens  A,  B,  C,  ...  in  einer  Ebene  liegen,  so  liegen 
auch  A')  B' ,  C ,  ...  in  einer  Ebene.  Der  Ort  von  A'  bleibt  darin 
der  Willkür  überlassen;  B'  ist  ein  beliebiger  Punct  des  Kreises,  der 
aus  A!  als  Mittelpunct  mit  AB  als  Halbmesser  beschrieben  wird; 
C"  ist  einer  der  beiden  Durchschnitte  der  zwei  Kreise,  welche  aus 
A'  mit  A  C  und  aus  B'  mit  B  C  beschiieben  werden.  Um  einen  der 
übrigen  Puncte,  z.  B.  D'  zu  finden,  beschreibe  man  aus  A'  mit  AD 
und  aus  B'  mit  BD  Kreise  und  nehme  für  D'  denjenigen  ihrer 
beiden  Durchschnitte,  welcher  mit  C  auf  einerlei  oder  verschiedene 
Seiten  von  A'B'  fällt,  je  nachdem  T>  und  C  auf  derselben  oder  ver- 
schiedenen Seiten  von  AB  hegen.  —  Hier  sind  also  zur  Bestimmung 
von  A'  gai-  keiner,  zur  Bestimmung  von  B'  einer,  und  zur  Bestimmung 
jedes  der  übrigen  n  —  2  Puncte  zwei  Abstände,  also  in  Allem  nicht 
mehr  und  nicht  weniger,  als 

1+2(k  — 2)-=2m  — 3 
Abstände  erforderlieh. 

Ist  endlich  das  gegebene  System  im  Räume  enthalten,  so  ist  J! 
ganz  willkürlich;  B'  ein  beliebiger  Punct  der  Kugelfläche,  welche 
A'  zum  Mittelpuncte  und  AB  zum  Halbmesser  hat;  C  ein  be- 
liebiger Punct  des  Kreises,  in  welchem  sich  die  zwei  aus  A'  mit  AO 
und  aus  B'  mit  BC  beschi-iebenen  Kugelflächen  schneiden;  D'  einer 
von  den  zwei  Puncten,  in  denen  sich  die  drei  Kugelflächen,  aus  A! 
mit  AD,  aus  B'  mit  BD  und  aus  C  mit  OD  als  Halbmessern  be- 
schrieben,   schneiden.     Auf  eben  die  Art  vfie   D'    wird   dann    auch 
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jeder  der  übrigen  Puncte,  z.  B.  J?  gefunden,  nur  dass  von  den  zivci 
gerne  ins  chaftKchen  Durchschnitten  der  aus  A',  B',  C  mit  ÄE,  BE, 
OE  beschriebenen  Kugelflächen  deijenige  zu  nehmen  ist,  welcher 
mit  D'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  A'B'C 
Hegt,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere  bei  den  entsprechenden 
Puncten  in  dem  gegebenen  Systeme  der  Fall  ist.  —  Zur  Bestimmung 
von  A!  wird  also  kein  Abstand,  zur  Bestimmung  von  B'  einer,  zur 
Bestimmung  von  C"  werden  zwei,  und  zur  Bestimmung  jedes  der 
übrigen  n  —  i  Pvmcte  drei  Abstände  erfordert,  folgHch  in  Allem 

Abstände. 

VmkgN        1  llid       1       t    I)       dl       k       md 

fl^d       tlt       f         vhd       w         f  hd        StdEb 

^JSCflldDhhnttddil         Iflbh  w'ill         E         t 

!d  hl        bdDlhttdduil  dd  dm 

rI         dFlgdPt^^C  dEIt  hd 

Lmk  d  m       d  b  d       Lmk  h   d      E    ht       g  ht 

dwm  1         1  dk      körnt       d         d  tPtfl 

Ik        dltt  fd  htStdEb        A  B  C    \   gt     :S         1 

dmm  flDl  dd  ddi  wPthlt 

j  hdmwddgdhtFl  twd         bmtimdd 

hd  ijg  n  D        dPt-lUC 

h  IbdF'iU  dhdSjt        A    B    C   D  A  A 

B     C     D  wrII         dhbhkö  b  m        tFll 

C        d        K  b     ht  -w    d 

—  F        ht        db       d       bkpll        Fgi         Glhht       d 
411hkth      C         d         ttthd      k  dhgg       bFg 

Eb  dbSvt  Pt  gdl  Gllhtd 

AllhkttC        d  bd         tBGll  mhte 

d  h  a  bdkpUhBm  dDm 

hik  dk  D  gbt&b 

k  kplhEm  d  ai         U  mll\llt 

inmslib  thlt  wd  b  gmlh  w 

hßll  dhihlD         kbd  bdFlsd  ht 

pldSpt  htgg  ttmS  Bit  Dkg 

bg  Nddhkna  d  b         ktlli^  1         md         in 

Dlm  Stdm  d  d&ddEb 

Im  \  h  Ib    Umd    h         m    1       1     t     b  wi  l  d 

Eb        Mit      D         K  1 1  b       hm       d  d  d         D        k    di    E  lg    d 

ItjldSpt  1  IS  dk  td  d 

1      h  F  rtb  w  d      Eb  n  t       h  t        Z  1   If      hm     d 

kphhK  ddg        htwd 

Eb  hält  h  mit    w     gl     h      Sy  t  P      t 

dllbgdL  AS  (LAB  Sdhbd 

dKltg       i£       ä.  AB       tgggtt  iiddhU  Ft 

bwgd  Svtm  dgdL  lltfkm"W 

Deckung  der  Sich  entsprechenden  Puncte  heirorgebraoht     Bondem  erst  nach 
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ne    I  ilben  l  md  el    ng   de    e  nen  &j  sten  s    n      nend  e  ner  d  roh  d  e  Gerade 
gehenden  Ebene 

Z  r   Con    dena    awe  er  seh    gle   bei»  und   ohnliol  en   tijsteine    m  Ba  me 
Ton   Ire    D  mens  onett     A    S     C   D  und    4.     B     C     B  be    denen 

aber  d  e  Pun  i&   D    E  und   1)      E  auf  ungle  ehn  m  gen   Se  ten   der 

Ebenen  -iB  C  und   i  S  C    1  egen    ■wurde  also    der  \ualog  e  nach  au  s  hl  e  sen 
erforderl    h  ae       d  aa  n  an  das  e  ne  Sjaten    n  e  nem  R  un  e  Ton  ?  e    D  n  en 
s  onen   e  ne  h  Ib     Lmd  eh  n      m    1  en   la    en    kon  te      D       1  er   e       b  1  h 
Baum  n  cht  gedaci  t  v,e  de    kan      ao     t  au  1   d     Co       de  z    n  d    a  n   E  Ue 
unmöglich 

§.  141,  Zusätze,  a)  .Bei  einem  Systeme  von  n  Piincteii  ist 
die  Anzahl  aller  Abstände  je  zweier  Puncte  von  einander  =  ^n{n — 1). 
Von  diesen  Abständen  vrurden,  je  nachdem  die  Puncte  in  einer  Ge- 
raden, Ebene,  oder  im  Baume  lagen,  nur  n — 1,  2«— 3,  oder  3m — 6 
in  beiden  Systemen  einander  gleich  gemacht,  Dass  nun  dann  immer, 
wie  es  die  Erklärung  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  erfordert,  auch 
die  übrigen 

^n[n~l)—    »2  +  l=|{«-l)(M-2) 
i„(«_  IJ  _  2»  -}-  3  =  ^{n  -  2)(«  -  3) 

Abstände  des  einen  Systems  den  eben  so  viel  entsprechenden  Ab- 
ständen des  anderen  Systems  gleich  sind,  muas  jin  jedem  der  drei 
FäUe  besonders  bewiesen  werden. 

Der  Beweis  für  den  ersten  Fall,  wo  die  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  flieast  unmittelbar  aus  der  Deckung  gerader  Linien  von 
gleicher  Länge. 

Den  zweiten  Fall  anlangend,  so  haben  vermöge  der  Construction 
die  Dreiecke  A'B'C,  J!B'D',  A'£'E',  etc.  resp.  mit  den  Dreiecken 
ABC,  ABD,  etc.  gleiche  Seiten  und  decken  sich  folglich  der  Reihe 
nach;  mithin  können  auch  die  ganzen  Figuren  ABC!) ..  und 
JlBtCD'..  zur  Deckung  gebracht  werden. 

Der  Beweis  für  den  dritten  Fall  wird,  wenn  die  Puncte  D,  E,  ... 
und  !>',  E',  ...  auf  gleichnamigen  Seiten  der  Dreiecks  ebenen  ABC 
und  A'B'C  liegen,  ähnlich enveise  mittelst  des  Satzes  geführt,  dass 
zwei  Pyramiden  ABCD  und  A'B'C'D'  in  einander  passen,  wenn 
die  sechs  Kanten  der  einen  den  sechs  Kanten  der  anderen  der 
Reihe  nach  gleich  sind,  und  D'  auf  derselben  Seite  von  A'B'C  sich 
befindet,   auf  welcher  D  von  ABC  liegt*).    —    Bei   ungleichartiger 


*)  Dieser  Satz  lässtaioh  Mgendergestalt  leicht  darthun.  —  Weil  ,^'i?'=  ^.B, 
B'C'=  BC,  C'A'=  CA,  so  können  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  immer  zur 
Deckung  gebracht  werden.      Der   gemachten  Annahme   zufolge  liegen    alsdann  D 
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Lage  macht  der  Beweis  mehrere  Vorbereitungen  iiöthig,  auf  die  ich 
mich  aber  hier  nicht  einlassen  kann,  sondern  auf  Legendre  Geo- 
mitrie,  Livre  VI,  Prop.  2  und  Note  VII  verweise. 

h)  "Wenn  nicht,  wie  in  der  Aufgabe  vorausgesetzt  wurde,  das 
ganze  System  von  n  l'uncten  gegeben  ist,  sondern  bloss  die  n — 1 
oder  2« — 3  oder  3?j  —  6  Abstände  in  demselben,  die  zur  Construc- 
tion  eines  ihm  gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlich  waren, 
so  wie  auch  die  Seiten,  auf  denen  die  übrigen  Puncto  von  dem 
Puncte  Ä  oder  von  der  Geraden  AB  oder  von  der  Ebene  ABC 
liegen,  so  lassen  sich  daraus,  eben  vermöge  der  gelehrten  Construc- 
tion,  die  übrigen  Abstände  und  alle  anderen  dabei  vorkommenden 
Grössen  finden.     Und  überhaiipt: 

Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  in  einer  Geraden,  oder  in 
einer  Ebene,  oder  im  Räume,  und  sind  von  den  Grössen,  welche  da- 
durch auf  irgend&rUi  Weise  hestimmt  werden  können,  resp.  n  —  1, 
2m  —  3,  3m  —  6  vpn  einander  unabhängige  gegeben,  so  kann  man  dar- 
aus alle 


und  D'  auf  einerlei  Seite  von  ASC.  Fielen  nun  Z>  und  jy  nicht  zusammen,  so 
entstünden,  wegen  AD  =  A'D',  etc.,  die  gleichschenkligen  Dreiecke  ADD', 
SDD'  CDD'  n"E  der  gemeinschaftlichen  Bisis  DD'.  Heisse  daher  Jf  der 
Mittelpunet  -son  DD  so  -(^arei  i  M  BM  CM  auf  DD'  perpendikular,  mithin 
A  B  C  M  \n.  einer  Ebene  hehndlioh  lon  welcher  DD'  rechtwinklig  halbirt 
wurde  Mithin  lagen  D  md  D  iit  verscl  cdenen  Seiten  von  ABC,  welches 
gegen  die  Annahme  i  t  Es  tallei  diher  D  und  D  zusammen,  folglich  auch  AD 
■und    iD     etc     md  die  ganzei   Pvrmidei   pisien  m  einander. 

Liegen  D  nnd  D  luf  nn^icid  ni.mi'-en  'jeten  Ton  ABC  und  A'S'C,  9o 
folgt  naih  denselben  feehlttssen  dass  bei  Deckung  der  Dreiecke  ABC  und  A'S'C 
die  Gerade  DD  \on  der  Ebene  4.BC  leehtwinklig  halbirt  wird,  —  Dies  hier  zur 
Folge  erhaltene  Resultat  i't  bei  Legendre  (Lnre  VI,  DMnit.  16)  die  Erldärung 
>on  dergleichei  Zs-  q)i,n  Ivil  n    U       ti  i/tes  von  ihm  genannt. 
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Zweites  Capitel. 

Von  der  Aehnlichkeit. 


§.  142,  Die  einfachste  und  engste  Art  von  Verwandtschaft, 
die  zwischen  Figuren  statt  haben  kann,  ist  die  Gleichheit  und  Aehn- 
Hchkeit,  indem  von  zwei  solchen  Figuren  die  eine  nichte  anderes, 
als  eine  vollkommene  Wiederholung,  ein  nochmaliges  Setzen  der 
anderen  ist.  Weniger  einfach  und  von  grösserer  Ausdehnung  ist  die 
blosse  Aehnlichkeit.  Hier  kann  man  die  eine  Figur  als  eine  Wieder- 
holung der  anderen  nach  einem  grösseren  oder  kleineren  Massstabe 
betrachten,  oder  bestimmter:  Zwei  Figuren  smd  einander  ähnlich, 
wenn  die  gegenseitigen  Abstände  je  zweier  Puncte  der  einen  Figur 
in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  wie  die  Abstände  der 
entsprechenden  Puncte  in  der  anderen. 

Die  einfachsten  Figuren,  bei  denen  von  Aehnlichkeit  noch  die 
ßede  sein  kann,  sind  daher  Systeme,  jedes  von  drei  Puncten  ge- 
bildet. Das  System  A',  B' ,  G'  ist  dem  Systeme  Ä,  B,  O  ähnlich, 
wenn 

AB' :  B'C:  C'A'=  AB  .  BC  .  CA, 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 

AB-=  m .  AB,     B'C'=  m.BC,     C'A'=  m.CA 
ist,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet.    Sollen  die  Systeme  A,  B, 
C,  D   und  A',  B',  C,  D'  einander  ähnlich  sein,   so   wird  erfordert, 
dass  noch 

AD'==m.AD,     B'D'=m.BD,     C'T)'=  m  .  CT); 


§.  143.  Zusätze  und  Folgerungen,  a]  Dass  dieser  De- 
finition gemäss  ähnliche  Figuren  auch  wirklich  existiren,  ist  hieraus 
im  Allgemeinen  noch  nicht  abzunehmen,  sondern  bedarf  eines  Be- 
weises. Der  Elementargeometrie  liegt  es  ob,  denselben  zu  führen. 
Diesen  Beweis  aber  vorausgesetzt,  sieht  man  ohne  weiteres,  dass 
man  zur  Construction  eines  Systems  A! ,  B',  C,  ...,  welches  einem 
gegebenen  Systeme  A,  B,  0,  ...  ähnlich  ist,  folgende rgestalt  ver- 
fahren kann.  —  Man  nehme  A'  und  B'  ganz  willkürlich,  denke  sich 
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hierauf,  A'B'^=  m,  AB  gesetzt,  ein  dem  gegebenen  Systeme  ähn- 
liches System,  in  welchem  jeder  Abstand  dem  Mfachen  des  ent- 
sprechenden Ahstandes  in  dem  gegebenen  gleich  ist,  als  schon  vor- 
handen, und  bestimme  nun  die  übrigen  Puncte  C",  2)',  ...,  indem 
man  auf  die  in  §.  140  gezeigte  Weise  ein  diesem  eingebildeten 
Systeme  gleiches  und  ähnliches  construirt. 

h)  Statt  der  in  §.  140  zur  Construction  angewendeten  Abstände 
AB,  ÄC,  BC,  ...  werden  also  gegenwärtig  die  Längen  m.AB, 
m.AC,  m.BO,  ...  genommen,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  ist.  Zur 
Construction  eines  ähnlichen  Systems  braucht  man  folglich  nur  die 
Verhältnisse  zu  kennen,  in  welchen  von  den  zur  Construction  eines 
gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlichen  Abständen  irgend 
einer  zu  den  übr^en  steht.  Da  nun  die  Anzahl  dieser  Verhältnisse 
immer  um  Eins  geringer  ist,  als  die  der  Abstände  selbst,  so  werden, 
je  nachdem  die  Puncte  des  gegebenen  Systems  in  einer  Geraden, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  liegen,  k  — 2,  2«  —  4  oder  3«  — 7 
Verhältnisse  erfordert. 

c]  Ist  das  System  nicht  selbst  gegeben,  sondern  bloss  die  Ver- 
hältnisse, welche  zur  Construction  eines  ähnlichen  Systems  zu  wissen 
nöthig  sind,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  Construction  alle  übrigen 
Verhältnisse  je  zweier  Abstände  und  alle  anderen  Grössen  finden, 
welche  ähnliche  Figuren  mit  einander  gemein  haben,  als  Winkel, 
Verhältnisse  von  Flächen,  u.  s.  w.  Wir  schliessen  hieraus,  eben  so 
wie  in  §.  141,  h: 

Sind  von  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  eine?-  Geraden,  in  einer 
Ebene,  oder  im  Baume  resp.  irgend  n  —  2,  %n  —  4,  %n  —  7  von  ein- 
ander unabhängige  Verhältnisse  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen 
der  Punkte,  ode?'  eben  so  viel  andere  von  diesen  Verhältnissen  abhängige 
Grössen  oder  Bedingungen  gegeben,  so  lassen  sich  daraus  alle  übrigen 
Verhältnisse  zvmchen   den  Abständen  und  davon  abhängigen   Grössen 

d]  Verhältnisse  lassen  sich  immer  durch  Zahlen  ausdrücken. 
Hier  werden  also  aus  gegebenen  Zahlen  andere  durch  Construction 
gefunden.  Letztere  Zahlen  müssen  sich  daher  aus  erateren  auch 
durch  ßechnur^  finden  lassen.  Es  müssen  folglich  von  den  ge- 
gebenen w  — 2,  ...  Verhältnissen  des  Systems  alle  übrigen  Verhält- 
nisse als  analytische  Functionen  darstellbar  sein. 

Es  fiiesst  hieraus  noch,  das»  die  in  §.  141,  h  als  lösbar  erwiesene 
Forderung,  nicht  allein  durch  Construction,  sondern  gleichfalls  auch 
durch  Rechnung  gelöst  werden  kann.  Denn  aus  den  dort  gegebenen 
n  —  1,  ...  Stücken,  die  wir  jetzt  in  Zahlen  ausgedrückt  annehmen, 
ist  es  immer  mißlich,  n  —  2,  ...  von  einander  unabhängige  Verhält- 
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ni'^'se  zu  bilden  A.u=i  diesen  abei  können  dem  eben  Gesagten  zu- 
folge duich  Rechnung  alle  ubiigen  Verhaltniaae  defc  Systems  also 
auch  die  Veihaltniise  der  ubiigen  Stucke  zu  den  gegebenen  also 
auch  die  ubiii^en  Stucke  selbst  m  Zahlen  gefunden  neiden 

Anmerkung  Aus  der  Möglichkeit  eine  geoJHetnsche  \ufgabe  durch 
Conitruetion  au  losen  Itacii  man,  ohne  die  Leliie  ^on  der  ^ehnlielikeit  ak 
erwiesen  vorauszusttzen ,  die  Möglichkeit  einer  Auflösung  duich  Eechnung 
noch  nicht  tolgem 

Seligen  a  B  a,  h  c,  J  die  viei  Seiten  emea  \ieiecks  e  /  die  zuti 
Diagonalen  desselben  bei  ferner  i  irgeaid  eine  zur  Einheit  angenoaimeiie 
Linge    und  ab,  /   m  aolchen  Einheiten  ausgedcaekt,  =  ri    ß,       ,  f    so 

dass  (/  =  ßi  6  =  (*j,  ete  Nun  kann  man  durch  eine  sehr  einfache  Con 
struction  aus  den  Linien  a  h,  c  d,  e  die  Linie  /,  tolglioh  auch  aus  der  Linie 
3  und  den  Zahlen  ",  ß,  J  rf,  b  die  Zahl  S  tinden  Ob  aber  au^  a,  ß  ,  e 
allem  die  Zahl  S  gefunden  weiden  könne,  ob  also  f  unge&ndert  bleibe,  wie 
grosa  oder  klein  auch  >  genommen  nerde,  ist  hiermit  noch  nicht  entschieden 

Allerdings  muBSte  zwar    ■wenn  zur  Bestimmung  von  f  nächst  a,  s  auch 

)   erforderlich  ■nfire,  auch  umgekehrt  i   aus  a,  S  gefunden  werden  kjnnen, 

da  doch  eine  Function  von  Zahlen  immer  wieder  eine  Zahl  und  keine  ausge- 
dehnte Grosse  sein  kann  AUem  wenn  Legendre  eine  dergleichen  Schlus'- 
art  anwendet  um  die  Lehre  von  der  Aehiihehkeit  analytiBoh  zu  begründen 
{Ehm  de  Qtoni  note  2),  so  k'inn  wohl  mit  E^cht  entgegengesetat  werden 
dass,  obsohon  >  durchaus  nicht  eme  analitische  Function  von  k,  f  sein 
kann     es  doch  keineswegs   undenkbar  i't,   dass  i   aus  a,  f  auf  geometri- 

schen "M  ege  gefunden  werden  könne  dass  folgbch  Legendre  noch  immer 
Buioi  beweisen  muss  dass  dasjenige,  was  duioh  Construction  bestimmt  werden 
kann  auch  durch  Eechnung  sieh  herleiten  liBse  Denn  hieraus  erst  kann 
gefolgert  werden  dass  dasjenige,  was  sich  durch  Eechnung  nicht  finden 
lasst  auch  nicht  durch  Conafruetion  bestimmbar  ist  Es  wird  tulgiich  \on 
Legendre  em  Kreis  im  Scbliessen  begangen,  da  eben  erst  au'  der  zu  be- 
weisenden Lehre  Mm  der  Aehnüehkeit  die  Mislichkcit  einer  Anwendung  der 
\niil"\ MS  luf  die  G  oraetiie  hpl^olEeht 
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Drittes  Capitel. 

Von   der  Affinität. 


§.  144.  Ausser  der  Gleichheit  und  Äehnliclikeit  allein  giebt 
es  noch  einige  andere  Arten  von  Verwandtschaften,  die  gleichfalls 
in  das  Gehiet  der  Elementargeometrie  gehören.  Die  barycentrische 
Bestimmungs-Methode  von  Puncten  wird  uns  zur  Erkenntniss  dieser 
Verwandtschaften  und  der  sehr  merkwürd^en  aus  ihnen  zu  ziehen- 
den Folgerungen  hinführen. 

Man  denhe  sich  ein  System  von  Puncten  A,  S,  O,  D,  ...  in 
einer  Ebene.  Drei  derselben,  A,  B,  C,  nehme  man  zu  Fundamental- 
puncten  und  bestimme  in  Bezug  auf  dieselben  jeden  der  übrigen 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Form:  aA-^-iB -\-cC.  Wenn  nun 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABO  und  für  jeden  der  übrigen  Puncte 
die  Verhältnisse  der  Coefficienten  im  Ausdrucke  desselben,  a  :  b  :  c, 
gegeben  sind,  so  ist  klar,  dass  alle  mit  Hülfe  jener  Seiten  und  dieser 
Verhältnisse  construirten  Figirren  einander  unter  sich  und  der  er- 
eteren  gleich  und  ähnlich  sein  werden.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass, 
wenn  statt  der  Seiten  der  Fundamentaldi-eiecks  selbst,  bloss  die 
gegenseitigen  Verhältnisse  derselben  gegeben  sind,  zwischen  den 
construirten  Figuren  und  der  ursprünglichen  nur  Aehnlichkeit  ob- 
walten wü'd.  Gesetzt  aber,  dass  von  dem  Fundamentaldreiecke  gar 
nichts,  und  bloss  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  für  die  übrigen 
Puncte  gegeben  sind,  so  werden  die  somit  hervorgehenden  Figuren, 
weü  nun  die  di-ei  Fundamentalpvmcte  ganz  nach  Willkür  genommen 
werden  können,  in  einer  noch  entfernteren  Beziehung  zu  einander 
stehen. 

§,  145,  Um  das  Wesen  dieser  Beziehung  ausfindig  zu  machen, 
so  seien  A',  B',  C"  (Fig.  29)  drei  beliebige  Puncte,  die  man  den 
Puncten  A,  B,  0  resp.  entsprechend  setze.  Ist  nun  ii^end  einer 
der  übrigen  Puncte  in  der  ersten  Figur, 

D  =  aA+hB  +  cO, 
s<.)  wird  D'  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten  sein,  wenn 
D'^aA'+hB'+cC, 
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d,  h,  wenn  die  Üreieckaflächen  zwischen  A',  B',  C",  D'  sich  eben 
so  zu  einander  yerhalten,  als  wie  die  ihnen  entsprechenden  zwischen 
A,  B,  C,  D  (§.  24,  c).  Man  ziehe  demnach  die  Gerade  GT>,  welche 
AB  in  Z  schneide,  theile  A'B'  in  Z'  dergestalt,  dass 

A'B'.  B'Z'  =  AB    BZ, 
ziehe  G'Z'  und  nehme  darin  D',  so  dass 

CD':  Z'D'=  CD:  ZD, 
so  ist  D'  gefunden. 


Unmittelbar  also  folgt  ans  einer  solchen  Construction  nur  dieses, 
dass, 

A'B'C'^m.ABC 
gesetzt,   auch  jedes  andere  Dreieck  der  zweiten  Figur,   welches  mit 
dem  Dreiecke  A'B'C  eine  Seite  gemein  hat,  dem  mfachen  des  ent- 
sprechenden Dreiecks  in  der  ersten  Figur  gleich  ist;  z.  B.  dass 

B'C'D'=m.BCD. 
Es   lässt  sieh   aber  leicht   zeigt  zeigen,   dass   dieselbe  Relation   auch 
zwischen  je  Kwei  anderen  sich  entsprechenden  Dreiecken  stattfinden 
muss;  z.  B.  dass 

D'E-F-:=m.DBF. 
Denn  seien  P,  'Q,  B,  S  irgend  vier  Puncte  der  ersten  Figur, 
und,  durch  ihre  Ausdrücke  auf  A,  B,  G  bezogen,  bestimmt.  Man 
eliminire  aus  diesen  vier  Ausdrücken,  als  Gleichungen  behandelt, 
die  drei  Fundamentalpuncte,  und  man  erhält  eine  Gleicliung  zwischen 
den  vier  Puncten  selbst: 
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(leren  Coefficieiiten  ic,  x,  g,  a  aus  den  Coefficienten  der  ersten  vier 
Gleichungen  zusamniengesetat ,  also  ebenfalls  gegeben  sind.  Heissen 
nun  die  diesen  Puncten  in  der  anderen  Figur  entsprechenden  Puncte 
P",   Q',  I^,  S',  so  dass,  wenn 

auch 

P'—pA'+qB'+rC 

ist,  u.  s.  w. :  so  niuss  zwischen  den  letzteren  vier  Puncten  eine 
Gleichung  mit  denselben  Coefficienten  stattfinden,  wie  zwischen  den 
vier  ersteren: 

TtP'+KQ'+  qR'+  ((S'=  0. 
Mithin  stehen  die  Dreiecksflächeu  zwischen  P',    Q',   R',  S'  iu  den- 
selben Verhältnissen  zu   einander,   wie   die  entsprechenden  zwischen 
P,   Q,  B,   S.   —  Wenden  wir  dieses  auf  die  Systeme  B,   O,  D,  E 
und  B' ,   C,  D' ,  E'  an,  so  muss,  weil 

B'0'D'=m.BGD 
war,  auch 

C'D'E'^m.CTJE 
sein;    und   eben  so   folgt  aus   letzterer  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Systeme   C,  D.  E,  F  und  C",  J/,  E',  F': 

I)'E'F'=  m .  DEF. 
Ueberhaupt  also  stehen  die  Dreiecksflächen  der  einen  Figur  in  den- 
selben Verhältnissen  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  der  anderen. 
Da  endlich  jede  ebene  Figur  durch  Ziehung  von  Diagonalen  als  ein 
Aggregat  von  Dreiecken  betrachtet  .werden  kann,  so  lässt  sich  das 
Wesen  der  in  Rede  stehenden  Verwandtschaft  bei  ebenen  Figuren 
noch  allgemeiner  als  darin  bestehend  angeben ;  daas  je  zwei  Flächen- 
theüe  der  einen  Figur  sich  eben  so  zu  einander  verlialten,  wie  die 
entsprechenden  Flächentheile  der  anderen. 

§.  146.  Eine  andere  Ansicht,  unter  welcher  man  diese  ent- 
ferntere Verwandtschaft  auffassen  kann,  ist  folgende.  Seien  wiederum 
A,  B,  C,  P  und  Ä,  B',  0',  P'  sich  entsprechende  Puncte  in  beiden 
Figuren,  also 

P'^pA'+qB'+rC, 

P~pA  +  qB  +  rC 
ist.    Man  betrachte  nun  die  Linien  CA  und  OB  als  die  Axen  eines 
Systems  paralleler  Coordinaten,   CA  als  die  Axe  X,   CB  als  die  Äse 
r,  so  ist  für  den  Punct  P  [§.  123,  5): 

X  =  -  -^^—r-  .  CA,    y  =  —-.-!—-  .  OB. 
p  +  q  +  r  '     ■'        p  +  q  +  r 
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Eben  so  nehme  man  in  der  anderen  Figur  CA'  und  tyB'  zu  den 
Axen  eines'  Cooidinatenaystems ,  imd  nenne  die  Cooidiiiaten  von  P' 
auf  diese  Axen  bezogen,  x'  und  y' ,  so  ist: 

■«'= — ,  ^    ,      C'A\     y-=  — ,   ^    ,      C'B', 

folglich 

,_  OU'  ,_  C\B' 

Bezieht  man  demnach  die  Puncte  einer  ebenen  Figur  durch 
Coordinaten  auf  zwei,  sich  unter  einem  behebigen  Winkel  (ACB) 
schneidende  Axen,  und  construirt  nun  eine  zweite  Figur  unter  einem 
von  dem  vorigen  verschiedenen  Axenwinkel  {A'C'B')  dergestalt,  dass 
jede  Abscisse  in  der  zweiten  zu  der  ihr  entsprechenden  in  der  ersten 
in  einem  beliebigen  constanten  Verhältnisse  {CA':  CA)  steht,  und 
dass  eben  so  das  gegenseitige  Verhältniss  der  sich  entsprechenden 
Ordinalen  ein  beliebiges  constantes,  aber  von  dem  der  Abscisseii 
verschiedenes  Verhältniss  (CB'i  OB)  ist,  so  wird  ebenfalls  zwischen 
beiden  Figuren  die  neue  allgemeinere  Verwandtschaft  stattfinden.  — 
Mit  anderen  "Worten;  Man  beziehe  eine  ebene  Figur  auf  zwei  be- 
liebige Axen,  messe  die  Äbscissen  mit  einer  willkürKchen  zur  Ein- 
heit angenommenen  Länge,  und  eben  so  die  Ordinalen  mit  einem 
behebigen  anderen  Längenmass.  Lässt  man  nun  die  durch  diese 
Messungen  für  jeden  Punct  der  Figur  resultirenden  zivei  Zahlen 
gegeben  sein,  nicht  aber  den  Axenwinkel  und  die  beiden  Längen- 
masse, sondern  bleiben  diese  der  Willkür  überlassen,  so  werden  alle 
mit  jenen  Zahlen  construirten  Figuren  unter  sich  und  mit  der  ur- 
sprünglichen in  der  gedachten  Verwandtschaft  stehen.    Vergl.  §.  127. 

§.  147.  Von  einer  solchen  gegenseitigen  Beziehung  der  Fi- 
guren hat  schon  Euler  gehandelt.  Introd.  in  Anal.  Inf.  Tom.  H, 
Cap.  XVILT.  De  Similittidme  et  Afßnitate  Linearum  curvarum.  — 
» Quemadmodum K ,  heisst  es  daselbst  in  artic.  442,  »in  Cui-vis  simili- 
hus  Abscissae  et  Applicatae  homologae  in  eadem  ratione  sive  augen- 
tur  sive  diminuuntur ;  ita,  si  Abscissae  aliam  sequantur  rationem, 
aliam  vero  Applicatae,  Cui-vae  non  amplius  orientur  similes.  Verum 
tarnen,  quia  CuiTae  hoc  modo  ortae  inter  se  quandam  Affiuitatem 
tenent,  has  Curvas  affines  vocabimiis:  complectitur  ergo  Affinitas 
sub  se  similitucUnem  tanquam  speciem:  quippe  Curvae  affines  in 
similes  abeunt,  si  ambae  illae  rationes,  quas  Abscissae  et  Applicatae 
seorsim  sequuntur,  evadant  aequales."  —  Der  von  Euler  hier  auf- 
gestellte [Begi-iff  der  Affinitas  ist  also  ganz  mit  dem  vorhin  ent- 
vrickelten  einerlei,   und  ich  will  daher  gleichfalls  diese  allgemeinere 
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Verwandtschaft  Affinität,  und  Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 
findet, affine  Fluren  nennen. 

Indess  scheint  Euler  diesen  Begriff  nicht  weiter  verfolgt  zu 
hahen ;  sonst  würde  er  nicht  zwischen  ähnlichen  und  affinen  Curven 
den,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  unrichtigen  Unterschied,  artic.  444, 
finden;  »quod  Curvac,  quae  sunt  similes  respectu  unius  Axis  vel 
puncti  fixi,  eaedem  similes  eint  futurae  respectu  aliorum  quorumvis 
Axium  seu  punctorum  homologe rum.  CuiTae  autem,  quae  tantum 
sunt  affines,  tales  tantum  sunt  respectu  eorum  Axium,  ad  quos  re- 
feruntur,  neque  pro  hibitu  alii  Axes,  seu  puncta  homologa,  in  ipsis 
dantur,  ad  quae  affinitas  refeni  possit.« 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung,  dass  die  Affinität  immer 
nur  hinsichtlich  eines  einzigen  Axensystems  stattfinde,  erhellet  so- 
gleich daraiis,  dass  jode  drei  Puncte  der  Ebene,  in  welcher  die  Figur 
enthalten  ist,  zu  den  Fundamentalpuncten  genommen  werden  können. 
Die  Behauptung  lässt  sich  aber  sehr  leicht  auch  ohne  harycentrische 
Hülfsmittel,  durch  ganz  einfache  auf  den  ereten  Elementen  be- 
ruhende Betrachtungen  widerlegen;  und  ich  achte,  dieses  zu  thun, 
um  so  weniger  für  überflüssig,  da  es  nicht  einen  speciellen  Satz, 
sondern  eine  wichtige  Ansicht  der  Figuren  überhaupt  betrifft. 

§.  148.  Seien  P,  Q,  R,  ...  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene, 
und  ihre  Coordinaten,  auf  ein  gewisses  Axensystem  bezogen,  =  t,  ti; 
t',  u'\  f,  m";  ,..;  so  werden,  nach  Euler's  Erklärung,  die  Puncte 
P,  Q',  S',  ...  ein  affines  System  bilden,  wenn  sie  gleichfalls  in  einer 
Ebene  enthalten,  und  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  gewisses 
Axensystem  in  derselben  resp.  mt,  nu;  mf,  nu';  mf,  nu";  ...  sind. 
Ueberhaupt  wird  hiernach  jedem  beliebigen  Puncte  in  der  ersten 
Ebene  ein  gewisser  in  der  zweiten  entsprechen,  den  man  findet, 
wenn  man  seine  Äbscisse  dem  m  fachen  und  seine  Ordinate  dem 
jifachen  der  Äbscisse  und  Ordinate  des  ersteren  gleich  macht.  Eben 
so  wird  es  fili'  jede  belieb^  gezogene  gerade  oder  krumme  Linie  iu 
der  emen  Ebene  eine  entsprechende  Linie  in  der  anderen,  also  eine 
affine,  geben,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Puncte  der  anderen 
Ebene,  welche  den  Puncten  der  Linie  in  der  ersteren  entsprechen, 
wiederum  durch  eine  Linie  verbindet. 

Gesetzt  nun,  es  liegen  die  Puncte  P,  Q,  H  in  einer  Geraden, 
so  verhalten  sich 

PQ.  Q.R  =  t'—i  :  f—  t'^  u'—  u  :  v"—  u\ 
folglich  auch 
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mithin  liegen  auch  P',    Q',   R'  in  einer  Geraden,  und  es  verhält  sich 

PQ  :  QR  =  P'Q':  Q'B'. 

Von  allen  l'uncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  also  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  wiederum 
in  einer  Geraden  enthalten;  beide  Geraden  sind  sich  entsprechende 
Linien  und  werden  durch  die  sich  entsprechenden  Puncte  nach 
einerlei  Verhältnissen  getheilt. 

Der  Durchschnitt  zweier  Geraden  in  der  einen  Ebene  und  der 
Durchschnitt  der  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen 
müssen  daher  ebenfalls  sich  entsprechende  Puncte  sein. 

Heissen  t,  tt  die  Coordinaten  des  ersteren  Durchschnitts,  so  sind 
mt,  nu  die  Coordinaten  des  letzteren.  Laufen  nun  die  ersteren 
Geraden  mit  einander  parallel,  sind  also  t,  u  als  unendlich  gross  zu 
betrachten,  so  sind  es  auch  mt,  nu,  und  folglich  auch  die  letzteren 
Geraden  mit  einander  parallel. 

Parallellinien  in  der  einen  Ebene  entsprechen  daher  ParaUcI- 
linien  in  der  anderen.  Auch  folgt  hieraus  leicht  in  Verbindung  mit 
dem  Vorigen,  dass  zwei  Gerade  {b,  h'},  welche  durch  zwei  sich  ent- 
sprechende Puncte  (A,  A')  parallel  mit  zwei  sich  entsprechenden 
Geraden  («,  «')  gezogen  werden  {b  durch  A  und  parallel  mit  a;  b' 
durch  Ä  und  parallel  mit  «'],  sich  gleichfalls  entsprechen. 

Dieses  vorausgeschickt,  seien  a,  h  zwei  beliebige  Gerade  in  der 
ersten  Ebene,  welche  sich  in  l5  schneiden,  und  «',  6'  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  zweiten  Ebene,  welche  sich  in  dem  dem 
S  entsprechenden  Puncte  g'  schneiden  werden.  Ich  behaupte  nun, 
dass  sich  die  beiden  Systeme  P,  Q,  R,  ...;  P' ,  Q',  R',  ...  auch 
tücksichtlich  dieser  zwei  Paare  von  Geraden,  als  Äxen  betrachtet, 
affin  sind.  Um  dieses  zu  beweisen,  lege  ich  durch  P,  Q,  R,  ... 
Parallelen  mit  b,  und  durch  P',  Q',  R',  ...  Parallelen  mit  h',  so 
entsprechen  die  ersteren  Parallelen  den  letzteren,  folglich  auch  die 
Durchschnitte  der  ersteren  mit  «,  welche  ^,  D,  9E,  ...  heiasen,  den 
Durchschnitten  der  letzteren  mit  a',  welche  ich  ^',  d',  SÜ',  ...  nennen 
will.  Mithin  sind  S,  'ip,  Q,  3i,  ...  und  g',  ^',  O',  91',  ...  zwei  Reihen 
sich  entsprechender  Puncte,  welche  in  sich  entsprechenden  Geraden 
a  und  a    liegen,  tmd  folglieh 

S'ß  :SQ:  (59^:  ,__  =  ^'^'.  g'Q'.  g'gj'.  ,.,^ 

d.  h,,  wenn  wir  a  und  a  zv.  den  Abscissenlinien  nehmen:  die  neuen 
Abscissen  in  dem  einen  Systeme  verhalten  sich  eben  so,  wie  die 
neuen  Abscissen  in  dem  anderen.  Da  nun  dasselbe  auch  von  den 
neuen   in  h  tind   h'  liegenden  Ordinaten  bewiesen   werden  kann,   so 
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sind  sich  die  beiden  Systeme  auch  rück  sichtlich  der  neuen  Asen- 
paare  affin. -J 

§.  149.  Zusätze,  a]  Heissen  die  Äxemvinkel  der  zwei  vorhin 
gedachten  ursprünglichen  Coordinatensysteme  tp  und  ip,  so  ist  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks 

FQIt  =  ^  sin  y  [({«"—  u')  ■+-  t'(u  —  u")  +  #"K—  u)] 
und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

P'Q'R'=:\mi-\p.mn[t{ii'~u')-\-  ..:\y 
also 

PQR  :  P'Q:R'=  sin  (p  :  m?i  sin  y:, 

woraus  wiederum  der  obige  Satz  (§.  145)  folgt,  dass  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Dreiecke  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

b)  Auch  aus  diesem  Satze  können  die  im  vorigen  §.  angeführten 
Eigenschaften  affiner  Figuren  sehr  leicht  abgeleitet  werden.  Liegen 
z.  B.  P,  Q,  S  in  einer  Geraden/  so  ist  das  Dreieck  PQM  =  0,  folg- 
lich auch  P'Q'E'=0,  [mithin  liegen  auch  P',  Q',  R'  in  einer  Ge- 
raden. Sind  noch  8  und  iS"  zwei  sich  entsprechende,  aber  ausser- 
halb jenen  Geraden  gelegene  Puncto,  so  verhalten  sich 

PQS  :  QRS=  PQ  :  QB,  imd  P'Q'S':  Q'E'S'  =  P'Q':  Q'R', 
folglich 

PQ     QR  =  P'Q'-.  Q'R'. 

Haben  die  vier  Puncte  P,  Q,  R,  S  eine  solche  Lage,  dass  die  Ge- 
raden PQ  und  RS  einander  parallel  sind,  so  ist  PQR  =  PQS, 
folghch  auch  P'Q'R'=  P'Q'S',  folglich  sind  P'Q'  und  R'S'  eben- 
falls einander  parallel.  —  Noch  mehr:  unter  derselben  Voraus- 
setzung, dass  PQ  undÄ'S',  also  auch  P'Q' und  R'S'  parallel  larifen, 
verhalten  sich; 

PQS:RQS=PQ:  RS  iind  P'Q'S':  R' Q' S' =  P' Q' -.  R'S', 
folglich 

PQ:  RS  ^  P'Q':  R'S', 
d.  h.  Theile  von  Parallelen   in  der   einen  Figur  verhalten  sich  eben 
so,  wie  die  entsprechenden  Theile  in  der  anderen. 

c]  Den  zwei  in  §.  145  und  §.  146  gegebenen  Erklärungen  der 
Affinität  lässt  sich  noch  eine  sehr  einfache  dritte  hinzufügen,  welche 
auf  dem  eben  bewiesenen  Satae  beruht,  dass  einander  entsprechende 
Gerade  durch  einander  entsprechende  Puncte  nach  einerlei  Ver- 
hältniss  gethcilt  werden.  Zwei  ebene  Figuren  sind  sich  hiernach 
affin,  wenn  in  der  einen  Figur  der  geradlinige  Abstand  je  zweier 
Puncte  von   der  Geraden,   die  je   zwei  andere  Puncte  verbindet,   in 
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demselben  Verhältnisse  geschnitten  wird,  in  welchem  dies  von  den 
entsprechenden  Geraden  der  anderen  Figur  geschieht.  Oder:  denkt 
man  sich  je  zwei  Puncte  einer  jeden  Figur  durch  Gerade  verbunden, 
SO  müssen,  wenn  die  Figuren  affin  heiesen  sollen,  die  Verhältnisse, 
nach  welchen  bei  der  einen  Figur  eine  jede  dieser  Geraden  von  den 
übi'igen  Geraden  geschnitten  wird,  den  auf  dieselbe  "Weise  in  der 
anderen  Figur  sich  bildenden  Verhältnissen  gleich  sein. 

Sind  die  Figuren  einander  ähnlich,  so  sind  die  Verhältnisse  auch 
zwischen  solchen  Abschnitten,  welche  nicht  Theile  einer  und  der- 
selben Geraden  sind,  in  beiden  Figuren  einander  gleich.  Bei  affinen 
Figuren  sind  also  nur  je  zwei  ßeihen  sich  entsprechender  Puncte, 
welche  in  zwei  sich  entsprechenden  Geraden  liegen,  ähnliche  Systeme 
von  Puncten,  z.  B.  A,  M,  iV,  G,  und  A',  M',  JSf',  C  (Fig.  29). 

§.  150.  Es  ist  nun  nicht  schwer,  den  Begriff  der  Affinität  auch 
auf  körperliche  Figuren  auszudehnen.  So  wie  nämlich  die  Affinität 
ebener  Figuren  aus  der  haryeentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
in  einer  Ebene  hervorging,  eben  so  wird  die  Affinität  von  Floren 
dreier  Dimensionen  aus  der  haryeentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
im  E,aume  abzuleiten  sein.  Seien  demnach  A,  B,  C,  D,  E,  ...  und 
A'i  B',  G',  D',  E',  ...  zwei  Systeme  von  Puncten  im  Räume,  so 
werden  diese  Systeme  einander  affin  heissen,  wenn  ihre  Puncte  sich 
dergestalt  entsprechen,  A'  dem  A,  B'  dem  B,  u.  s,  w.,  dass,  wenn 
A,  B,  G,  D  in  dem  einen  und  A! ,  B',  C ,  D'  in  dem  anderen  zu 
Fundamentalpuncten  genommen  werden,  in  den  Ausdrücken  je  zweier 
anderer  sich  entsprechender  Puncte  die  sich  entsprechenden  Funda- 
mentalpuncte  gleiche  Coefficienten  haben,  z.  B. 

E  —  aA-^-hB  +  cG-^-dD,     E'=  aÄ-\'bB'-\- cG'+tlD' . 

Ist  also  das  System  A,  B,  G,  D,  E,  ...  gegeben,  vmd  soll  ein 
demselben  affines  A',  B' ,  C",  D' ,  E' ,  ...  construirt  werden,  so  nehme 
man  die  vier  ersten  Puncte  A! ,  B' ,  G',  D'  willkürlich.  Um  aber 
einen  der  übrigen,  z.  B.  E' ,  zu  finden,  ziehe  man  die  Gerade  ED, 
welche  die  Fundamental  ebene  ABC  in  Y  schneide,  und  verbinde 
y  und  O  durch  eine  Gerade,  welche  die  Fimdamentallinie  AB  in 
Z  treife.  Man  theile  hierauf  A:B'  in  Z' ,  G'Z'  in  Y'  und  B'Y'  in 
■E'  nach  denselben  Verhältnissen,  nach  welchen  AB  in  Z,  GZ  in  Y 
und  DY  ia  B  getheilt  ist,  und  man  hat  B'  gefunden. 

§.  151.  Seien  P,  Q,  H,  S,  T  beliebige  fünf  Puncte  des  einen 
Systems  und  P',  Q,',  Bf,  S',  T'  die  ihnen  entsprechenden  des  an- 
deren, dass  also,  wenn 
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P  =  pÄ  -k-  qB  -\-  rC  +  s D, 
auch 

P'  =  pÄ-!t~  qB'+  r  C'+  s r/ 

ist,  u.  s.  w.  Alsdann  folgt  ebon  so,  wie  in  §.  145,  dass,  wenn  man 
P,  Q,  R,  S  zu  Fundamcntalpnncton  nimmt,  und  iji  Bezug  auf  die- 
selben 

T=n:P^^Ü+QR  +  üS 
findet,  auch 

T'=7tP'-\-v.Q'-{-QR'+aS' 

sein  muss ,  dass  folglich  (§.  26,  c)  die  fünf  Pyramiden ,  welche  sich 
aus  iahend  fünf  Puncten  des  einen  Systems,  als  Spitzen  genommen, 
bilden  lassen,  ihrem  körperlichen  Inhalte  nach  in  denselben  Ver- 
hältnissen z\i  einander  stehen,  wie  die  entsprechenden  Pyramiden 
des  anderen  Systems.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung 
solcher  Verhältnisse  ergiebt  sich  dann  weiter,  dass  überhaupt  je 
zwei  Pyramiden  der  einen  Figur,  oder  noch  allgemeiner,  —  weil 
jeder  begrenzte  körperliche  Raum  durch  Diagonalebenen  in  Pyra- 
miden zerlegt  werden  kann,  —  dass  je  zwei  Räume  der  einen  Figur 
dasselbe  Verhältniss  zu  einander  haben,  als  wie  die  entsprechenden 
Bäume  der  anderen.  Und  hierin  besteht  das  Wesen  der  Affinität 
hei  körperlichen  Figuren. 

§.  152.  Man  nehme  Z>  zum  Anfangspuncte  eines  Coordiiiaten- 
systems,  und  DA,  DB,  DC  zu  den  drei  Äxen  desselben,  so  sind 
die  Coordinaten  von  P  (§.  3  25,  h] : 

DA,   »^—3— .DB:    z  =  -^^.DC; 


P  -i-q-'rr-\-s 

und  eben  so  in  der  affinen  Figur,   wenn  man  D'A',   D'B',   D'C  zu 
den  drei  Axen  nimmt,  die  Coordinaten  von  P': 


folglich 


-        ,       -.D'A',   y'^—^ 


D'A!  ,_  D'B'  ,^D'C' 

~'DA'^'    ^~~DB''^'     ^'~D0' 


Sind  also  von  den  Puncten  einer  Figur  im  Räume,  auf  drei 
Axen  bezogen,  die  Coordinaten  gegeben,  so  lässt  sich,  ähnlicherweise 
wie  in  §.  146,  eine  affine  F^ur  constiiiiren ,  wenn  man  ein  zweites 
System  dreier  Axen  unter  beliebigen  Winkeln  bildet,  und  in  diesem 
Systeme  die  Coordinaten  jeder  Axe  den  gegebenen  Coordinaten  der 
entsprechenden  Axe,  jeder  Axe  nach  einem  anderen  Verhältnisse, 
proportional  macht.     Da  ferner  je  beliebige  vier  Pnncte   der   einen 
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Figur  und  die  ihnen  entsprechenden  der  anderen  zu  Fundamental- 
puncten  genommen  werden  können,  und  in  Bezug  auf  dieselben  je 
zwei  andere  sich  entsprechende  Puncte  durch  einerlei  Coefficienten 
ausgedmckt  werden  [§.  151),  so  erhellet,  dass  auch  bei  körperlichen 
Figuren  die  Affinität  sich  nicht  auf  ein  einziges  Axensystem  be- 
schränkt, sondern  dass  jedem  beliebigen  Axensysteme  für  die  eine 
Figur  ein  entsprechendes  für  die  andere  zukommt. 

§.  153.  Zusätze,  a)  Liegen  drei  Puncte  der  einen  Figur  in 
einer  Geraden,  oder  vier  Puncto  in  einer  Ebene,  so  sind  auch  die 
ihnen  entsprechenden  drei  oder  vier  Puncte  der  anderen  Figur  in 
einer  Geraden  oder  Ebene  enthalten.  Einer  Geraden  entspricht  da- 
her eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene.  Dies  lässt  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren,  wie  in  §.  J48  bei  Figuren  in  Ebenen,  dai- 
thun,  kann  aber  auch  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  AusdiTicken 
für  Gerade  und  Ebenen  {§.  45  und  §.  49)  gefolgert  werden,  indem 
man  darin  für  A,  ...,  D  nur  A',  ...,  D'  resp.  zu  setzen  braucht, 
um  die  Ausdrücke  für  die  entsprechenden  Geraden  und  Ebenen  der 
anderen  Figur  zu  erhalten. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass  alle  Verhältnisse  und  Eigenschaften 
einer  Figur,  welche  sich  durch  die  Coefficienten  der  Fundamental- 
puncte  ausdrücken  lassen,  in  allen  affinen  Figuren  auf  gleiche  Art 
stattfinden  müssen.  Wenn  daher  in  einer  Figur  zwei  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  oder  sich  schneiden  [§.  48),  oder  wenn  zwei 
Ebenen  einander  pai'allel  sind  {§.  53) ,  oder  wenn  drei  Ebenen  sich 
in  derselben  Geraden  schneiden  {§.  55),  u.  s.  w.,  so  weiden  auch  in 
jeder  affinen  Figur  die  entsprechenden  Geraden  sich  entweder  parallel 
sein,  oder  sich  schneiden,  die  entsprechenden  zwei  Ebenen  einander 
parallel  sein,  u.  s.  w.  Alle  Verhältnisse  dagegen,  welche  durch  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  dargestellt  werden  können, 
sind  bei  affinen  Figuren  von  der  einen  zu  der  anderen  veränderhch; 
z.  B,  die  Winkel  einer  Figur,  die  Verhältnisse  zwischen  geraden 
Linien,  welche  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  die  Verhältnisse 
zwischen  dem  Inhalt  ebener  Figuren,  die  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  hegen,  u.  s.  w. 

S)  Wenn  bei  einem  Systeme  von  Puncten  im  Räume  irgend  vier 
Puncte  in  einer  Ebene  liegen,  so  muss  zwischen  diesen  allein  schon 
eine  Gleichung  obwalten  (§.  24,  i),  also  dieselbe  Gleichung  auch 
zwischen  den  entsprechenden  vier  Puncten  des  affinen  Systems  be- 
stehen. Zwischen  den  ersteren  und  den  letzteren  vier  Puncten  findet 
folglich  auch  die  vorhin  für  Systeme  in  Ebenen  erklärte  Affinität 
statt.     Auf  gleiche  Art  werden  bei  Systemen  im  Eaume  auch  je  zwei 
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eich  entsprechende  Geinde  duich   die   m  ilinen   liegenden  sich  ent- 
sprechenden Puncte  nach  einerlei  Veihaltrusseii  getheilt. 

Man  kann  hiernach  für  dre  Äfhnrtat  koiperhcher  Figuren  noch 
folgende  Eigen  seh  afteir  als  Definitronen  aufstellen:  dass,  wenn  je  drei 
Puncte  einer  Jeden  Figur  durth  Ebenen  verbunden  werden,  die 
ebenen  Figuren,  welche  m  le  zwei  sich  entspiechenden  Ebenen  von 
den  Durchschnitten  derselben  mit  den  ubngen  Ebenen  gebildet 
werden,  in  der  oben  fiii  affine  Figuren  m  Ebenen  erklärten  Be- 
ziehung stehen;  odei  das«  jede  dei  Gfeiaden,  in  denen  je  zwei 
Ebenen  der  einen  Figur  einander  schneiden,  von  den  übrigen  Ebenen 
nach  denselben  Veihaltnissen  geschrutten  wrrd,  nach  welchen  dies 
bei  den  entsprechenden  Stucken  der  anderen  Figur  geschieht. 

§.  154.  Was  endlich  noch  die  Atfinitat  bei  Systemen  von 
Puncten  anlangt,  die  m  ^eiaden  Lmieii  hegen  so  werden  die  Sy- 
steme A,  B,  C  und  A ,  B     <     einander  affin  sein,  wenn, 

C  ~r,A-\-lB 
gesetzt, 

0'=aA'+bB' 
ist,  also  wenn 

AC  :  CB  =  A'C:  C'B'. 
Hier  ist  also  die  Affinität  mit  der  Aehnlichkeit  ganz  einerlei.' 

"Vergleicht  man  damit  die  in  §.  145  und  §.  151  gegebenen  Er- 
klärungen für  die  Affinität  von  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume, 
so  sieht  man,  dass,  —  auf  gleiche  Art,  wie  bei  einem  Systeme  im 
ßaume  die  Theile  des  ßaums,  welche  durch  Verbindung  je  dreier 
Puncte  durch  Ebenen  entstehen,  und  bei  einem  Systeme  in  einer 
Ebene  die  Theile  der  Ebene,  welche  man  durch  Verbindung  je 
zweier  Puncte  durch  Gerade  erhält,  —  so  auch  hei  einem  Systeme 
in  einer  Geraden  die  Theile  derselben,  in  welche  sie  durch  die  darin 
liegenden  Puncte  getheüt  wird,  sich  eben  so  zu  einander  verhalten, 
wie  die  entsprechenden  Theile  des  anderen  Systems. 

Ueherhaupt  also  besteht  das  Eigcnthümliche  der  Affinität  in 
der  Gleichheit  aller  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Theüen  des  jedesmaligen  Raumes,  in  welchem  die  Figuren  enthalten 
sind,  nicht  auch  der  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Begrenzungen  der  Theile. 


§.  155.  Eben  so,  wie  wir  durch  die  Construction  gleicher  und 
ähnlicher  und  bloss  ähnlicher  Figuren  zu  Sätzen  geleitet  wurden, 
nach  welchen   bei  einem   Systeme   von  Puncten   aus   einer  gewissen 
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Anzahl  von  einander  unabhängiger,  durch  die  gegenseitige  Lage  der 
Puncte  bestimmter  Stücke  alle  übiigen  Stücke  des  Systems  gefunden 
werden  konnten:  so  wird  auch  die  Construction  affiner  Figuren  uns 
zu  neuen  Sätzen  dieser  Ai-t  hinführen. 

Hatte  man  ein  System  von  n  Puncten  A^  B,  C,  D,  ...  in  einer 
Ebene,  und  sollte  ein  demselben  affines  System  construirt  werden, 
so  wurden  (§.  ]  45)  die  den  ersten  drei  Puncten  A,  B,  G  entsprechen- 
den Puncte  A! ,  B',  C  nach  Reliehen  genommen.  Um  aber  für 
einen  der  übrigen  n  —  3  Puncte,  z.  B.  für  D,  den  entsprechenden 
D'  zu  finden,  wurde  ß'  in  der  Ebene  A',  B',  C  so  bestimmt,  dass 
die  zwei  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  D'B'C:  D'C'A'  und 
D'G'Al:  D'A'B'  den  Verhältnissen  der  entsprechenden  Dreiecke 
DBC  :  nCA  und  DCA:DAB  resp.  gleich  wai-en.  In  Allem 
wurden  daher  1{n- — 3)  Verhältnisse  von  Dreiecksflächen  des  einen 
Systems  eben  so  viel  Verhältnissen  des  anderen  gleich  gemacht, 
worauf  dann  erwies enermassen  auch  alle  anderen  Verhältnisse  zwi- 
schen sich  entsprechenden  Plächentheilen  beider  Figuren  einander 
gleich  sein  mussten.  Von  den  ersteren  2[« —  3)  Verhältnissen  müssen 
folglich  alle  übrigen  Verhältnisse  zwischen  den  Fl ächenth eilen  des 
Systems  als  Functionen  darstellbar  sein.     Also  überhaupt: 

Sind  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene,  ton  den 
gegenseitigen  Verhältnissen  der  Fläckentheile ,  welche  durch  gerad- 
linige Verbindung  Je  zweier  Puncte  des  Systems  entsteheti,  irgend 
2n  —  6  von  einander  unabhängige  gegeben,  so  kann  man  daraus  alle 
übrigen   Verhältnisse  dieser  Art  ßnden. 

Besteht  das  System  nur  aus  drei  Puncten,  so  wird  2?«  — 6  =0, 
indem  durch  Verbindung  von  drei  Puncten  nur  Eine  Fläche,  also 
noch  kein  Verhältniss  zwischen  Flächen  [bestimmt  wird.  Bei  Sy- 
stemen von  4,  5,  6,  7,  8,  ...  Puncten  werden  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Ver- 
hältnisse als  gegeben  erfordert. 

Die  Lösung  der  mancherlei  Aufgaben,  welche  diesem  Satze  zu- 
folge gebildet  werden  können,  geschieht  am  bequemsten  mittelst  des 
bai-ycentrischen  Calculs. 

Man  nehme  von  den  n  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  irgend  drei, 
z.  B.  A,  B,  C,  zu  Fundamentalp uncten,  und  setze  die  ??  —  3  übrigen 
Puncte  D,  E,  ...  auf  crstere  bezogen: 

dA->rd'B+0={d-\-  d'+  1)  D, 
eA^e-B  +  G={e  +  e-+\)E, 

Weil  dabei  der  Coefficient  von  C  immer  gleich  1  gesetzt  ist,  so 
bezeichnen  die  2(k  — 3)  Buchstaben  d.  d' ,  e,  ...  nicht  bloss  in  be- 
stimmten Verhättnissen  stehende  Zahlen,   sondern  bestimmte  Zahlen 
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selbst.  —  Aus  diesen  Gleichungen  nun  kann  man  durch  successive 
EHmination  der  Puncto  A,  B  und  C  eine  Gleichung  zwischen  je 
vier  anderen  Puncten  des  Systeme  (D,  S,  F,  G),  ableiten,  und  hier- 
aus nach  §.  24,  c  das  Verhaltniss  je  zweier  Dreiecke,  die  eine  ge- 
meinschaftliche Seite  haben  [DEF  :  EFG),  durch  d,  d',  e,  ...  aus- 
gedrückt finden.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung  dieser 
Verhältnisse  wird  man  weiter  die  2n  —  6  gegebenen  Verhältnisse 
und  ein  [2m  —  5)tes  gesuchtes  als  Functionen  von  d,  d',  e,  ...  dar- 
stellen können,  und  somit  2«  —  5  Gleichungen  erhalten,  ans  denen 
endlich  nach  Elimination  der  2w  —  6  Iliilfsgrössen  d,  d' ,  e,  ...  die 
Gleichung  zwischen  den  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
hervorgeht. 

g.  156.  Zusatz.  Ausser  den  Verhältnissen  zwischen  Flächen- 
theilen  können  die  gegebenen  und  zu  suchenden  Stücke  auch  be- 
liebige Functionen  jener  Verhältnisse  sein.  Dahin  gehören  alle  die- 
jenigen Verhältnisse  und  Bedingungen,  welche  das  System  mit  jedem 
ihm  affinen  Systeme  gemein  hat,  also  unter  anderen  die  Verhältnisse 
zwischen  den  Theilen  einer  und  derselben  Geraden  [§.  148).  Man 
denke  sich  nuii  die  n  Puncte  in  einer  gewissen  Folge,  und  verbinde 
hiemach  den  ernsten  Punct  mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem 
dritten,  etc.,  und  den  «ten  mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  so 
erhält  man  ein  System  von  n  von  einander  unabhängigen  Geraden, 
durch  welche  un^ekehrt  die  anfänglichen  n  Puncte  bestimmt  sind. 
Alle  Verhältnisse  folgUch,  nach  denen  jede  der  n  Geraden  von  den 
n  —  1  übrigen  geschnitten  wird,  werden  sich  finden  lassen,  wenn 
man  ii^end  2  {w  —  3)  dieser  Verhältnisse  kennt.  Da  nun  alle  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Abschnitten  einer  Geraden,  welche  durch  n 
in  derselben  liegende  Puncte  sich  bilden,  durch  w  — 2  (§.  143,  c), 
und  daher  bei  n  —  1  Puncten  durch  irgend  n  —  3  von  emander  un- 
abhängige Verhältnisse  bestimmt  werden,  so  folgern  wir: 

Sind  hei  einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  die  Ver- 
haltnisse gegeien,  nach  denen  r>on  irgend  zwmen  dieser  Geraden  jede 
für  sich  von  den  jedesmal  Übrigen  geschnitten  wird,  so  Ji'önnen  daraus 
die  Verhältnisse  zwischen  den  Abschnitten  jeder  anderen  Geraden  des 
Systems,  so  wie  auch  die  Verhältnisse  ztoischen  den  von  diesen  Geraden 
begrenzten  Figure7i  gefunden  werden. 

Dass  auch  die  hierunter  begriffenen  Aufgaben  sich  leicht  mittelst 
des  barycentrischen  Calculs  lösen  lassen,  sieht  man  von  selbst. 

§.  157.  Beispiele.  ]]  AB,  BC,  CD,  DA  (Fig.  30)  sind 
vier   Gerade  in  einer  Ebene,    von   denen  sich  AB  und   CD  in  E, 
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Verhältnissen 
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n  F  schneiden.     Aus    den    daduixii    sich    bildenden 


AE  :  EB  =  a 
in  der  ersten,  und 

BF:FC  =  b 
in  der  zweiten  Geraden,    die  Verhältnisse 

CE : ED  =  X 
in  der  dritten,  und 

DF:FA  =  y 
in  der  vierten  zu  finden. 


Man  setze: 
'  ist  (§.  24,(/): 


(lA  -\-  d'B  +  C  =  {\  +  d  -{-  d')D , 


E  =  dA  +  d'B  ^  {1  +  d  +  d'jD  —  0, 
F~d'B+C=i\  +d+d')  —  dA, 
mithin 

AE:EB  =  d':d=^a, 

BF  :  FC  =  l   :  d'=  h, 

CE  ■.ED  =  —{l+d  +  d')  =  x, 

DF  :FA  =  —d:\  Jrd  +  d'=y. 

Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  d  und  d': 


und 
d.  h. 


DO 
DE' 


FC     AB 
'  FB  '  AE' 


l  +  -  =  -o(l+S), 


DA 
TIF  ' 


EA^      OB 
IIB   ■  CF' 


2)  Bei  einem  Systeme  von  fünf  Pnneten 
A,  ..,,  E  in  einer  Ebene  [Fig.  31),  ans  den 
vier  Verliältnissen  von  Dreieclien 

ABC  :  CDA=p, 

BCD  :  BAB^q, 

ABE  :  CBE  !=r, 

DAE  ■.BCE  =  S, 
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das  Veihältniss 
7.n  finden. 

BBE : ACE=I 

Man  setze: 

I) 

dA  +  d'B+C—d"D 

II) 

eA+  o'B  +  C—e"E 

d"=  l~i-d-{-d'   und   e"=1. +e  +  e'. 
Durch  Elimination  von  O  und  A  bekommt  man; 

ni)     {d—  e]A  +  {(/'—  e']B  —  d"D  +  e"E  =  0 , 
IV)  [de'—  ed')B  4-  [d—  e)  C+  ed"D  —  de"E  =  0. 
Aus    diesen    vier    Gleichungen    fliessen    nun    folgende    Propor- 
tionen: 

B  CD  :  CDA  :  DAB  :  AB  C  =  f7  :  —  <f':  1  :  d", 

BGB  :  CEA  :  EAB  ^  e  :  —  e' :  \, 

BDE-.DEA  :EAB  =  d—e:  e'—d':  ~d", 

CDE  ■EBC  =  de'—ed':  ed"; 

und  hieraus  weiter: 

1)     ABC  :  CDA  =  —  %j==p, 
'  d        '■ 

%     BCD:  DAB  =  d=q, 

3)     ABE:aDE=^^^.^^"=-,j::~^^r, 

'  B  CE      CDE       de  —  ed 

,     .BE-.AOE^^-.^^^^-^^,. 

Es  ist  jetzt  noch  übiig,  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Hülfs- 
grÖssen  d,  d' ,  e,  e'  wegzuschaffen.  Die  Elimination  von  e  und  e' 
aus  3),  4)  und  5)  giebt: 

6)  d^rs  —  d'^rt  +  d"^st^  ]. 

Sodann  ist  nach  2);  d^q,  und  nach  1): 

—  d'p  =  </"  =  1  4-  (7  +  d'=  i  -\-q  +  d', 
folglich 

Diese  ^yerthe  für  d,  d',  d"  in  6)  substituirt,  erhält  man  das  Resultat: 
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§,  158.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  n  Puncteu  im 
Räume.  Irgend  vier  Puncte  dieses  Systems  zu  Fundamen talpuncten 
genommen,  ist  jeder  der  übrigen  « —  4  Puncte  bestimmt  durch  die 
dcei  Verhältnisse,  welche  in  seinem  auf  die  ersteren  vier  Puncte  be- 
zogenen Ausdrucke  zwischen  den  Goefficienten  dieser  Puncte  statt- 
finden, oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
vier  Pyramiden,  deren  Grundflächen  die  vier  Seiten  der  Funda- 
mentalpyramide, und  deren  gemeinschaftliche  Spitae  der  zu  bestim- 
mende Punct  ist.  Von  diesen  Verhältnissen,  deren  Gesammtzahl 
hiernach  Z[n  —  4)  beträgt,  ist  aber  das  gegenseitige  Verhältniss  je 
zweier  anderer  Pyramiden  oder  körperlicher  Figuren  überhaupt,  die 
durch  Verbindung  der  Puncte  des  Systems  durch  Ebenen  entstehen, 
eine  unabhängige  Grosse  (§.  151).  Mithin  nach  der  schon  mehrmals 
angewendeten  Schlussfolge : 

Wenn  hei  einem  Systeme  von  n  Funden  im  Räume  je  drei  Puncte 
durch  Ebenen  verbunden  werden,  und  von  den  Verhältnissen  zuAschen 
den  durch  diese  Ebenen  hegrenzten  Theilen  des  Raumes  irgend  3k— 12 
von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so  kann  daraus  jedes  andere 
Verhältniss  dieser  Art  gefunden  werden. 

Bei  einem  Systeme  von  5,  6,  7,  8,  ...  Puncten  im  Räume 
werden  also  3,  6,  9,  12,  ...  solcher  Verhältnisse  als  gegeben  er- 
fordert. 

§,  159.  Zusatz.  Heissen  die  n  Puncte  des  Systems:  A,  B, 
C,  I),  E,  ...,  L,  M,  N.  Man  verbinde  sie  in  der  genannten  Ord- 
nung, und  indem  man  auf  iV  wieder  A  folgen  lässt,  je  drei  durch 
Ebenen,  so  erhält  man  ein  System  von  n  Ebenen:  ABC,  BCD, 
ODE,  ...,  LMN,  MNA,  NAB,  durch  welche  hinwiederum  die 
n  ersteren  Puncte  als  die  Durchschnitte  je  di^eier  auf  einander 
fönender  Ebenen  dieser  Reihe,  das  Ende  derselben  mit  dem  Anfang 
verbunden  gedacht,  bestimmt  werden.  Es  lassen  sich  aber  alle  Ver- 
hältnisse finden,  nach  denen  die  Durchschnittslinie  ii^end  ziveier 
Ebenen  des  Systems  von  den  n  —  2  übrigen  Ebenen  getheilt  wird, 
wenn  man  irgend  [n  —  2)  —  2  von  einander  unabhängige  dieser 
Verhältnisse  kennt  (§.  143,  e).  Da  nun  diese  Verhältnisse  zugleich 
Functionen  der  vorhin  gedachten  Verhältnisse  zwischen  den  Theilen 
des  Rarrmea  sind  (§.  153,  h),  und  weil 

3[(w  — 2)  — 2]  =  3«--12 
ist,  so  ziehen  wir  den  Schluss: 

Kennt  man  bei  etilem  Systeme  von  Ebenen  die  Verhältnisse ,  in 
denen  von  irgend  drei   nickt   in  derselben  Ebene   enthaltenen   Dui~ch- 
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schiittsUnien  der  Ebenen,  Jede  dieser  Linien  von  den  jedesmal  übrigen 
Ebenen  getheilt  wird,  so  kann  man  daraus  alle  übrigen  Verhältnisse 
dieser  Art,  so  wie  auch  die  Verhältnisse  zwischen  den  körperlichen 
von  den  Ebenen  des  Systems  begrenzten  Figuren  finden. 


§.  160. 

vorigen  §§.  e 
mittelst    des 
Heissen, 
ivcrde 


Man  sieht   leicht,    dass    alle   aus    Salzen    der   beiden 

entspringenden  Aufgaben,  auf  ähnliche  Art,  wie  in  §.  155, 

[es    barycentrischen    Calculs    gelöst    werden    können.    — 

wie  bisher,    A,  B,   O,  ...   die  n  Puncte   des  Systems  und 


eA  +  e'B  +  e"G-\-D  =  {e  -^  e'+  e"+  \)E, 
fA  +f'B+f"0+  D  =  {/+/+/"+  l)F, 
u,  B,  w.  gesetzt.  Aus  diesen  n  —  4  Gleichungen  lassen  sich  die 
gegebenen  sowohl  als  die  gesuchten  Verhältnisse  in  Werthen  der 
3(«  —  4)  Hülfsgrössen  e,  e',  e", /,  ...  ausdrücken,  und  aus  den  so- 
mit hervorgehenden  Gleichungen,  nach  EHmination  jener  Hülfs- 
grössen, die  gesuchten  Verhältnisse  als  Functionen  der  Zn — 12  ge- 
gebenen darstellen. 

Um  ein  einfaches  Beispiel  hinzuzufligen ,  so  bestehe  das  System 
aus  5  Puneten  A,  ...,  E  (Fig.  32),  und  seien  von  den  4  Verhält- 
nissen, in  welchen  die  4  Geraden  AE, 
BE,  CE,  DE  von  den  durch  die  jedes- 
mal drei  übrigen  Puncte  gelegten  Ebenen 
geschnitten  werden,  AE  von  BOT)  in  A', 
BE  von  CDA  in  B',  etc.,  3  Verhältnisse 
gegeben  und   das  vierte  gesucht.  —   Aus 

eA  +  e'B  +  e"C'+D=^  eE, 
wo 

s  =  e  +  e--\-e"-i-l, 
folgt  [§.  26,<;): 
A'=sE—eA,    B'=sE—e'B,    C'=BE  —  e"C,    D'= 


■  Man  kann  diese  Formel  folgender- 


A'E 
A'A 
wodtirch  die  /. 
gestalt  in  Worten  auedrücken: 

Verbindet  man  die  vier  Spitzen  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD 
mit  irgend  einem  fünften  Funde  E  durch  Gerade,  so  ist  die  Summe 
der  Verhältnisse,    tn  welchen  in  Jeder  dieser  vier  Linien  AE,  ...  die 

MSbiiis  Wsrliel.  13 
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Entferrtungen  A'E  und  A'A  des  fünften  Punctes  E  und  der  Pyror- 
midenspitze  A  von  dem  Durchschnitte  A'  mit  der  gegenüberUegendm 
Seite  BOD  der  Pyramide  zu  einander  stehen,  der  Einheit  gleich. 

Verbindet  man  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  ABO  (Fig-  33) 
mit  irgend  einem  vierten  in  der  Ebene 
des  Dreiecks  befindlichen  Puncte  D,  und 
werden  von  diesen  Linien  AD,  BD,  OD 
die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Drei- 
eeka  in  A',  B',  C  geschnitten,  so  findet 
sich  auf  gleiche  Art: 


" — 1 — 

^c 

A'Ji        B'D        CD 
A'A  +  B'B  +   C'C 

Eig.  33. 

oder  noch  etwas 

einfacher : 

A'A 

+ 

B'D        DO 
B'B  —  CO' 

Viertes  Capitel. 

Von   der   Gleichlieit. 


§.  161.  Zwei  Dreiecke  pflegt  man  einander  gleich  zu  nennen, 
wenn  sie  eirrerlei  Flächeninhalt  haben.  In  eben  dem  Sinne  nennt 
man  ein  Dreieck  einem  Vierecke,  oder  einem  Kreise,  und  überhaupt 
zwei  begrenzte  ebene  Figuren  einander  gleich,  ohne  dabei  für  die 
begi'enaenden  Linien  selbst  eine  andere  Eücksicht  gelten  zu  lassen, 
als  dass  sie  gleiche  Flächen  einschliessen.  Gegenwärtig  aber  will 
ich  Gleichheit  der  Figuren  in  einer  engeren  Bedeutung  nehmen, 
und  diesen  Ausdruck  nur  dann  anwenden,  wenn  die  Figuren  nicht 
bloss  im  Ganzen,  sondern  auch  in  allen  ihren  einzelnen  Theilen 
dem  Flächeninhalte  nach  einander  gleich  sind;   oder  deutlicher: 

Zwei  ebene  Figuren  oder  zwei  Systeme  von  Puncten  in  Ebenen 
heissen  einander  gleich,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein 
Punct  des   anderen   auf  eine  solche  "Weise   entspricht,   dass  je  zwei 
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geradlinige  Figuren,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind, 
einerlei  Flächeninhalt  haben. 

Nach  dieser  Erklärung  wird  also  das  Viereck  AB  CD  dem  Vier- 
eck A'B'O'D'  gleich  heisaen,  wenn  nicht  nur  diese  Vierecke  selbst, 
sondern  auch  die  in  ihnen  begriffenen,  sich  entsprechenden  Drei- 
ecke ^5(7  und  ^'_S'C',  BCD  xmAB'C'D',  etc.  dem  Flächeninhalte 
nach  einander  gleich  sind. 

Dass  ein  solches  Verhalten  bei  Figuren,  welche  einander  gleich 
und  ähnhch  sind  [§.  139},  immer  stattfinde,  bedarf  keiner  Erörterung. 
Dass  aber  dic^e  Gleichheit  auch  ohne  Aehnlichkeit  vorhanden  sein 
könne,  erhellet  aus  der  eben  vorgetragenen  Lehre  von  der  Affinität. 
Denn  setzen  wir,  dass  bei  zwei  affinen  Figuren  in  Ebenen  irgend 
zwei  sick  entsprechende  Flächentheile  einander  gleich  sind,  so 
müssen  (§.  145)  auch  je  zwei  andere  sich  entsprechende  Flächen- 
theile in  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  stehen. 

§.  162.  Auf  dieselbe  Art  [wie  bei  ebenen  Figuren,  wird  nun 
ferner  auch  bei  Figuren  im  Räume  der  Begriff  der  Gleichheit  aus 
dem  der  Affinität  hervorgehen.  Ist  nämlich  das  constante  Verhältniss, 
welches  bei  zwei  affinen  köi-perlichen  Figuren  zwischen  je  zwei  sich 
entsprochenden  körperlichen  Theilen  derselben  obwalten  muss,  der 
Einheit  gleich,  so  werden^wir  die  Figuren  selbst  einander  gleich 
nennen;  oder;  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  im  Räume  findet 
Gleichheit  statt,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein  Punct 
des  anderen  solchergestalt  entspricht,  dass  je  zwei  Theile  des  Uaums, 
deren  begrenzende  Ebenen  durch  sich  entsprechende  Puncte  be- 
stimmt werden,  einerlei  Inhalt  haben.  —  So  sind  z.  B.  die  zwei 
Systeme  von  fünf  Puncten  im  Räume:  A,  B,  G,  D,  E  und  A',  ...,  E' 
einander  gleich,  wenn  die  Pyramiden  ABGD  und  AIB'Ö'D',  BCDE 
und  B' .  .  E',  CDEA  und  C  . .  Ä,  etc.  rücksichtlich  ihres  Inhalts 
sich  paarweise  gleich  sind. 

Bei  Systemen  von  Puncten  endlich,  die  in  geraden  Linien  liegen, 
fsQlt  die  Gleichheit  mit  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  zusammen, 
eben  so  wie  die  Affinität  zweier  solcher  Systeme  mit  der  Aehnlich- 
keit (§.  154). 

§.  163.  Zusätze,  a)  So  wie  vorhin  der  Begriff  der  Gleich- 
heit aus  dem  der  Affinität  abgeleitet  wurde,  so  lässt  sich  auch  um- 
gekehrt die  Affinität  durch  die  Gleichheit  erklären.  Ist  nämlich 
von  drei  Figuren  die  erste  der  zweiten  gleich,  und  die  zweite  der 
dritten  ähnlich,  so  ist  die  erste  der  dritten  affin. 
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l)  Die  Gleichheit  ist  eine  eben  so  specielle  Art  von  der  Affi- 
nität, als  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  Ton  der  Aehnlichkeit 
allein.  Bei  zwei  affinen  oder  ähnlichen  Figuren  stehen  je  zwei  sich 
entsprechende  Stücke  von  gewisser  Beschaffenheit  in  einem  con- 
Stanten  aber  unbestimmten  Verhältnisse,  dahingegen  bei  zwei  bloss 
gleichen  oder  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  dieses  constante  Ver- 
hältniss  geradezu  der  Einheit  gleich  ist.  Alles  was  in  §.  148,  §.  152 
und  §.  153  von  der  Affinität,  als  der  allgemeineren  Art  von  Ver- 
wandtschaft, gesagt  worden  ist,  muss  daher  auch  von  der  Gleichheit 
gelten. 


§.  164.  Ist  ein  System  von  n  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer 
Ebene  gegeben,  und  soU  ein  ihm  gleiches  A\  B',  C,  D',  ...  con- 
strnirt  werden,  so  nehme  man  die  Puncte  A',  B'  wiUkürKch;  der 
Ort  von  C  ist  alsdann  eine  Gerade,  die  mit  A'B'  in  einem  solchen 
Abstände  parallel  läuft,  dass  die  Dreiecksflächen  A'B'O'  und  ABC 
einander  gleich  sind.  In  Betreff  der  übrigen  Puncte  D',  E',  ... 
verfahre  man  eben  so,  wie  in  §,  145  gelehrt  wurde. 

liier  wird  also  nächst  den  bei  der  Affinität  (§.  155)  erforder- 
lichen 2m  —  6  von  einander  unabhängigen  Verhältnissen  ein  Flächen- 
theil selbst  noch  als  gegeben  verlangt,  und  dadurch  jeder  andere 
Flächentheil  der  Figur  bestimmt.  Denken  wir  uns  nun  jedes 
der  2»  — 6  Verhältnisse  als  bestehend  zwischen  diesem  gegebenen 
Flächentheile  und  einem  von  In  —  6  anderen  Flächentheilen ,  die 
von  einander  und  von  dem  gegebenen  unabhängig  sind,  so  sind  mit 
diesen  In  —  6  Verhältnissen  zugleich  auch  die  2«  ^6  anderen 
Flächentheile,  also  in  Allem  2  m  —  5  Flächentheile  gegeben,  und  wir 
erhalten  somit  folgenden  Satz: 

Wenn  man  hei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene  je 
zwei  derselben  durch  Gerade  verbindet  und  von  den  somit  entstehenden 
geradlinigen  Figuren  irgend  2w  —  5  von  einander  unabhängige  ihrem 
Inhalte  nach  als  gegeben  annimmt,  so  kmm  man  daraus  den  Inhalt 
Jeder  der  übrigen  ßnden. 

Besteht  also  das  System  aus  4  Puncten,  so  müssen  3  Figuren 
gegeben  sein;  bei  5  Puncten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten 
7  Figuren,  etc.  als  gegeben  verlangt,  um  daraus  die  übrigen  be- 
stimmen zu  können. 

§.  165.  Beispiele.  1)  Seien  die  in  dem  Systeme  der  vier 
Puncte  A,  B,   0,  D  (Fig.  33)  die  drei  Dreiecke 
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BCD  =  a,     CAD=h,     ABD  =  c 
gegeben,  so  ist  (§,  18,  c,  II): 

I)  ABC=a  +  i  +  c. 

Sind  ferner  A',  B\  C  die  Durchschnitte  der  Geraden  AD  und  BC, 
BD  und  CA,  CD  und  AB,  so  verhält  sich 

AC:  AB  =  AC'D  :  ABB  =  AC'C  :  ABC 
(§.18,5): 

=  {AC'C— AC'D  =  ADV]  :  (ABC—ABD), 
d.  i. 

«4-5, 


zlO'D: 

c  =  A0'0  ■.ci+i  +  c  =  b: 

folglicli 

II) 

AC'D          '%, 
ß-f-ö' 

m) 

AC'C       Ha  +  i  +  c) 

und  eben  so 

Man  gehe  noch  weiter  und' ziehe  die  Geraden  B'C\  CA',  A'B', 
so  kann  man  auch  die  hiermit  entstehenden  neuen  Dreiecke  durch 
a,  b,  c  ausdrücken.  —  Es  verhält  sich: 

a  +  h  •.h  =  AB:AC' 
mithin 

Sodann  ist: 

ABI)  :  ADB,=  SD  :  DB'=  C'BD  :  O'DB', 


i.  i 


1  C'-D-B', 


(«  +  »)(»  +  ») 
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[b  +  c)  (c  +  a)  [a  +  b) 
setzen.     Eben  so  ist 

C'A'D  =  m  (c  +  «),     A'B'D  =  m  («  -H  5) , 
folglich 

A'B'C  =  B'€'D+  C'A'B-\-A'B'I>  =  2m{a  +  b-\-c), 
d,  i. 

Werde  noch  verlangt,  aus  den  drei  Dreiecken 

C'B'A=p,     A'0'B  =  q,     B'A'C  =  r 


das  Dreieck 

A'B'C"=  X 

zu  bestimmen 

.  — 

Nach  IV)  ist 

und  eben  so 

f        (,  +  „)(„  +  })' 
i        (o  +  i)(J  +  o)- 

nach  YLj  abei 

o5(<.  +  J  +  o). 
(*  +  «)(»  +  <.)' 

*        (4  +  o)(o  +  o)(8  +  S) 

Hieraus  folgt 

gairz 

leicht: 

Zugleich  aber 

ist 

y{r  =  |«'(a  +  *  +  4 

p  +  l  +  r  +  i!  =  ABC=<,  +  i  + 

mithin 

so  dass  man,  um  x  zii  finden,  die  kubische  Gleichung  zu  losen  hat: 
x'i^  [p  +  5  4-»-)j-*— 4^g)-  =  0. 
2)  Beliebige  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D,  E  [Fig.  34]  in  einer  Ebene 
sind  je  zwei  durch  gerade  Linien  verbrrnden.     Aus  den  Flächen  der 
somit  entstehenden  fünf  Dreiecke^ 

EAB  =  a,     ABC=b:     BCD  =  c,     CDB=d,     BEA  =  e 
die  Fläche  dos  Fünfecks 

ABCDE  =  x 
zu  finden. 
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Man  setze,  wie 

in  §.  157,2: 

SA  +  S'B  + 

0=d" 

und  daher 

tA  +  t'B  + 

C  =  s"- 

(ä-«)^ 

1  +  {ä'- 

-i')B  =  S'V  —  a' 

'E. 

Hieraus  folgt: 

1) 

CDA. 

DAB  =  ^S, 

2) 

ABO: 

DAB  =  d", 

3) 

CEA: 

EAB=,  —  e\ 

4) 

BEA: 

EAB  =  d'— e'  : 

S"; 

imil  wenn 

man  in 

4)  die  Werthe  von  d', 

ä",  s'  «US  ! 

.)■  2),  3) 

substituirt : 

5) 

ABO . 

BEA  +  EAB 

.  CDA 

Nun  ist  der   gewählten  Bozeiehnung  ; 

auf  die  Fig 

ABO  =  h, 
DEA  =  e, 
EAB~a, 

CDA  =x 

_i  — 

CEA  =tc 

—  J  — 

DAB  =x 

—  c  — 

Hierdurcli  wii-d  die  Gleichung  5) : 

und  nach  gehÖi^iger  Reduction: 

x^—  [a  -^  b  -^  o  -i-  d  +  e}x  -\-  ab  +  bc  +  cd  +  de  +  ea  =  Q , 
wonach  also  der  Aufgabe,  wenn  diese  Gleichung  mögliche  Wurzeln 
hat,  im  Al^emeinen  zwei  verschiedene  Werthe  für  die  Fünfecks- 
üä-che  Genüge  leisten.  Hat  man  diese  Werthe  berechnet,  so  kann 
nun  für  den  einen  oder  den  anderen  das  Fünfeck  ABCDE  selbst 
auf  folgende  Weise  construirt  werden. 

Man  nelime  A  und  B  willkürlich  und  ziehe  mit  AB  in  einem 
Abstände 

=  b:  2AB  =  ABC  -.HAB 
eine   Parallele,    in  welcher  man   C  nach  Belieben  bestimme.     Man 
ziehe  femer  mit  AB  eine  Parallele  in  dem  Abstände 

.^  —  c  —  e:  2AB^ABI):  2 AB, 
und  mit  BC  eine  Parallele  in  dem  Abstände 
c:  2BC  =  B0D  ■.%B0, 
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so  wird  D  der  Durchschnitt  dieser  zwei  Parallelen  sein.  Nur  be- 
merke man,  dass  erstere  [letztere)  Parallele  mit  C  {A)  auf  einerlei 
Seite  von  AB  [BC]  oder  auf  der  entgegengesetzten  liegen  muss, 
je  nachdem  x  —  c  —  e  (c)  mit  b  einerlei  oder  verschiedene  Vor- 
zeichen hat.  Auf  dieselbe  Art  wie  D  kann  nun  auch  E  mittelst 
der  ihrem  Inhalte  nach  gegebenen  Dreiecke 

ABE  =  a  und  BCS  =  x  —  a  —  d 

gefunden  werden. 

A  kg  D      n  f    k  ABCDE        F  g  34      t  dB 

IffhfddP         tdll  hl         hlbt  Imd 

h  tkhrtM  Itbbldd        mbd        1        gUt 

Ott  hft       hlliFüflbkmmwidd         P         t 

D  pp  Ip      t     D      h    h    tt  p      t        t      h     U  t       th  It     fV  d         F  m 

ddiFfk  F35mt  m  FgiPmitw  F         7mt 

d  F  g  3S       t  fü  f  D  pp  Ip       t  \       d  m  "V  t  1     ht    b 

h  w  tdmlilt  IhFüfk  thht 


Immer  namlieh  werden  die  Formeln  mit  der  Constmction  in  Uebeceinstimmung 
sein,  ■wenn  man  die  Fläche  des  Fünfecks  ABCDE  als  die  Summe  der  Drei- 
ecke DEA  +  DAS  +  DSC  oier  EAS  +  EBC+  ECB,  etc.,  mit  ge- 
höriger Berücksichtigung  der  Vorzeichen  dieser  Dreiecke  (§.  17),  definirt. 

Dass  diese  Summen,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Verwand- 
lung der  Buchataben  in  die  nächst  höheren  entspringt,  bei  einem  und  dem- 
selben Fünfecke  dessen  Flächeninhalte  gleich,  und  folglich  auch  unter  einander 
gleich  sind,  begreift  man  bei  einem  Fünfecke,  dessen  Perimeter  von  einer 
Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Puncten  geschnitten  werden  kann,  ohne 
weitere  Erörterung.  Ist  aber  das  Fünfeck  von  nicht  so  einfacher  Form,  ao 
bedarf  die  Gleichheit  Jener  Summen  eines  Beweises,  der  sich  folgenderg estalt 
führen  lässt. 

Zuerst  behaupte  ich,  daas  die  Summe  der  fünf  Dreiecke 
1)       S  =  PAS  +  PBC+PCD  +  PDE+PEA 
immer   dieselbe  bleibt,   wo  auch   der  Punot  P  in   der  Ebene  der   fünf  Puncte 


PCA  ■+-FAC=  0  und  FDA  +  FAD  = 
at  man  auch 
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2)  I^PAB  -h  I'BC+  PCA 

+  PAC  +  PCD  +  FDA 
+  PAD  +  PDE  +  PEA. 
Nun  ist  nach  §.  18,  c 

PAB  +  PBC+  PCA  =  ABC, 
und  eben  so  die  Summe  der  drei  folgenden  Glieder  =  ACD,  und  die  Summe 
der  drei  letzten  =  ADE,  folglieh 

3j  S  =  ABC-lrACD-\-ADE, 

und  diher  I  unabhängig  \oii  der  Lage  dea  Punetes  P  Dieser  unierinder 
liehe  Vi  erth  \on  i  mufis  daher  auch  itattflnden  wenn  man  in  i  P  mit  tmem 
der  fünf  Punete  seibat  identisch  annimmt  In  der  Thit  laast  min  P  mit  i. 
Busammenfallen  ao  werden  die  Dreieeke  PAS  und  PE  4  null,  und  ^  re 
ducirt  sich  luf  den  letzteihaltenen  Ausdruck  3  Nimmt  man  ibtr  P  mit  D 
odei  E  identisch  so  kommen  die  Torhm  gedachten  Summen  DE'i-i- 
EiB-\-  Von  welcher  Gestalt  diher  auch  dis  Fünfeck  iSCDE  sein 
mag  so  hiben  diese  Summen  doch  einerlei  Werth  unter  sich,  einen  Werth 
der  wenn  der  Perimeter  keine  Doppelpuncte  hat,  der  Fläohemnhilt  des  Fünf- 
ecks ist  und  der  folglich  wenn  man  die  l  nter^uohuiig  auf  Fünfecke  mit 
Doppelpuneten  au'idehnt    als  der  Inhilt  auch  dieser  Figuren  anzusehen  ist 

Man  sieht  leicht  wie  diest,  Betrachtungen  sich  verallgemeinern  la'isen,  so 
di'ia  überhaupt  bei  einem  i  Ecke  AB  3fX  die  bumme  der  n  Dreiecks 
flachen 

PiB-i-  FBC  +.     -^P^t^  ^B^A 

von  der  Lige  des  Punctes  P  ganz  unibhangig  ist  und  zugleich  den  FUcheii- 
inhalt  des  Vielecks  vorstellt    von  welcher  Form  dieses  auch  sein  mag 

§.  166.      Zusätze.     Die    im   letzten   Beispiele   gefundene  Ee- 
lation : 

ABC.  DEA  +  EAB  .  CT)A=  CEA.  DAB 

lässt  sich  folge ndeigestalt  aussprechen: 

Von  sechs  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  eine  gemeinschaftr- 
liehe  Spitze  {A)  und  die  vim-  Seiten  und  swei  Diagonalen  eines  Vier- 
ecks (BCDE)  zu  Grundlinien  haben,  ist  die  Summe  der  zwei  Producte 
aus  den  Dreiecken  über  den  gegenüberliegenden  Seiten  [BG  und  DE, 
BE  und  OD]  gleich  dem  Producte  aus  den  Dreiecken  über  den  Dia- 
t  {BD  und  CE).*) 
b]  Schreibt  man  die  sechs  Dreiecke  so,  dass  A  in  jedem  der 
te  Buchstabe   wird,    und  bringt  alle   Glieder    auf   eine   Seite,    so 


)   Man  wird  sich  hierbei  des  der  Form  nach  sehr  ähnlichen  Satzes 
iVeiin  um  ein  Viereck  BCDE  ein  Kreis  beschrieben  werden  kann. 
BC .  DE-^  SE  .CD^BD.  CE 
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kommt  (§.  18,  ö); 

ABE  .ACD  +  ACE  .  ADB  +  ADE  .  ABC  =  0, 
eine  Formel,  deren  Symmetrie  mcksichtlich  A,  E  und  BOD  iii  die 
Augen  fällt. 

c)  Es  verdient  diese  Eclation  noch  um  deswillen  eine  besondere 
Aufmerksamkeit,  weil  mittelst  derselben  allein  alle  Aufgaben,  wo  bei 
einem  Systeme  von  n  Puncten  A,  ...,  N  ra.  einer  Ebene  aus  %n  —  5 
Figuren  eine  ^n  —  4jte  gefunden  werden  soll,  oluie  weiteres  gelöst 
werden  können.  —  Man  setze  das  Dreieck  ABC  =  a,  die  n  —  3 
Dreiecke  ABD,  ABE,  ABF,  ...  resp.  =d,  e,  f,  ...,  und  die 
n  —  Z  Dreiecke  ACD,  ACE,  ACE,  ...  resp.  =  <?',  e', /',  ..,;  so 
lässt  sich  mittelst  dieser  2«  —  5  Dreiecke  a,  d,  d',  e,  ...  jedes  andere 
Dreieck  des  Systeme,  welches  A  zur  Spitze  hat,  z.  B.  AEH,  be- 
stimmen. Denn  bei  dem  "Vierecke  BCEH  sind  «,  e,  h,  e',  h'  die 
Dreiecke  über  den  Seiten  und  Diagonalen  5C,  5£, -B^,  CE,  CH, 
woraus  sich  dann  nach  dem  obigen  Satze  das  Dreieck  AEH  über 
der  Seite  EH  finden  iässt.  Da  nun  die  Fläche  jeder  geradlinigen 
Figur  in  der  Ebene  des  Systems,  durch  Verbindung  der  Spitzen  der 
Figur  mit  A,  einem  Aggregate  von  Dreiecken  gleich  zii  achten  ist, 
welche  A  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  so  kann  man  jede 
der  In  —  5  gegebenen  und  die  (2m  —  4)te  Figur  in  Werthen  von 
«,  d,  d',  e,  ...  ausdrücken,  und  aus  den  somit  sich  bildenden  In  —  4 
Gleichungen  durch  Elimination  jener  In  —  5  Hülfsgröasen  a,  d,  ... 
den  Inhalt  der  gesuchten  Figur  in  Werthen  der  gegebenen  Figuren 
finden. 


§.167.  Ist  ein  System  von  Puncten  A,  B,  G,  D,  ...  im  Räume 
gegeben,  und  soll  ein  ihm  gleiches  ^',  B',  C ,  U,  ...  construirt 
werden,  so  nehme  man  die  drei  ersten  Puncte  A',  B',  C  nach 
Willkür  und  den  vierten  D'  in  einer  Ebene,  welche  mit  A'B'C  in 
einem  solchen  Abstände  parallel  läuft,  dass  eine  Pyramide,  welche 
in  der  Ebene  üii-e  Spitze  und  A'B'C  zur  Grundfläche  hat,  der 
Pyramide  AB  CD  gleich  ist.  Jeder  der  übrigen  Puncte  E,  ...  wird 
hierauf  eben  so,  wie  in  §.  1 50  bei  Construction  eines  affinen  Systems 
gefunden. 

§,  168,  Ei-wiesenermassen  kann  man  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  im  Paume  aus  irgend  Zn  —  12  von  einander  unabhän- 
gigen Verhältnissen  zwischen  körperlichen  Theilen  alle  übrigen 
Verhältnisse  von  derselben  Art  ableiten.  Nun  werden  zur  Bildung 
von   3?j— 12    von  einander   unabhängigen  Verhältnissen   wenigstens 
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Sw— 11  von  eiiiandei'  unabhängige  Grössen  erfordert.  Sind  daher 
die  Verhältnisse  zwischen  3»  —  11  von  einander  unabhängigen 
Theilen  gegeben,  so  kann  man  dai-aus  die  Verhältnisse  derselben  zu 
den  übrigen  Theilen,  und  mithin,  wenn  überdies  von  einem  der 
3m  — 11  Theile  der  Inhalt  selbst  gegeben  ist,  den  Inhalt  jedes  an- 
deren finden.  —  Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  auf  die  Natur 
der  Gleichheit  körperlicher  Figuren  gegründeten  Satz: 

Werden  bei  einem  Systeme  von  n  Funden  im  Räume  Je  drei  der- 
selben durch  Ebenen  verbunden,  und  sind  von  den  somit  entatekenden 
Theilen  des  Raumes  irgend  3w — 11  von  einander  unabhängige  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben,  so  kann  man  daraus  den  Inhalt  Jedes  der  übrigen 


§.  169.  Beispiel.  Bestehe  das  System  aus  5  Puncten  Ä,  B, 
C,  1),  -E,  und  seien  die  3  .  5  —  13  =  4  Pyramiden  EBOD,  ECDA, 
ED  AB,  EABC  gegeben,  welche  E  zur  gemeinschafthchen  Spitze 
und  die  Seiten  der  Pyramide  ABCJJ  zu  Grundflächen  haben,  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben.  Die  Seiten  BCD,  CDA,  ...  dieser  Pyra- 
mide werden  von  den  Geraden,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen 
A,  B,  ...  mit  E  verbinden,  resp.  in  A',  B',  C,  D'  geschnitten;  man 
verlangt  den  Inhalt  der  Pyramide  A'B'C'D'  (Fig.  32). 
Man  setze 

BCDE^a,    Cl)EA  =  b,    DEAB  =  c,    EABC^d, 
und 

aJ[-b  +  c  +  d^  —  ABCD  (§.  20,(^J  =  e, 
so  ist  (§.  26,5): 

aA+hB+eC  +  dTJ  =  ei?, 
folghch  (§.  26,  d) : 

eE—aA  ={e  —  a)A\ 
eE  —  bB  =[e  —  b]B', 
eE—oC  =  {e  —  c)C", 
eE  —  dD  =  {e  —  d]D'; 
und  wenn  man  diese  fünf  Gleichungen  addirt: 

deE  =  {e~a)A-+  {e  —  V)B'+  [e  —  e]  C"+  {e  —  d)B'. 
Hiernach  verhält  sich  (§.  20,  ä): 

EABC   :  EA'BC   =  EA 


EA'BC  ;  EA'B'C  =  EB 
EA'B'C  :  EA'B'C  =  EC 
EA'B'C:  A'B'CD'=e  —  d:—i 
(§.  25),  folghch 


EA'^e  —  6 
EB'^e—l 
EC"=e  —  '- 
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HABC  :  A'B'C'D'=  {e-^  a){e  —  b){e  —  c){e— d)  :  Zabce; 
und  Tveil  EABG=  d,  und  wenn  man  für  e  wieder  a-\-b-\-e 
schreibt: 


A'B'C'D'  = 


{(,^c^d)[c  +  d+a)(d-{~a  +  b){a  +  b  +  c) 


§.  170.  Statt  mehrerer  Beispiele  will  ich  zwei  Relationen 
zwischen  Pyramiden  noch  mittheUen,  ivelche  für  die  hierher  ge- 
hörigen Aufgaben  von  demselben  Nutzen  sein  werden,  als  es  für 
ebene  Figuren  die  Relation  in  §.  166  zwischen  Dreiecken  war. 

Seien  A,  B,  G,  B,  JB,  F,  G  beliebige  sieben  Puncte  im  Räume. 
Die  vier  ersten  zu  Fundamentalp uncten  genommen,  seien  die  Aus- 
drücke der  drei  letzten: 

aA  +  bB  +cC  +  dD  =eE, 

a'A  +  Ö'S  -f  c'C  4-  (^'-ö  =fF, 

a"A  +  b"B  +  c"C  +  d"D  =  gG. 

Man  eliminire  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  zuerst  A 
und  sodann  B,  so  kommt: 

(«5'—  a'h)  B  —  [ca'—  c'a)  C  +  (ad'—  a'd)  B  +  aeE—afF  =  0, 
{ab'—a'b)A  —  {bc'—b'c)C+[b'd—bd')D  —  h'eE-^bfF=(i. 
Mithin  verhält  sich; 

CDEF  :  DEFB^ab'—a'h:—{ca'—c'a), 
OBEF  :  DEFA  =  aV—ab:—{bc'—b'c], 
folglich,  weil  (§.  20,  n): 

BEFB=  —  BDEF,     BEFA  =  —ABEF, 
ADEF  :  BBEF  :  OBEF=  bc'—b'c  :  ca'—c'a  :  ab'—a'b; 
auch  verhält  sich  zufolge  des  Ausdrucks  für  E: 

a:b:c  =  BCBE  :   CBEA  :   DEAB 
=  BCDE  :  CADE  :  ABBE. 
Da  nun  immer 

a(bc'—  b'c)  -h  ä[c«'—  c'a)  +  c[ab'~  a'b)  =  0, 
so  bekommt  man  folgende   zmschen  ABC,    BE  und  F  ganz  sym- 
metrische Formel: 

T)  ABEF .  BCDE  +  BBEF .  GAB E+  OBEF .  ABBE  =  0. 
Schreibt  man  sie  unter  der  Gestalt: 

AFBE.  B  ODE -\- ABBE.  GEBE  =  ACBE  .  BEBE, 
so  kann  man  sie  folgendermassen  in  Worte  fassen: 
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Von  sechs  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  eine  gemeinschaftliche 
Kante  (DB)  und  die  vier  Seiten  und  zwei  Diagonalen  eines,  im  All- 
gemeinen nicht  in  einer  Ebene  liegenden,  Vierecks  [ABCF)  zu  den, 
der  gemeinschaftlichen  Kante  gegenüberstehenden.  Kanten  haben,  ist 
die  Summe  der  zwei  Producte  aus  den  Pyramiden  über  den  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Vierecks  gleich  dem  Producte  aus  den  Pyra- 
miden über  den  Diagonalen;  —  ein  Satz,  der  dem  in  §.  166,  Zuaätee 
für  Dreiecke  aufgestellten,  wie  man  sieht,  völlig  analog  ist. 

§.  171.  Eine  zweite  Relation  dieser  Art  ergiebt  sich,  wenn 
man  aus  den  obigen  Ausdrücken  für  E,  F  und  G  zwei  Funda- 
mentalpuncte  immei  zugleich  eliminirt.  Es  lässt  sich  aber  diese 
Rechnung  durch  d^selbe  Mittel,  dessen  wir  uns  in  §.  50, «  in  einem 
ganz  ähnhchen  Falle  bedienten,  sehr  vereinfachen.  Sind  nämlich  a 
und  w  zwei  von  einander  unabhängige  Vcränderhche ,  und  hahen 
p,  q,  r,  s,  a,  ß,  y,  d  dieselbe  Bedeutung,  wie  dort,   dass  also  auch: 

ap  -^  ßq  -{-  yr  -\-  ds  =  0 
ist,    so  kommt,    wenn  man   die   Ausdrücke  für   E,    F,    G  resp.  mit 
1,  V,  w,  raultiplicirt  und  hierauf  addirt: 

pA-i-qB-\-rO-{-sD  =  eF-\-  i>fF+  wg G. 
Bestimmt  man  nun  v  und  w  erstlich  so,  |dass  p  und  q  zugleich 
gleich  0  werden,  so  erhält  man: 

yr-\-6s  =  0,     rG-\-sD  —  eE  —  vfF~wgG  =  <i\ 
folglich : 

ä:—y  =  r:s  =  DEFG:EF6C, 
oder 

CEFG  .  DEFG  =  y  :  <J. 

Lässt  man  auf  gleiche  Weise  q  und  r,  und  hierauf  r  und  s  zu- 
gleich gleich  0  werden,  so  findet  sich.  Alles  zusammengenommen; 

AEFG  :  BEFG  :  CEFG  :  DEFG  =  a  :  ß  :  y  :  d. 
Sodann  verhält  sich  vermöge  des  Ausdrucks  fiir  G: 

BCDG:~GDAG:  D ÄBG  :  —  ABCG  =  c^' :  b":  c":d". 
Es  war  aber  nach  §.  50: 

««"+  ßb"-\'  yg"+  6d"  =  0, 
folglich : 

11)     AEFG.BCDG  —  BEFG.CDAG-\-GEFG.DABG 

—  DEFG.ABCG=-0, 

eine  Relation  zwischen  acht  Pyramiden  bei  einem  Systeme  von  sieben 

Puncten  im  Räume.   —  Die  vier  Pyramiden,   welche   in  jedem  der 
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vier  Producte  zuerst  stehen,  haben  das  Dreieck  EFO  zur  gemein- 
schaftlichen Grundfläche,  und  die  Puncte  A,  B,  O,  J)  der  Reihe 
nach  zu  Spitzen.  Von  den  vier  anderen  Pyramiden  sind  die  Seiten 
der  Pyramide  AB  CD  die  Grundflächen  und  G  die  gemeinschaft- 
liche Spitze. 

Nimmt  man  an,  dass  die  sechs  Puncte  A,  ...,  F  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  die  Pyramiden  ihren  in  diese  Kbene  fallenden  Seiten 
proportional.  Bei  einem  Systeme  von  sechs  Puncten  in  einer  Ebene 
muss  folglich  sein: 

AEF  .  BCD~BEF  .  CDA-\-  CEF.  DAB  —  DEF.  ABO^Ü, 
eine  Relation  zwischen  acht  Dreiecken,  zu  der  man  auch  unmittelbar 
gekommen  sein  würde,  hätte  man  in  den  obigen  Gleichungen  für  G 
Null  gesetzt. 


"Von  der  Affinität  und  Gleichheit  krnmmer  Linien 
und  Flächen, 

§.  172.  Da  in  diesem  sowohl,  als  dem  vorigen  Capitel  nur 
Systeme  von  geraden  Linien  und  Ebenen  betrachtet  worden  sind, 
so  bleibt  noch  übrig,  auch  über  Curven  und  krumme  Flächen,  in- 
sofern sie  in  den  jetzt  erörterten  Beziehungen  zu  einander  stehen, 
Einiges  hinzuzufügen. 

Einer  Curve  in  einer  Ebene, 

pA  +  qB  +  rC, 
ist  eine  andere, 

pA:^qB'+rC', 

affin,  wenn  in  beider  Ausdrücken  die  Coefficienten  p,  q,  r  dieselben 
Functionen  einer  Veränderlichen  bedeuten.  Haben  überdies  die 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C"  gleichen  Inhalt,  so  sind  die  Curven 
einander  gleich.  Giebt  man  der  Veränderlichen  in  beiden  Aus- 
drücken einen  und  denselben  Werth,  so  erhält  man  sich  entspre- 
chende Puncte  der  Curven.  Auch  werden  die  an  entsprechende 
Puncte  der  Curven  gezogenen  Tangenten  sich  entsprechende  Gerade 
sein  {§.  153,  a).  Je  zwei  in  oder  um  die  affinen  Curven  beschriebene 
Vielecke,  deren  Spitzen  oder  Berührungspuncte  sich  entsprechende 
Puncte  in  derselben  Folge  sind,  stehen  mithin  in  dem  Verhältnisse 
der  Dreiecke  ABO  :  A'B'G'.  Da  femer  jeder  Bogen  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen  Geraden  ange- 
sehen werden  kann,   so  werden   auch   die   von   sich   entsprechenden 
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Sehnen  abgeschnittenen  Segmente,  so  wie  die  Fläclicn,  welche  von 
sich  entsprechenden  Bögen  und  den  an  die  Endpuncte  derselben 
gelegten  Tangenten  begrenzt  werden,  folglich  auch  die  von  den 
Curaven  selbst  eingeschloasenen  Flächen,  wenn  anders  die  Curven  in 
sich  zuriicklaufen ,  sich  wie  ABC  :  A'B'C  verhalten,  also  bei 
gleichen  Curven  einander  gleich  sein. 

§.  173.  Sind  zwei  affine  Curven  gegeben,  so  ist  in  der  Eegel 
mit  jedem  Puncte  der  einen  Linie  auch  der  entsprechende  Punct  in 
der  anderen  gegeben.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen  die  Kegel- 
schnitte, wo  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Puncte  nach  Eo- 
lieben  gewählt  werden  kann. 

Man  habe  z.  B.  zwei  Ellipsen.  Nimmt  man  in  jeder  derselben 
zwei  zusammengehörige  Halbmesser  OA  und  OB,  CA'  und  C'B' 
zu  den  Fundamentalseiten,  so  sind  die  Ausdrücke  dieser  Curven: 

2„^  +  (l_„^)B  — 2»(1— *))C 
und 

2vJ!+{\  —v^)B''-2v{\  —v)C" 

(§.  130,  4).  Je  zwei  Ellipsen  sind  folglich  einander  affin,  können 
aber,  weil  A'  durch  A  nicht  bestimmt  vrird,  sondern  der  Willkür 
überlassen  bleibt,  auf  unzählige  Weisen  als  affine  Figuren  mit  ein- 
ander verglichen  werden.  Dabei  verhalten  sich  je  zwei  einander 
entsprechende  Flächentheüe ,  folglich  auch  die  ganzen  EUipsen- 
ftächen,  wie  die  Dreicke  ABC  und  A'B'C.  Diese  Dreiecke  müssen 
folglich  zu  den  EUipsenfiächen  selbst  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse stehen,  wie  auch  die  zusammengehörigen  Halbmesser  genommen 
werden  mögen;  folglich  in  constantem  Verhältnisse  auch  die  Vier- 
fachen dieser  Dreiecke;  welches  den  bekannten  Satz  giebt,  dass  m 
einer  Ellipse  alle  Paralleloff  ramme,  deren  Diagonalen  zwei  zusammen- 
',  Durchmesser  sind,  ffleiohe   Grösse  haben. 

Sind  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  einander  gleich,  so  sind 
es  auch  die  Ellipsen  und  begrenzen  gleiche  Flächen;  und  umgekehrt 
ist  jede  einer  Ellipse  gleiche  Figur  eine  Ellipse,  welche  mit  der 
ersteren  gleichen  Inhalt  hat. 

Auf  eben  die  Art  folgt  aus  dem  von  unbestimmten  Constanten 
freien  Ausdrucke  für  die  Hyperbel: 

—  2i>A  +  {i-^v^]B  +  '2v{i—v)C 
(§,  134,2),   wobei  CB   ein  reeller  und  OA  der  zugehörige  imaginäre 
Halbmesser  ist,   dass  je  zwei  Hyperbeln  auf  unendlich  viele  Weisen 
als  einander  affine  Figuren  sich  betrachten   lassen,    und  dass   jede 
einer  Hyperbel  affine  oder  gleiche  Figur  ebenfalls  eine  Hyperbel  ist. 
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Dasselbe  wird  endlich  auch  filr  die  Parabel  gelten.  Aber  noch 
mehr:  bei  zwei  Parabeln  kann  nicht  niu:  das  erste,  sondern  auch 
das  zweite  Paar  sich  entsprechender  Puncte  nach  Willkür  genommen 
werden.  Denn  seien  A  und  G  irgend  zwei  Puncte  der  einen  Parabel, 
Man  ziehe  an  dieselbe  in  A  und  C  zwei  Tangenten,  welche  sich  in 
B  schneiden,  so  ist,  A,  B,  C  zu  Fundamentalpuncten  genommen, 
der  Ausdruck  der  Cur-ve,  als  eines  Kegelschnitts,  welcher  in  A  und 
C  von  AB  und  OB  berührt  wird; 

ctA  +  vB  +  v^C 
[§.  64,  3).     Weil  aber  bei   der  Parabel  die   Summe  der  Cocfficienten 
ein  Quadrat  ist,  so  muss  <t  =  \  sein,  und  folglich  der  Arrsdruck: 

{A  +  vB  +  i,^C. 
Auf  gleiche  Art  seien  A'  und  C  z^vei  beliebige  Puncte  der  anderen 
Parabel  und  B'  der  Durchschnitt  der  zwei  in  diesen  Puncten  an  die 
Curve  gezogenen  Tangenten,  so  ist 

iA'+vB'+v'O' 
der  Ausdruck  dieser  zweiten  Parabel.  Lässt  man  nun  A'  dem  A 
und  C  dem  C  entsprechen,  so  geben  die  beiden  Ausdrücke  alle 
anderen  Paare  sich  entsprechender  Puncte,  und  je  zwei  sich  ent- 
sprechende F lachen theile  werden  sich  wie  ABC  zu  A'B'C  ver- 
halten. 

Statt  dass  also  bei  zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  mit  diesen  Curven 
selbst  auch  das  Verhältniss  ihrer  sich  entsprechenden  Flächentheile 
gegeben  ist,  bleibt  hier  dieses  Verhältniss  durchaus  unbestimmt,  in- 
dem mit  der  verschiedenen  Annahme  der  ganz  beliebig  zu  wählen- 
den Puncte  A'  und  O'  auch  das  Verhältniss  der  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  sich  ändert.  Je  zwei  Parabeln  lassen  sich  daher  atich 
als  einander  gleiche  Figuren  betrachten,  wenn  man  nur,  was  auf  un- 
ztihlige  Weisen  möglich  ist,  die  Puncte  A'  und  C"  so  bestimmt,  dass 
jene  Breiecke  gleichen  Inhalt  be/commen. 

§.  174.  Es  lassen  sich  aus  dieser  Eigen thünüichkeit  der  Pa- 
rabeln mehrere  sehr  merkwürdige  Folgerungen  ableiten. 

1)  Ist  ABC  =  A'B'C  (Fig.  39),  so  sind  auch  die  parabolischen 
Segmente  über  AC  und  A'C  einander  gleich.  Jedes  parabolische 
Segment  muss  folglich  zu  dem  Dreiecke,  welches  von  der  Sehne 
und  den  an  die  Endpunctc  derselben  gelegten  Tangenten  gebildet 
wird,  in  einem  constanten  Verhältnisse  1  :  m  stehen. 

2)  Unter  derselben  Annahme,  dass  ABC  =  A'B'C  ist,  seien  E 
und  £'  zwei  zwischen  j4C  iinA  A'C  in  den  Parabeln  so  genommene 
Puncte,  dass  die  Segmente  über  AB  und  A'B'  einander  gleich  sind, 
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SO  sind  E  und  £'  sich  entsprechende  Puncto,  und  folglich  auch  die 
Segmente  über  JEO  und  E'C  einander  gleich.  Zwischen  den  drei 
Segmenten  über  den  Seiten  AC,  AE,  EC  eines  in  eine  Parabel 
beschriebenen  Dreiecks  muss  folglich  eine  Gleichung  obwalten,  so 
dass  aus  zweien  derselben  ohne  weiteres  das  dritte  gefunden  werden 
kann. 


Man  lege  an  E  eine  Tangente,  welche  AB  und  BO  in  F  und 
G  schneide,  so  ist,  wenn  wir  das  Segment  über  AG  mit  (-4C},  etc. 
bezeichnen : 

m{AC)  =  ABC,     m(AE)  =  AFE,     m{EC)  =  EGC. 
Dieselbe  Gleichung,   welche  zwischen   den  drei  Segmenten  obwaltet, 
muss  folglich   auch  zwischen  diesen,    den  Segmenten  proportionalen, 
Dreiecken  bestehen.     Wir  werden  in  der  Folge  [§.  262)  sehen,   dass 

ABci  =  AFE^  +  EGC^i 
mithin  wird  auch  sein: 

I)  {AC)^  =  {AE)^  +{FC)-^, 

d.  h. 

Bei  einem  in   eine  Parabel  beschriebenen  Dreiecke  ist  die  CuUk- 
■wurxel  aus  dem  grössten   der  über  dm  Seiten   liegenden  Segmente  der 
Summe  der  Cuhikwuirzeln  aus  den  beiden  anderen  Segmenten  gleich, 
3)  Cubirt  man  die  Gleichung  I),  so  kommt: 
[AC]  =  {AE]  +  {EO)  +  i{AE]^{EC)^  [[^.E)i  +  (£C)i] 
=  [AE)  +  [EC]  +  ^{AE]^{EC)^{AC]■i , 
(AC)  —  {AE)  —  {EC)  =-  AEC, 

H]  AEC'=^{AE)^{EC)^{AC)^, 

d.  h. 
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Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck  ist  gleich  dem  drei- 
fachen Prochicte  der  Cubikwumeln  aus  den  Segmenten  über  den  drei 
Seiten. 

4)  In  dem  speciellen  Falle,  wo  FG  mit  A  C  parallel  geht,  ist  E 
der  Mittelpunct  von  FG*],  vmd  als  der  der  Doppelordinate  AC  zu- 
gehörige Scheitel  zu  betrachten.  Alsdann  sind  die  Dreiecke  AFE 
und  EGC,  mithin  auch  die  Segmente  {AE)  und  {EO)  einander 
gleich,  und  die  Gleichung  I)  wird: 


{AC)i  = 

HAi:yi\ 

w 

oraus 

weiter 

ll. 

(^C)  = 

=  »iAE},     {AO 

)--i[AE) 

'^ 

AEC  := 

■■H^C) 

folgt,  also: 

Ein  in  eine  Parabel    beschriebenes  Dreieck,    dessen  Spitze  der  der 

GrundHnie,  als  Doppelordinate,  zugehörige  Scheitel  ist,  verhalt  sich  zu 

dem  Parabelsegmeni  über  der  Grundlinie,   wie  drd  zu  vier. 

(Archimedes  Quadratur  der  Parabel,  17.  und  24.  Satz.) 

5)    Unter  derselben  Voraussetzung,    dasa    FG   mit  AO  parallel 

läuft,  ist  F  der  Mittelpunct  von  AB,  so  wie  G  von  BC,  folghch 
\{AC)  =  AEC  =  AFC  =  ^ABC, 

also 

ni)  (AC)  =  IABC, 


*)    Der  Beweis    hiervon    lässt    sicli   mittelst    des  baryoeiitrischen   Colouls   so 
führen.  —  Sei  füi  den  Punet  B,  v  =  v',  also 

Dia  an  U  gelegte  Tangente  hat  den  Ausdnicli! 

und  achneidet  folgheh  die  Fundamentallinien  in  den  Puneten; 

iA  —  v-^C,       iJ  +  iVJl  ^  -P',       1S  +  2d'C=G, 
für 

J^  =  —!!',  =   —  U'',  =  CO. 

Läuft  nun  die  Tangente  mit  A  C  parallel,  go  ist  der  erste  dieser  drei  Punete 
unendlich  entfernt,  also  v'=i,  wodurch 

2F  =  A  +  B  <^nA  2&  =  B+  C 
wird,  folglich  AS  und  BC  in  F  und  G  lialbirt  iverden. 
Endlieh  wird  für  «'=  i: 

:E=iA  +  iB  +  iC^  {A+B)  +  ',B  +  C]^F+G, 
also  £  der  Mittelpunct  von  F  6. 
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Ein  Parabehegment  ist  zwei  Dritteln  des  Dreiecks  gleich,  welcJies 
von  der  Sehne  des  Segments  und  den  an  die  Enäptmcte  der  Sehne  ge- 
legten Tangenten  begrenzt  wird. 

Es  ist  demnach  das  obige  m  =:  f. 

6)  Sei  E  wiederum  ein  beliebiger  Punct  der  Parabel  zwischen 
A  und  C.     Man  multiplicire  die  Gleichung 

AEC  =  {AC)  —{ÄE)  —  (EG) 
mit  m  =;  f ,  so  kommt: 

\AEC=ABC^AFE  —  EGC=^AEC-\-FBG, 
folglich : 

IV)  AEC=2FBG, 

d,  h. 

Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck  ist  dem  Doppelten  des 
umschriebenen  Dreiecks  gleich,  dessen  Seiten  die  Parabel  in  den  Ritzen 
des  ersten  Dreiecks  berühren. 

Es  wird  dieser  Sata  in  der  Folge  noch  auf  eine  andere,  von 
dem  Vorigen  unabhängige  Weise  bewiesen  werden,  woraus  sich  dann 
un^ekehrt  dei  Weitli  des  constanten  m  und  somit  ebentilU  die 
Quadratur  der  Paiabel  finden  laast  (§  262) 

Aiiraerkung  Da  ein  unendlich  kleiner  Bogen  einer  jeden  Cane  immer 
alä  ein  Stück  einer  Parabel  angesehen  werden  kann  fo  ^\erden  die  Satze  '' 
bis  6)  auch/»ir  alU  anderen  Garten  gelten,  sobald  man  die  Puncte  A  E,  C 
einander  unendlich  nahe  nimmt  So  wird  z  B  jedes  uncndbch  kleine  Seg 
ment  einer  Our^e  zwei  Drittel  des  Dreiecks  sein,  nelohes  die  Sehno  und  dii- 
an  die  Endpunote  derselben  guaogenen  iangenten  ai  Seiten  hat  Auch  wird 
der  Durchs ehnittepunot  dieser  Tangenten  noch  einmal  so  weit,  als  der  Mittel 
punet  des  unendhch  kleinen  Bogens    Ton  der  Sehne  entfernt  sein 

§.  175.     Einer  krummen  Fläche 

pA->rqB-\-rC+sD 
ist  eine  andere  affin,    wenn  sich  der  Ausdruck  der   letzteren  auf  die 
Form 

pJ^-\-..-{-sB' 

biingen  lässt,  so  dass  p,  q,  r,  s  in  beiden  Ausdrücken  die  nämhchen 
Functionen  zweier  Veränderlichen  sind.  Sich  entsprechende  Puncto 
beider  Flächen  sind  diejenigen,  für  welche  die  zwei  Veränderhcheii 
in  dem  einem  Ausdi-ucke  dieselben  bestimmten  Werthe  wie  in  dem 
anderen  haben.  Berührende  Ebenen  an  sich  entsprechende  Puncte 
gelegt  entsprechen  einander  gleichfalls.  Setzt  man  in  beiden  Aus- 
drücken zwischen  den  zwei  Veränderlichen  eine  und  dieselbe  Re- 
lation fest,   so   bekommt  man  die  Ausdrücke  zweier  in  den  Flächen 


y  Google 


212  Der  Ijaryeentrisehe  Calcul.     Abschnitt  II.  §,  176, 

liegenden  und  sich  entsprechenden  Linien.  Ist  die  eine  derselhen, 
eine  Gerade,  so  ist  es  auch  die  andere;  etc.  Je  zwei  sich  ent^ 
sprechende  Theile  des  Raums,  d.  h.  solche,  die  von  sich  entsprechen- 
den Ebenen  gebildet  werden,  oder  auch  sich  entsprechende  Theile 
der  Flächen  selbst  zu  Gtrenzen  haben,  stehen  in  dem  Verhältnisse 
der  Pyramiden  AB  CD  und  A'B'G'D'  zu  einander.  Haben  letztere 
gleichen  Inhalt,  so  heissen  die  Flächen  einander  gleich. 

§.  176.  Nimmt  man  bei  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  den 
Mittelpunct  und  die  Endpuncte  drei  zusammengehöriger  Halbmesser 
zu  den  vier  Fundamentalpuncten,  so  ist  der  Ausdruck  dieser  Fläche 
der  in  §.  134,  2  gefundene: 

(l  —  vw)A-h... 
Da  hierin  keine  unbestimmten  Constanten  vorkommen,  so  schliessen. 
vdv,  dass  nicht  nui'  jede  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  affine 
oder  gleiche  Fläche  wiederum  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  son- 
dern a\ich  je  zwei  hyperbolische  Hyperboloide  einander  affin  sind 
und  auf  unendhch  viele  Weisen  sich  als  solche  betrachten  lassen, 
weil  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Halbmesser  DA  und  D'A' 
nach  Belieben  genommen  werden  kann.  —  Das  Nämliche  wird  auch 
von  den  elHptischen  Hyperboloiden  und  den  Ellipsoiden  gelten, 
Uebrigens  ist  bei  jeder  dieser  drei  Flächen  die  Pyramide,  welche 
di'ei  zusammengehörige  Halbmesser  zu  anliegenden  Kanten  hat,  von 
constanter  Grösse,  woraus  zu  schliessen,  dass,  wie  auch  das  erste 
Paar  sich  entsprechender  Puncte  genommen  werden  mag,  das  eon- 
stante  Verhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Raumtheilen  sich 
dadurch  nicht  ändert.  Bei  dem  Ellipsoid  erhellet  dies  auf  ähnliche- 
Weise,  wie  oben  bei  der  Ellipse. 

So  wie  aber  die  Parabel,  so  besitzen  auch  das  elliptische  und 
das  hyperboKsche  Paraboloid  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  das 
constante  Verhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Räumen  nach 
Willkür  bestimmt  werden  kann. 


§.  177.      Seien,  um  dieses  zuerst  für  das  hyperbolische  Parabo- 
loid darzuthun,   A  und  D  (Fig.  40)  irgend  zwei  Puncte  einer  solchen 
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riäche.  I>\irch  jeden  derselben  lassen  sieh  zwei  in  der  Fläche  selbst 
enthaltene  gerade  Linien  legen.  Dabei  wird  die  eine  Linie  des  durch 
A  gehenden  Linienpaars  von  der  einen  und  die  andere  Yon  der  an- 
deren Linie  des  Linienpaars  durch  D  geschnitten.  Heissen  diese 
zwei  Durchschnitte  B  und  C,  so  ist 

A  +  xB-hyC+xyD 
der  Ausdnrck  der  Fläche*),     Auf  gleiche  Art   seien  A'  und  D'  zwei 
feelieb^e  Pmicte  eines  anderen  hyperbolischen  Paraboloids,  und  B' 
und   C"  die  Puncte,   in   denen  die  durch  A'  und  D'  gehenden,   in 
<ler  Fläche  selbst  begiiifenen  Geraden  sich  schneiden,  also 

■der  Ausdruck  dieses  zweiten  Paraboloids.  Setzt  man  nun  A',  B', 
C",  D'  den  A,  B,  G,  D  entsprechend,  so  sind  dieser  Ausdi^uck  und 
der  vorige  die  Ausdrücke  zweier  affinen  Flächen.  Das  Verhältniss 
aber,   in  welchem  je  zwei  sich  entsprechende  Raumtheile  stehen,  ist 

=  ABCD:A1B'C'I>', 
und   kann   jedes   beliebige   sein,    weil  nach   der    verschiedenen   An- 
nahme der  Puncte  ^  und  Z>'  die  Pyramide  AB'G'D'  jede  beliebige 
Orösse  erreichen  kann. 


")  Di?i  die^ei  in  ^  112  erhaltens;  Auidtuck  dci  eben  b 
■dci  Fundamentilpiincte  Oeailge  leiite,  i't  leieht  au  erkennen  ]Ja''s  ibe(  um  den 
Au>idruok  auf  ditie  einfache  Form  zu  bringen,  nur  jene  Annahme  der  Funda 
meatalpuncte  und  keme  anderen  Bedingungen  'weitci  cifoidtilich  sind  la&it  sieh 
folgenderg estalt  übersehen  —  Tui  iigend  eine  naoli  einem  gewissen  Gesetz  aut 
einer  Fläche  gesogene  Linie  besteht  zwischen  den  Veiftndeilichen  im  Ausdrucke 
der  Flache  eine  gewiass  Eelation  f\i,  wj  =  0  Soll  also  z  B  die  Fundamental- 
linie  AB  m  der  Flache  liegen,  so  müssen  für  /(e  ii.)  =  0  die  Coeffieienten  von 
<?  und  D  null  weiden,  d  h  es  müssen  die'^e  Coeflioionten  einen  gememschaft 
liehen  Factor  haben  Hiernach  lot  dei  illgemeini.  Ausdruck  einer  Flache ,  m 
welcher  die  vier  Fundamentallinien  AB,   AC    SD,   CD  zugleich  enthilten  "ind^ 

apqA  +  bp)  B  +  cqsO-j~d}sD, 
wo  p    ^,  I    ä  behebige  Functionen  von  v  und  «j,  und  a    b,  c    d  entwedei  ^leieh- 
fills  solche   FunetiDnen,   oder   aULh  Consfanfen   Rind      Es  wird  iber   dieaei  Aus- 

diuEl(     i\cnn  mm  ihn  mit  tiß  /  di\idut  und  hierinf  =  r,  ^=  y,     —  =  J 

setzt 

A  +  xB  +  >jC+^xyD. 

Soll  mn  d  s  Hä  !  die  aweite  Ordnung  nicht  übersteigen,  so  mu 
sein.  AI  d  n  d  Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  und  n 
ein  hyp    b  h    h     Pa  aboloid. 
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§.  178.  Folgerungen.  Man  nehme  in  AB  einen  beliebigen 
Punct  -E  und  in  A'B'  einen  Punct  £',  so  dass 
A'B' :  B'E'=  AB  :  BE, 
so  sind  M  imd  E'  sich  entsprechende  Puncte.  Die  durch  E  und 
E'  in  den  Flächen  selbst  gezogenen  Geraden  EF  und  E'F'  werden 
sich  daher  gleichfalb  entsprechen,  so  wie  auch  die  Puncte  F  und 
F',  in  denen  diese  Linien  von  CD  und  CD'  geschnitten  iverden, 
und  es  wird  sich  yerhalten 

CD':  D'F'=  CD  :  DF. 

Mit  dem  Verhältniss  AB  :  BE  muss  daher  das  Verhältniss 
CD  :  DF  und  das  Verhältniss  der  Pyramiden  AB  CD  :  BEDF  ge- 
geben sein,  und  aus  je  zweien  der  drei  Pyramiden  ABCD,  BEDF, 
AECF  muss  sich  die  dritte  finden  lassen.  EndUch  wird  jede  dieser 
Pyramiden  von  der  krummen  Fläche  selbst  nach  einem  constanten 
VeThältnisse  getheilt  werden.  —  "Wir  wollen  nunmehr  diese  Rela- 
tionen zu  bestimmen  suchen. 

1)  Sei  E^  A-\-bB,   so  ist  der  Ausdruck  der  Geraden  EF: 

A  +  hB-\-yC+byD 
{§.  112),  und  daher  F,  als  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  CD, 
=  C+bD,  folglich; 

I)  AB:BE=CD:DF, 

d.  h. 

Bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  werden  alle  Geraden  des  einen 
Systems  von  den  Geraden  des  anderen  Systems  nach  einerlei  Verhält- 
nissen geschnitten. 

2)  Es  verhalten  sich  die  Pyramiden: 

ABCD  :  BECD  =  AB  :  BE 
(§■  20.  b), 

BECD  :  BEDF  =  CD  -.  DF  =  AB  :  BE, 
folglich : 

n)  ABCD  :BEDF=AB''  :  BE\ 

3)  Auf  gleiche  Art  verhält  sich : 

ABCD  :  AECF=  AB'-  :  AE\ 
woraus,    wenn  B  zwischen  A  und  E  hegt,    in  Verbindirng  mit  II) 
folgt: 

111)  ABCD^i  +  BEDF-i  =  AECI-^, 


Wird  auf  der  Fläche  eines  hyperbolischen  Par 
liniges  Viereck  beschrieben,  und  dieses  durch  eine  fünfte  in  der  Fläche 
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gezogene  Gerade  in  zwei  anä&re  Vierecke  zerlegt,  so  ist  die  Quadrat- 
vmrzel  <ms  der  Pyramide,  toelche  mit  dem  ersteren  Vierecke  einerlei 
SpHsen  hat,  gleich  der  Summe  der  Quadratvmrzeht  aus  den  zwei  Pyror- 
miden,  welche  mit  den  zwei  letzteren  Vierecken  die  Spitze  gemein 
haben. 

Man  bemerke  hierbei  uocli,  dass  eine  solche  Pyramide,  wie 
ABCD,  eine  einbeschi-iobenc  und  unaachriebene  zugleich  genannt 
werden  kann;  eine  einheschriebene,  weil  ihre  vier  Spitzen  in  der 
Fläche  des  Paraboloids  liegen;  eine  umschriebene,  weil  ihre  vier 
Seiten  die  Fläche  berühren,  die  Seite  GAB  in  der  Spitze  A,  AB D 
in  B,  etc.  (§.  111). 

4)  Der  Theil  der  paiaboloidischen  Fläche,  welcher  von  den 
Seiten  des  Vierecks  ABDC  begrenzt  wird,  liegt  innerhalb  der  Py- 
ramide ABCD  und  theilt  dieselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der 
eine  von  der  Fläche  ABDC  und  von  den  Dreiecken  ABC  und 
BCD,  d.  i.  von  den  die  Fläche  in  A  und  D  berührenden  Ebenen; 
der  andere  von  derselben  viereckigen  Fläche  und  von  den  Drei- 
ecken ABD  und  ACB,  d.  i.  von  den  an  B  und  C  gelegten  Be- 
rührungsebenen begrenzt  wird.  "Werde  daher  der  erstere  Theil  mit 
\_AD'\  und  der  letztere  mit  [BC'\  bezeichnet.  Diese  beiden  Theile 
müssen  in  einem  constanten  Verhältnisse,  1  :  m,  zu  einander  stehen, 
so  dass 

[AD]:[BC]  =  \  :m. 

Man  setze  nun  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche 
A-^-xB  +  yO  +  xyD 
—  statt  y,   so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  in 
C-^xD-}-zA  +  xzB. 
Das  vorige   constante   Verhältniss  wird    daher  auch   stattfinden, 
wenn  man  C  mit  A,   und  D   mit  B  gegenseitig  vertauscht.     Hier- 
durch aber  geht  ^AU]  in  [i3t7],  und  umgekehrt,  über;  folglich  muss 
sich  auch  verhalten: 

[B(7]:  [AT}]  =  \  -.m 
und  daher 

IV)  [AD]^[BO]=^\ABCD 

sein,  d.  h. 

Construirt  man   auf  der  Fläche   eines  hyperbolischen  Paraboloids 
ein   geradliniges  Viereck,    so  wird   die  Pyramide,    deren  Spitzen    die 
-    Spitzen  des   Vierecks  sind,  von  der  Fläche  halbirt. 

5)  Wenn,  ähnlich ei-weise  ivie  die  Bezeichnungen  \^ATf'  und  ~_BC] 
gebraucht  ivurden,   [BF]   den  Kaum  vorstellt,   welcher  die  krumme 
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Fläche  und  die  an  B  und  F  gelegten  berühr  enden  Ebenen  zu  Grenzen 
hat;  etc.,  so  giebt  die  eben  erhaltene  höchst  einfache  Cubatur,  mit 
der  Gleichung  III)  in  Verbindung  gesetzt,  folgende  Relation: 

V)  {AD]^-^[BF]^  =  [AF]^, 

wo  die  vier  Puncte  des  Paraboloids,  A,  B,  Z>,  F,  dergestalt  liegen, 
dass  die  drei  Geraden  AB,  BD,  DF  in  der  Fläche  selbst  enthalten 
sind,  und  A  und  F  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  BD  sich  be- 
finden; —  die  analoge  Relation  von  §.  174, 1  bei  der  Parabel. 

6)  Nach  2)  ist  BEC'D,  und  eben  so  auch  ABDF,  die  mittlere 
Proportionalgrösse  zwischen  ABCD  und  BEDF;  folglich  mit  Zu- 
ziehung von  IV): 

VI)  ABDF ^  BECD  =  2[AD]^\BF]^  =  2[BC]^\ED]^ , 
analog  mit  §.  174, 11, 

§.  179,  Es  ist  jetzt  noch  das  elliptische  Paraboloid  in  Unter- 
suchung zu  nehmen  übrig,  von  welchem  wir  aber  zuvor  einen  zu 
dieser  Absicht  passenden  Ausdruck  entwickeln  müssen.  —  Jede 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  hat  die  bekannte  E^enschaft,  dass  sie 
von  einer  Ebene  inuner  in  einem  Kegelschnitte,  K,  geschnitten 
wird,  und  dass,  wenn  man  an  dieser  Curve  eine  zweite  Ebene  die 
Fläche  berührend  fortbewegt,  alle  Lagen  dieser  bewegten  Ebene 
durch  einen  gemeinschaftlichen  Punct  D  gehen,  welcher  Punct  da- 
her als  die  Spitze  eines  die  Fläche  einhüllenden  und  sie  in  If  be- 
rührenden Kegels  erseheint.  Seien  nun  A,  B,  C  (Fig.  41)  irgend 
drei  Puncte  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Ausdruck 
{K]  «(]  —i,)A  +  bvB~[\~v)vC, 

auf  welchen  sich,  wie  wir  in  der  Folge 
sehen  werden,  der  in  §.  64,  1  für  diesen 
Fall  gefundene  Ausdruck  immer  redu- 
ciren  lässt.  Werde  ferner  durch  D,  C 
und  irgend  einen  anderen  Punct 

pP=a{^—v)Ä  +  hvB  —  ... 
der  Curve  K  eine  Ebene  gelegt,  so  wird 
diese  Ebene  jenen  Kegel  in  den  Geraden 
DC  und  DP,   die  Fläche  selbst  aber  in 
Fjg,  41.  einem  Kegelschnitte   schneiden,   vi'elcher 

m  C  und  P  von  DC  und   DP  berührt 
wird,  und  dessen  Ausdruck  daher  von  der  Form 

(pP-\-xD->rX'C    oder   pP+wD  +  ^!W^  C 
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._y_ 


ist  (§.  64,  S),  wo  fp  oder  tp  = -L-  eine  noch  zu  bestimmendo  Func- 
tion von  V  bedeutet.  Zugleich  aber  stellt  dieser  Ausdruck  die  Fläche 
selbst  dar,  wenn  inan  nebst  w  noch  v  und  somit  auch  den  Punct  P 
veränderlich  nimmt.  Substituirt  man  demnach  für  pP  den  obigen 
Werth,  so  kommt  der  Ausdruck  der  Fläche: 

(F)  a{\-v)A  +  bvB  +  {v^  +  cw^  —  v)0-hwD, 
wo  A,  B,  C  Puncte  der  Fläche  selbst  sind,  und  B  der  Durchschnitt 
der  drei  in  diesen  Puncten  an  die  Fläche  bei-ührend  gelegten  Ebenen 
ist.  Hierbei  ist  noch  c  statt  ip  geschrieben.  Denn  es  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  ip  eine  von  ;;  unabhängige  Constante  sein  muss. 
In  der  That,  setzt  man  in  {F)  den  Coefficienten  von  C  null,  und 
eliminirt  damit  w  aus  dem  Coeflicienten  von  1),  so  kommt: 

a{\  —  v}A 


aA  +  bfB  +  -=.yD, 
\>p 


-v?^ 


als  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABD.  Dieser 
Schnitt  muss  aber  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher  von  AD  und  BD 
in  A  und  D  berührt  wird;  und  hiermit  stimmt  sein  Ausdi^uck  nur 
dann  überein,  wenn  \p  eine  von  y,  und  folglich  auch  von  v  unab- 
hängige Gri'össe  ist. 

Soll  nun  die  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid  sein,  so  muss  in 
(F)  die  Summe  der  Coefficienten 

=  ^^  _  {1  +  «  _  i)„  +  c  w^  +  -iü  +  « 

=  [«-4(l  +  «-6)?+^[2ci«-}-ip~-^{]+«-ör-^  +  .. 

die  Summe  zweier  Quadrate  ausmachen  (§.  110),  also  c  positiv  und 


sein.     Auch  giebt  die  hieraus  iliessende  Täedingung, 

4">(1 +<>-*)■, 

noch  au  erkennen,  dass  der  Kegelschnitt  K  dann  eine  Ellipse  ist,  — 

Man   denke  sich  n\in  ein  zweites  elliptisches  Pai-aboloid,      Der 

Schnitt  desselben  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene,  im  Allgemeinen 

eine  Elhpse,   heisse  K',   und  werde   mit   der  vorigen  Elhpse  K,   als 
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einei  affinen  Curve,  in  Vergleichung  gebracht.  Zu  dem  Ende  nehme 
man  in  K'  einen  beliebigen  Punct  j4',  den  man  dem  Puncte  A  in 
K  entsprechend  setze;  man  bestimme  ferner  in  K'  einen  anderen 
Punct  B'  so,  dass  die  Ellipsenfläche  K'  von  der  Sehne  AlB'  in  dem- 
selben Verhältniss,  als  die  Ellipeenfläche  K  von  der  Sehne  AB  ge- 
theilt  wild;  so  ist  B'  der  dem  B  entsprechende  Pimct.  Auf  gleiche 
Art  wird  auch  der  Punct  C  gefunden,  welcher  dem  Q  entspricht, 
nur  dass  C"  in  dem  grösseren  oder  kleineren  der  zwei  durch  die 
Sehne  AB'  entstehenden  Segmente  genommen  weiden  muse,  nach- 
dem das  eine  oder  das  andere  bei  C  hinsichtlich  der  Sehne  AB  der 
FaU  ist*).  Weil  also  A,  _B,  C  und  Ä,  B' ,  C  in  den  affinen  Cnrven 
K  und  K"  sich  entsprechende  Puncte  sind,  so  wird  man  aus  dem 
Ausdi'ucke  von  K  sogleich  den  von  K'  erhalten,  wenn  man  nur  die 
Fundamentalpiincte  A  mit  A' ,  etc.  vertauscht,  also: 

[K')  a{l~ii)A'+bi>B'-{\~v)vC', 

wo  «  und  b  dieselben  Werthe  wie  in  (K)  haben. 

Man  lege  endlich  an  das  zweite  Paiaboloid  in  A',  B' ,  C  drei 
beriihi'ende  Ebenen,  welche  sich  in  Z>'  schneiden,  so  ist  nach  dem 
vorhin  Erwiesenen: 

{¥')   a[X  —  v)  Ä+  bDB'+  {v^  +  ew^  —  v)  C'+  wD' 
der  Ausdriick    der  Fläche,    wo,    wegen    der  Natur    des    elliptischen 
Paraboloids,  0  positiv  sein  und  eben  so  wie  in  [F]  von  a  und  h  ab- 
hängen muss. 

Setzt  man  also  noch  D'  dem  Z>  entsprechend,  so  sind  in  dieser 
Beziehung  die  beiden  Flächen  einander  affin,  Da  nun  hierbei  zivei 
sich  entsprechende  Raumtheile  die  durch  die  Ebenen  der  Ellipsen 
K  und  K'  abgeschnittenen  paraboloidischen  Segmente  sind,  jedes 
dieser  Segmente  aber,  wegen  der  durch  Nichts  bestimmten  Lage  der 
Ebenen,  von  jeder  beliebigen  Grösse  sein  kann,  so  lässt  sich  auch 
hier  das  constante  Verhältniss  je  zwei  sich  entsprechender  Uaum- 
theile  nach  Willkür  annehmen. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  das  Segment  über  der 
Ellipsenfläche  Jfzu  dem  vorhin  gedachten  Kegel,  dessen  Basis  eben- 
falls K  und  dessen  Spitze  D  war,  in  einem  constanten  Verhältnisse 
steht.  Ist  das  Paraboloid  eine  dui-ch  Umdrehung  erzeugte  Fläche, 
und  die  Ebene  von  K  senkrecht   auf  der  Umdrehungsase ,    so  ist  K 


*]  Beigehends  ■werde  bemerkt,  dies  hiernach  lolgende  Autgibe  z  1  losen  mog 
h  aein  muas:  Bie  drei  Segmente  Uhei  den  Setten  ettiea  W!  eine  Mhpse  beschriebe 
1  Itreieeks  sind  ihrem  Inhal  e  nach  gegeben  Hietaus  den  InliaU  dei  ganzen 
UpsB  z^t,  ßnden. 
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ein  Kreis,  und,  wie  man  alsdann  sehi'  leicht  durch  Integi-alrechnung 
findet,  beträgt  das  Segment  drei  Viertel  des  Kegels.  Dasselbe  Ver- 
hältniss  muss  daher  auch  in  jedem  anderen  Falle  stattfinden;  also 
überhaupt : 

Das  Segment  eines  elliptischen  Paraboloids  ist  drei  Vierteln  des 
Kegels  gleich,  welcher  mit  dem  Segmente  einerlei  Basis  hat,  und  dessen 
Spitze  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Ebenen  ist,  welche  das 
Paraholoid  in  der  Peripherie  des  Segments  berühren. 

Anmerkung  Die  Elemente  kriimmei  Flächen  theilen  'ich,  mit  Aus- 
nahme der  abwickelharen  m  zwei  grosse  Classen  Elemente  dei  einen  Cliase 
haben  mit  einer  daran  gelegten  BeröhrwiEisebene  nur  den  Btaührungspunct 
gemein;  Elemente  der  anderen  Classe  weiden  \on  der  Berühiunps ebene  m 
zwei  durch  den  Benihrungspunct  gehenden  Linien  KeaohnitteG  (§  107j  Jedes 
Flächen-Element  der  ersteren  Classe  iMrd  sich  als  das  Element  eines  eUip 
tischen,  und  jedes  Flächen  Element  der  letzteren  Classe  als  das  Element  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  betrachten  lassen  Die  einfachen  Eigen'Jchflften, 
welche  in  diesem  §  von  dem  elliptischen  und  in  5  17S  \on  dem  bjpeibolischen 
Paraholoid  bewiesen  worden  «md,  werden  daher  auf  unendhch  kleine  Theile 
auch  jeder  anderen  krummen  Flache  dei  einen  und  anderen  Classe  Anwen- 
dung leiden.     Ver(.l     lnmeikin„  au  ^    171 


Fünftes  Capitel. 

Die  Doppelscliiiittsverhältuisse. 


§.  180.  Ausser  den  bisher  erörterten  vier  Verwandtschaften 
zwischen  Figuren  soll  in  diesem  Abschnitte  die  Theorie  noch  einer 
fünften  Verwandtschaft  dargestellt  werden.  Zum  besseren  Verstäad- 
niss  derselben  halte  ich  es  aber  für  dienlich,  in  diesem  und  dem 
folgenden  Capitel  einige  Lehren  als  Vorbereitung  vorauszuschicken. 
Insbesondere  ivird  bei  der  fünften  Verwandtschaft  eine  eigene  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Die 
Eigenschaften  dieser  Verhältnisse  und  der  mit  denselben  anzu- 
stellende Algorithmus  werden  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  Capitels 
ausmachen,  das,  wie  ich  noch  bemerke,  auch  als  eine  für  sich  be- 
stehende Abhandlung  betrachtet  werden  kann,    indem    der   in    den 
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übrigen  Theil  dieser  Schrift  verwebte  barycentrische  Calcul  hier  ganz 
ausgeschlossen  bleibt. 

§.  181.  Unter  dem  Verhältnisse,  nach  welchem  eine  durch 
ihre  Grenzpnncte  A  nnd  B  bestimmte  gerade  Linie  AB  in  irgend 
einem  dritten,  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Grenzpnncte  liegenden 
Pnncte  C  geschnitten  wird,  verstehe  man  das  Verhältniss  zwischen 
dem  Theile  AC,  welcher  sich  von  dem  im  Ausdrucke  der  Linie 
zuerst  gesetzten  Pimcte  oder  dem  Anfangspuncte  A  bis  zum  Schneide- 
puncte  C  erstreckt,  und  dem  Theile  OB  vom  Schneidepuncte  C  bis 
zum  anderen  Grenzpuncte  oder  Endpuncte  B. 

Dieses  Verhältniss,  AC  ;  C'B,  kann  nach  der  veraehiedenen 
Lage  des  Sehneidepunctes  gegen  die  beiden  Grenzpuncte  alle  mög- 
lichen Werthe  haben. 

Liegt  C  Bwischen  A  und  JS,  ist  also 
AGB 
die  Aufeinanderfolge  der  Puncte,  so  ist  der  "Werth  des  Verhältnisses 
AO  :  CB,   den  ich  =;  c  setzen  will,  positiv,   und  zwar  desto  kleiner 
oder  grösser,    je  näher  C  dem  A  oder  B  liegt.     Ist   C  der  Mittel- 
punct  von  AB,   so  wird  c  =  1. 

Fällt  C  ausserhalb  A  und  B,  so  ist  c  negativ,  und  zwar,  wenn 
C  auf  tlie  Seite  von  A  fallt,  also  bei  der  Folge 

GAB: 

absolut  kleiner  als  1,  und  desto  kleiner,  je  näher  C  dem  A  liegt.  — 
Kommt  C  ausserhalb  AB  arrf  die  Seite  von  B  zu  liegen,   wird  also 

ABC 
die  Folge   der  Puncte,    so  wird  c  absolut  grösser  als   1,    und  desto 
grösser,  je  naher  C  dem  B  rückt. 

In  den  speciellen  Fällen  endlich,  wo  C  unendlich  entfernt  Hegt, 
«der  mit  A,  oder  mit  B  zusammenfällt,  wird  c  =  —  1,  oder  0,  oder  co. 

§.  182.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  (ratio  hissectionalü) 
ist  das  Verhältniss  zwischen  den  zwei  Verhältnissen,  nach  welchen 
eine  gerade  Linie,  in  Bezug  auf  zwei  in  ihr  liegende  Puncte,  als 
Orenzpuncte,   in  zwei  anderen  Funden  geschnitten  wi^-d.' 

Ist  also,  wie  vorhin,  A  der  Anfangspunct  der  Linie,  B  ihr  End- 
punct,  und  C  der  eine,  D  der  andere  Schneidepunct ,  so  ist  das 
Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen  AO  :  CB  und  AD  :  DB, 
oder 

AC     AD_ 
CB  ■  DB 
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das  Doppelschnittsverhältniss,  nach  welchem  AB   in  O  und  D  ge- 
schnitten wird. 

Man  setze  die  Verhältnisse  AC  :  CB  =  c,  AB  :  DB  =  d,  nnd 
das  Doppelschnittsverhältniss  c  :  d  =  J.  Liegen  nun  C  und  D  zu- 
gleich zwischen  A  nnd  B,  so  sind  (voriger  §.)  c  nnd  d  positiv,  \md 
c<Cd  oder  c'^d,  nachdem  C  oder  D  der  dem  A  nähere  Punct  ist; 
folglich  i^  positiv  und  im  eisteren  Falle,  also  bei  der  Folge  ACDB, 
kleiner  als  1;  im  letzteren  Falle,  also  bei  der  Folge  AVCB,  grösser 
als  1. 

Verfährt  man  auf  ähnliche  Weise  auch  bei  den  übrigen  Lagen 
der  Puncte  O  und  U  gegen  A  und  B,  so  ergiebt  sich,  dass  i^  über- 
haupt positiv  ist,   wenn  C  nnd  1)  entweder  zugleich  innerhalb  oder: 
zugleich  ausserhalb  A  und  B  liegen,    also  bei  den  acht  Folgen: 
ACDB,     CABD,     DCAB,     ABDC\ 
ADBC,     DABO,     CDAB,     ABCD, 
und  zwar  bei  den  vier  ersteren  kleiner  als  !,    bei  den  vier  letzteren 
grösser  als  1. 

Dagegen  ist  ^  negativ,  wenn  von  den  Puncten  G  und  J)  der- 
eine innerhalb  und  der  andere  ausserhalb  A  nnd  B  fällt,  also  bei 
den  vier  Lagen: 

ACBD,     DACB,     ADBC,     CADB. 

Fallen  C  und  JD  zusammen,  oder  liegen  beide  unendhch  ent- 
fernt, so  ist  i/  =  1 ;  fällt  C  mit  A,  oder  D  mit  B  zusammen,  so  ist 
J  =  0\  und  wenn  C  mit  B  oder  D  mit  A  zusammenfällt,  ^  =  oo. 

TJebrigens  begreift  man  leicht,  dass,  wenn  von  den  vier  Puncten 
irgend  drei  gegeben  sind,  mit  dem  Werthe  des  Doppelschnitts  Ver- 
hältnisses immer  auch  der  vierte  gefunden  werden  kann. 

§.  183.  Der  Küi-ze  willen  soU  von  jetzt  an  ein  zwischen  vier 
Piincten  sich  bildendes  Doppelschnittsverhältniss  dadurch  ausgedi-ückt 
werden,  dass  man  die  Buchstaben  für  den  Anfangspnnct,  für  den. 
Endpunct  und  für  den  ersten  nnd  zweiten  Schneidepunct  in  der 
genannten  Folge  neben  einander  stellt,  sie  durch  Commata  unter- 
scheidet und  hieraiif  mit  Haken  einschliessC. 
Statt 

AC     AD 
CB  ■  DB 


wird  daher  inskilnftigi 


{A,  B,  C,  D), 
BA  _  BC 

AD  '  cfy 
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wo  B  und  D  die  Grenzpuncte,    A  und  G  die  Schncidepuncte   sind, 
(B,  D,  A,   C),  etc.  geschrieben  werden. 

"Will  man  umgekehrt  das  Doppelschnittsverhältniss  (C,  A,  B,  D) 
&ai  gewöhnliche  Weise  ausdi^ücken.  so  bilde  man  zuerst  aus  den 
zwei  ersten  Buchstaben,    C  und  A,  die  Form: 

C_ C 

A  ■  Ä' 

und  ergänze  hierauf  das  erste  Glied  durch  den  dritten  Buehstjtben  B, 
und  das  zweite  dui-ch  den  vierten  D;   und  man,  erhält: 
OB      CT) 
BA  ■  da' 

§.  184.  Da  sich  vier  Buchstaben,  A,  B,  C,  D,  auf  24erlei 
Weise  unter  einander  versetzen  lassen,  so  entsteht  zunächst  die 
Frage,  ob  und  in  welchem  Zusammenhange  die  diesen  24  Permu- 
tationen entsprechenden  Doppelschnitts  Verhältnisse  unter  einander 
stehen,  vorausgesetzt,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Puncte 
A,  B,  C,  D  unverändert  bleibt. 

Offenbar  ist: 

^_5     :^  —  ^     BC  _  CA      CB  ^DB      DA 
OB  '   DB~  DA'   CA^  AD  '  BD  "~  BC  '   AG' 
lind  daher: 

I)    {A,  B,  C,  D)  =  [B,  A,  D,  G)  =  (C,  D,  A,  B)  =  [D,  C,  B,  A). 

Auf  dieselbe  Weise  sind  auch  von  den  20  übiigen  Doppel- 
schnittsverhältnissen je  vier  einander  gleich,  welche  eben  so,  wie 
die  vier  ersteren,  der  Reihe  nach  A,  B,  C,  D  zu  ihren  Anfangs- 
buchstaben haben.  Es  bleibt  uns  daher  nur  iibiig,  die  Relationen 
zwischen  den  Doppelschnitts  Verhältnissen  aufzusuchen,  welche  mit 
einem  und  demselben  Buchstaben,  z.  B,  mit  A,  anfangen,  und  deren 
es  6  giebt. 


Kui 


lAC     AD\  lAD     AC\ 
[gB     DBI\DB  '   CB) 


11)  (A,  B,  C,  D]  [A,  B,D,G)  =  1, 

und  eben  so 

{A,  G,  D,  B)  [A,  C,  B,  />)-=!, 
{A,  D,  B,  C)  [A,  D,  G,  _B)  =  1 . 
Man  hat  ferner,  AB  ^  b,  AC  ^=  c,  AD  ^=  d  gesetzt,  die  iden- 
tische Gleichimg: 

b{d—c)  +  c{b  —  rf)  -i-  dic^h)  =  0, 
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und  mithin, 

iveil 

A,  B 

,   C,  D  i 

a  einer  Geraden  li 

d~c=  CD 

,  etc. 

ist: 

AB 

.  C'D  +  AO.  DB  +  Ali  .  BC  = 

(Vergl.  Note  in  §.  166.) 
Man  dividire  diese 

Gleichung  dun 

3h  AD  .  CB, 

AC 
AD 

.DB 

AB  . 

AD  . 

CB~^' 

wofür  man  auch  i 

;chreiben  kann: 

d.  i. 

III) 
und  ebon  so 

IAO 
\CB^ 

db)^ 

iAB 

\bc 

■  ÜOl         ' 

[A,  if, 

C,  D)  -i-  [A,  C,  B,  D]  =  1, 

{A,  C,  D,  B)  +  [A  D,  O,  B)  =  \, 

[A,  D,  B,  C)  +  [A,  B,  D,  C)  =  1. 
Durch  die   Gleicliungeii  II}   und  HE)    sind  aber  die  Helationen 
zwischen   je  zweien    der    sechs   mit  A  anfangenden  Doppelschnitts- 
Verhältnisse  hestimmt.     Setzt  man  nämlich; 

1)  [A,  B,  C,  D)  =  a, 
80  wird  nach  II): 

2)  {Ä,B,D,C)  =  ~, 
und  hieraus  nach  III} : 

3}  [A,  n,  B,  O)  =  "^  , 

und  hieraus  nach  II): 

4)  (A,  D,  C,B}^^^, 

und  hieraus  nach  III): 

5}  [A,  0,  D,  B)  =  r-i-- , 

und  hieraus  nach  II): 

6)  [A,  C,B,  D)  =  l  —  a, 

welches  letztere  auch  aus  1}  nach  III)  folgt, 

jMit  Hinzufügung  der  durch  1}  bestimmten  und  den  Werth  nicht 
ändernden  Versetzungen  kann  man  nun  auch  jedes  der  übrigen  nicht 
mit  A  anfangenden  Doppclschnitts Verhältnisse  durch  a  ausdi-ücken 
und  somit  die  Relation  zwischen  irgend  zweien  derselben  angeben. 
Vm  das  Auffinden  der  Relation  zwischen  irgend  zweien  der 
24  Doppelschnittsverhältnisse,  welche  sich  aus  4  Puncten  in  einer 
Geraden  bilden  lassen,  möglichst  leicht  zu  machen,  setze  ich  folgende 
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Tafel  her,  wo  die  vier  Piincte  durch  die  vier  Ziffern  1,  2,  3,  4  be- 
zeichnet, und  die  24  Permutationen  dieser  vier  Elemente,  in  ai-itli- 
metischer  Ordnung  sich  folgend,  in  Werthen  der  ersten, 


(1,2,3,4)  =  -^, 

aiisge drückt  sind. 

P.1.2,4)  =  jA_ 

(1,  2,3,4)  =  -|- 

(1,  2,  4,  3)  =  — ^ 

(3,  1,  4,  2)  =  ^^ 

(l,3,2,4)  =  t-=if 

(3,2,1,4)  =  ;^ 

(1,  3,  4,  2)  =  jA_ 

(3,  2,  4,  1)  =  ^- 

(1,4,2,3)        '-'• 

(3,4,1,2)  =  ^ 

('.".3- 2)  =  ^ 

(3,  4,  2,  1)  =  —- 

(2,  1,  3,  4)  =  — ^ 

(4,1,2,3)-^:^^ 

(2,  1,  4,  3)  =  -^ 

(4,  1,  3,  2)  =  i=^ 

(2,  3,  1,  4)  =  '-=^ 

(4.  2,  1,  3)  =  ^^ 

(2'  3.  4,  1)  =  ^ 

(4,2,3,1)  =  ^' 

(2,  4,  1,  3)  =  '^ 

(4,  3,  1,  2)            * 

(2,4,3,1)_j^^ 

(4,  3,  2,  I)  =  -^ 

SoU  nun  z.  B.  aus  dem  Wertlie  von  (B,  D,  O,  A)  der  Werth 
von  (A,  D,  B,  C)  gefunden  werden,  so  sehe  ich,  dass  der  Iste,  2te, 
3te,  4te  Buchstabe  der  letzteren  Coniplexion  der  4te,  2te,  Iste,  3t6 
der  ersteren  ist,  und  dass  daher, 

(B,  D,  C,  A)  =  ([,  2,3,  4)=-^ 
oder  a  gesetzt, 

M,  ü,  B,  C]  ="(4,  2,  1,  3)  =  -j-^   oder  -— "— 
wird. 
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Eelatioaeii  zwischen  DoppelsclinittsYerhältnissen 

liei  einem  Systeme  von  mehr  als  vier  Puncten  in  einer 

geraden  Linie. 

§.  185.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  D,  E  fünf  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte,  so  ist: 

I)       (A,  B,  C,  D]  {A,  B,  Ö,  B)  [A,  B,  B,  0)  =  1. 
Beweis.     Man  braucht  nur  diese  Doppelschnitts  Verhältnisse  in 
die  gewöhnliche  Schreibart  zu  übersetzen: 

IAO     An\lAI)     ABU  AB     AC\  _  . 
[ob  ■  nBJ\DB  ■  EB)\'BB  '   OBJ^    ' 
um  sich  von  der  ßichtigkoit  der  Formel  zu  überzeugen. 
Zusatz.     Weil 

{A,  B,  E,  C)  [A,  B,  C,  E)  =  1, 
{§.  184,11),  so  lässt  sich  statt  I)  auch  schreiben: 

II)     [A,  B,  C,  D]  [A,  B,  D,  E)  =  {A,  B,  C,  E), 
oder 

m)    {A,  B,  C\  E)  :  [A,  i?,  C,  D)  =  [A,  B,  D,  E). 

§.  186.  Die  eben  aufgestellten  Formeln  lehren,  wie  man  aus 
zwei  Doppel a chnittsve rhältniss en ,  welche  drei  Puncte  gemein  haben, 
und  in  welchen  daher  nur  fünf  verschiedene  Puncte  vorkommen, 
den  einen  jener  gemeinschaftlichen  Puncte  eliminiren,  d.  h,  das  aus 
den  vier  übrigen  Puncten  bestehende  Doppelachnittsverhältnisa  finden 
kann.  Sind  daher  drei  Doppelschnittsverhältnisse,  von  denen  jedes 
mit  dem  anderen  dieselben  drei  Puncte  gemein  hat,  gegeben,  so 
wird  man  aus  ihnen  zwei  dieser  Puncte  eliminiren  können. 

In  der  That,  seien  die  di-ei  Doppelschnittsverhältnisse: 
{A,  B,  C,  D)  =  d,     [A,  B,  C,  E)  =  e,     {A,  B,  C,  F)  =/, 
welche  die  drei  Puncte  A,  B,   C  gemeinschaftlich  enthalten,    und 
von  denen  C  und  B  weggeschafi't  werden  sollen.    —    Zuerst  kommt 
nach  Elimination  von  C: 

(A,  B,  D,  E)  =  -^■,     {A,  B,E,F)  =  ^, 

z^vei  Doppelschnittsverhältnisse  mit  den  gemeinschaftlichen  Puncten 
A,  B,  E.  Um  aus  ihnen  B  eliminiren  zu  können,  so  hat  man 
nach  §.  184: 

(J,  E,  B,  D]  =  ^..=1.^,    [A,  B,  B,  F)  ==  tzzi ^ 
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{A,   E:    D:F)=    - 


Sind  endlich  vier  Dopp  eis  cliiiitts  Verhältnis  sc  mit  denselhen  drei 
gern  eins  chaftlich  eil  Puncten  A,  B,   G  gegehen; 

{Ä,  B,  C,  D)  =  d,     [A.  B,  C,  E)  =  e,     {A,  B,  C,  F)  =/, 
{A,  B,  O,  G)  =  g, 
so  kann  man   daraus   diese  drei  Puncte  sämmtHch   elimiiiiren ,    und 
somit  das  Doppelschnittsverliältniss  zwischen  den  vier  ührigen  Puncten 
D,   E,  F,    G   finden.     Denn  .so  wie    aus    den    drei  ersten  Doppel- 
schnittsverhältnissen ; 

(A,  E,  D,  F)  =  ^^ 

folgt,    eben   so    ergiebt   sich   durch   Verbindung  des    ersten,    zweiten 
und  vierten: 


(A,  E,  D,  G)  = 


und  hieraus 


-d' 


[D.  E,  A.  F)  =  -, — =^,    (Z),  E,  A,  G)  =  -, — ^, 

mitliin 

[D,  E,  F,  (?)  =  ^^^  :  ^^. 
d~(/     d—f 

§.  187.  Lehrsatz,  Wenn  hei  einem  Systeme  von  n  Puncten 
in  eine)-  geraden  Linie,  von  den  dadurch  sich  bildenden  DoppelschniUs- 
'eerkältmssen  irgend  n  —  3  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so 
lassen  sich  daraus  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Heissen  die  n  Puncte  des  Systems:  A,  B,  0,  T>,  ... 
Man  setze  die  Doppelschuittsverhältnisse ,  in  deren  jedem  die  3  Puncte 
A,  B,  C  zugleich  vorkommen,  und  deren  Anzahl  folglich  =  k  —  3  ist: 

{A,  B,  C,  D]  =  ä,  [A,  B,  C,  E)  =  e,  (A,  B,  G,  F)  =/,  etc. 
Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  hieraus  durch  successive 
Elimination  von  A,  B  und  C  alle  übrigen  zwischen  den  Puncten 
des  Systems  entstehenden  Doppelschnittsverhältnisse ,  also  auch  die 
n  —  3  gegebenen  und  das  [n  —  2)  te  gesuchte  in  Werthen  der  n  —  3 
Gb'össen  d,  e,  f,  ...  ausdrücken,  und  folglich,  wenn  man  aus  diesen 
n  —  2  Gleichungen  die  Grössen  d,  e,  f,  ...  eliniinirt,  das  (n — 2)te 
als  Function  der  n  —  3  gegebenen  Doppelschnitts  Verhältnisse  dar- 
stellen. 


y  Google 


Cap,  5.    Doppelschnittsverhältnisse. 


BoppelscImittsTerMltnisse  bei  einem  Systeme  gerader 
Linien  in  einer  Ebene. 


§.  188.     Lehrsatz.    "Wenn  di-ei  gerade  Linien  in  einer  Ebene, 
BP,  MO,   NQ  (Fig.  42)    sicli    in    einem    und    demselben   Pnncte  E 


schneiden,  und  von  ilmen  zwei  andere  Gerade,  deren  Durctischnitt 
A  ist,  resp.  in  den  Pnncten  B,  M,  N  und  P,  C,  Q  getroifen  werden, 
äo  ist: 

(Ä,  B,  M,  N)  =  [A,  P,  C,  Q). 
Beweis.     Es  verhält  sich: 


mithin 

weil 

etc. ;  ferner 

folglich 

und  eben  s 

folglich 

d.  i. 


am:  :  BM=^  ACM  :  BC'M=  AMB  :  BME, 

=  ACE  :  BCE, 

ACM+AME=  ACE, 

AC  :  PC^ACE  :  POE, 


AM     AC  _  POE  _  FE 
BM'  PO^  BCE^  BE' 


AN     AQ 
BN ■ PQ ° 


PE 
BE' 


AM     AN^AO     AQ 
MB     NB  ~  er     QP' 

(A,  B,  M,  N)  =  [A,  P,  C,  Q). 


y  Google 


228  Der  barycentrische  Calcul.     Abschnitt  II.  §.  189. 

§.  189.  Zusatz.  Man  lege  durch  E  noch  eine  vierte  Gerade 
RS,  welche  die  AB  und  AG  resp.  in  R  und  S  schneide,  so  ist 
auf  gleiche  Art: 

{A,  B,  M,  li)  =  {A,  F,  C,  S). 

Da    nun    die  Gleichheit  zweier  Doppelachnittsverhältnisse ,    wie 

aus  §,  184  erhellet,  sich  nicht  ändert,   wenn  man  in  beiden  die  vier 

Buchstaben  auf  einerlei  Weise  versetzt,  so  kann  man  auch  schreiben : 

(B,  M,N,A)  =  iP,  C,  Q,A), 

[B,  M,  A,  li)  =  (P,  C,  A,  S). 

Multiplicirt  man  diese  zwei  Gleichungen  in  einander,  so  kommt 
{§.  185,11): 

2)  [B,  M,N,R)  =  [P,  C,  Q,  S), 

■welches  folgenden  noch  allgemeineren  Satz  giebt: 

IVenn  man  von  zwei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  die  Funde 
der  einen  den  Puncten  der  anderen  solchergestalt  entsprechen  lässt, 
dass  die  Geraden,  welche  Je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verbinden, 
sich  m  einem  gemeinschaftlichen  Puncte  schneiden,  so  ist  Jedes  Doppel- 
sehnittsverhiütniss  der  einen  Ltme  dem  von  den  entspt  echenden  Puncten 
in  der  anderen  Linie  gebildeten  Doppelschnift»ve}haltmsse  gleich;  oder: 

Von  vier  sich  in  einem  Punrte  schneidenden  und  m  einer  Ebene 
liegenden  Geraden  wird  Jede  andete  Gerade  dei  Ebene  nach  einem  und 
demselben  Doppelschnittsveihaltnisse  geschmtten 

§.  190.  Wenn  in  der  bisher  angewendeten  Bezeichnungsart 
eines  Doppelschnittaverhaltni'.&es  duith  Neb enemandei Stellung  der 
die  vier  Puncte  ausdrückenden  Buchstaben,  statt  zweier  derselben 
die  Ausdrücke  von  Linien  gesetzt  sind,  so  sollen  unter  diesen  Linien 
die  Puncte  verstanden  werden,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei 
anderen  Puncte  des  Doppelschnittsverhältnisses  von  diesen  Linien 
geschnitten  wird. 

So  wird  also  der  Ausdruck  [A,  B,  C'E,  DE)  das  Doppel schnitts- 
verhältniss  vorstellen,  dessen  vier  Puncte  die  Puncte  A  und  B  und 
die  Durchschnitte  von  AB  mit  CE  und  HE  sind.  Auf  gleiche  Art 
werden  in  dem  Ausdrucke  {A,  BE,  C,  DE)  durch  BD  und  DP! 
die  Puncte  angedeutet,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei  einzeln 
gesetzten  Puncte  A  und  0  von  den  Geraden  BE  und  DE  ge- 
schnitten wird. 

Vergleicht  man  damit  die  42.  Pigur,  wo  D  ein  in  der  Geraden 
NQ  willkürlich  genommener  Punct  ist,  so  erhellet,  dass  ersterer 
Ausdruck  einerlei  mit  {A,  B,  M,  N),  und  letaterer  einerlei  mit 
{A,  P,   C,  Gl)  ist,  dass  mau  folglich  statt  \)  setzen  kann: 
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{A,  B,  CE,  DE)  =  (A,  BE,  C,  DE), 
eine  Formel,  welche  immer  gelten  muss,  wie  auch  die  fünf  Puncte 
A,  ...,  S  in  der  Ebene  liegen  mögen.  Denn  man  sieht  leicht,  dass 
diese  fünf  Puncte  in  der  Figur  von  einander  ganz  unabhängig  sind. 
Ueberhaiipt  leuchtet  ein,  dass,  wenn  A,  ...,  E  beliebige  fünf 
Puncte  einer  Ebene  bezeichnen,  allo  sechs  DoppelschnittSTerhältnisse, 
welche  entstehen,  wenn  man  in  der  Form  (A,  B,  C,  D)  zu  irgend 
zweien  der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  den  fünften  E  hin- 
zufügt ■ 

{A,  B,  CE,  DE],     {A,  BE,  C,  DE],     {A,  BE,  CE,  D], 
{AE,  B,  C,  DE),    [AE,  B,  CE,  D),     {AE,  BE,  C,  D) 
einander  gleich  sein  müssen.     Denn   es  sind  die  Doppelschnitts  Ver- 
hältnisse,   in   denen  der  ßeihe    nach    von  den  sechs  Geraden  AB, 
AG,  AD,  BC,   BD,   CD,  jede   derselben  von  den  vier  sich  in  E 
treffenden  Geraden  AE,  BE,   CE,  DE  geschnitten  wird. 

§.  191.  Seien  wiederum  A,  B,  C,  D,  E  fünf  beliebige  Puncte 
in  einer  Ebene,  und  heissen  die  Puncte,  in  welchen  die  Gerade  AB 
von  den  Geraden  DE,  EG,  CD  geschnitten  wird,  resp.  C",  D',  E' : 
so  sind  A,  B,  C ,  D' ,  E'  fünf  in  einer  Geraden  liegende  Puncte, 
und  man  hat  nach  §.  185: 

[A,  B,  C,  D')  [A,  B,  ly,  E')  =  [A,  B,  C ,  E'], 

oder,    mit  Anwendung  der  im  vorigen  §.  erörterten  Bezeichnungsart: 

{A,  B,  DE,  GE)  {A,  B,  GE,  CD]  =  (A,  B,  DE,  CD). 

Von  diesen  drei  Dopp eis chnitts Verhältnissen  ist  in  dem  ersten  E, 
in  dem  zweiten  C  und  in  dem  dritten  D  der  hinzugefügte  Bucli- 
stabe.  Da  nun  vermöge  des  zuletzt  Ei-wiesenen  der  Werth  eines 
solchergestalt  ausgedrückten  Doppelschnitts  Verhältnisses  bei  jeder  Orts- 
veränderung des  hinzugefügten  Buchstaben  immer  derselbe  bleibt, 
so  wird  auch  sein: 

{AE,  B,  DE,  C)  {A,  BG,  E,  CD)  =  {A,  B,  DE,  CD), 
eine    Relation,    die    sich    noch    einfacher    auf  folgende  Weise    dar- 
stellen lässt. 

Man  verbinde  die  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D,  E  in  der  genannten 
Ordnung  jeden  mit  dem  nächstfolgenden  und  den  letzten  mit  dem 
ersten  durch  gerade  Linien,  so  erhält  man  ein  System  von  fünf  von 
einander  unabhängigen  Geraden  in  einer  Ebene: 

CD,  DE,  EA,  AB,  BC, 
welche  man  mit 

ß,        b,        c,       d,        e 
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benenne.  Alsdann  sind  die  vier  Puncte  des  Doppelschnittsvei'hält- 
nisse^  {AE,  B,  DE,  C)  diejenigen,  in  ^velchen  die  Gerade  BO  der 
Reihe  nach  von  den  Geraden  AE,  AB,  DE,  CD,  d.  i.  e  von  c,  d,  b,  a 
geschnitten  wird.  Werde  daher  dieses  Dopp eis ehnitts Verhältnis s  kurz 
durch 

'{»,  i.  i, «) 

vorgestellt,  so  daes  ausserhalb  der  Hakon  links  oben  die  Linie  e  ge- 
setzt wird,  in  welcher  die  das  Doppelschnitts  Verhältnis  a  bildenden 
vier  Puncte  enthalten  sind,  statt  der  vier  Puncte  selbst  aber  vier 
Linien  c,  ä,  b,  a  stehen,  welche  die  Linie  e  in  diesen  Puncten 
schneiden. 

Auf  die  nämliche  Art  ist  [A,  BC,  E,  CD)  das  Doppelschnitts- 
verhältniss,  nach  welchem  AE  von  AB,  BC,  DE  und  CD,  d.  i. 
c  von  d,  e,  5  und  «  geschnitten  wird,  und  kann  daher  passend  durch 
'^{d,  e,  b,  ä)  ausgedrückt  werden,  so  wie  endlich  {A,  B,  DE,  CD] 
durch  ^(ß,  e,  h,  a). 

Substituirt  man  nun  diese  Bezeichnungsarten  in  der  obigen 
Gleichung,  so  kommt: 

''{o,d,  b,a).  '(d,e,  b,a)  =  ^{o,e,  b,a), 
eine  Formel,  welche  lehrt,  wie  man  bei  einem  Systeme  von  fünf 
Geraden  [a,  b,  c,  d,  e)  in  einer  Ebene  aus  den  zwei  D  oppels  ehnitts - 
Verhältnissen,  nach  welchen  beliebige  zwei  dieser  Linien  [e  und  c) 
von  den  jedesmal  vier  übrigen  Linien  (c,  d,  b,  a  und  d,  e,  b,  a)  ge- 
schnitten werden,  das  Doppel  Schnitts  Verhältnis  s  finden  kann,  nach 
welchem  jede  der  anderen  drei  Linien  [z.  B.  d]  von  den  vier  übrigen 
(c,  e,  b,  a)  geschnitten  wird. 

Es  bedarf  keiner  Erörterung,  dass  auch  bei  diesen  Formen  der 
Doppelschnittsverhältnisse  die  obige  Lehre  von  der  Versetzung  der 
vier  Elemente  vollkommen  anwendbar  ist.  Man  kann  daher  auch 
schreiben  (§.  184,1): 

^{a,  b,  d,  c)  .'^{a,  i,  e,  d)  =  ^{a,  b,  e,  c); 
und,  wenn  man  statt  dieser  Doppelschnittsverhältnisse  die  reciproken 
setzt  (ebenda  II): 

^[a,  b,  c,  d)  .  ^a,  b,  d,  e)  =  '^[a,  b,  c,  e] 
oder 

''{a,  b,  d,  e)  .  ^{a,  b,  c,  e)  .  «(«,  b,  c,  d)  =  1, 
Formeln,  welche  sich  ihrem  Aeusseren  nach  von  den  Formeln  in 
§.  185  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  statt  der  dortigen  grossen 
Buchstaben,  hier  die  entsprechenden  kleinen  stehen,  und  der  m  jeder 
Complexion  von  den  fünfen  a,  b,  c,  d,  e  jedesmal  fehlende  Buch- 
stabe links  oben  beigefügt  ist. 
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Um  den  Satz,  dass  durch  die  Doppels chnittsverhältnisse  in  irgend 
zweien  der  fimf  Geraden  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  in  jeder  der 
drei  übr^en  gefunden  werden  können,  noch  durch  ein  Beispiel  zu 
erläutern,  so  seien  gegeben: 

''[b,c.d,,)=f,      t[a,c,d,,)  =  q, 
und  gesucht  werde 

^{d,  b,  c,  a)  =  X. 

Nach  dem  Vorigen  hat  man: 

"(c,  d,  b:  e]  .  ^{c,  d,  e,  a)  =  '{r,  d,  b,  a). 
Sodann  ist  (§.  184); 

<'{c,d,b,e)=^^^,     '>{ü,d,e,ü]=^-^, 


^c,  d,  b,  a)  -. 


1 


§.  192.  Lehrsatz.  Wenn  bei  einem  Systeme  n  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  von  den  Doppelsohnittsverhältnissen ,  welche  in  diesen 
Linien  von  den  gegenseitigen  Durchschnitten  derselben  gebildet  werden, 
irgend  2n  —  8  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so  lassen  sich 
daraus  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Heissen  die  n  Linien  des  Systemsi  a,  b,  c,  d,  ...,  und 
seien  anfänglich  alle  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  bekannt,  welche 
in  a  und  b  von  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  dieser  Linien  und 
den  Durchschnitten  mit  jeder  der  übrigen  gebildet  werden.  Nach 
dem  vorhergehenden  §,  lassen  sich  hieraus  alle  Doppelschnitte  Ver- 
hältnisse ableiten,  welche  in  einer  dritten  Linie  des  Systems,  z.  B. 
in  c,  zwischen  den  Durchschnitten  dieser  Linie  mit  a  und  b  und 
einer  vierten  und  einer  fünften,  also  überhaupt  mit  zweien  anderen, 
des  Systems  stattfinden;  und  hieraus  nach  §.  186  alle  übrigen  Doppel- 
schnittsverhältnisse  in  c,  und  auf  gleiche  Weise  die  Doppels chnitts- 
verhältnisse  in  jeder  der  übrigen  Linien. 

Da  nun  bei  einem  Systeme  von  n  Linien  in  jede  derselben  n —  1 
Durchechnittspuncte  fallen,  und  mithin  nach  §.  187  alle  Doppel- 
schnitts verhältniese  einer  solchen  Linie  durch  beliebige  {n  —  1)  —  3 
von    einander    unabhängige    gegeben    sind,    so    laesen    sich    alle   in 
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unserem  Systeme  vorkommenden  Doppelschnitts  Verhältnisse,  also  aiich 
die  2n — 8  gegebenen  und  ein  (2re  —  7]tes  gesuchtes,  als  Functionen 
von  n  —  4  in  a,  und  n  —  4  in  6  begriffenen,  von  einander  unab- 
hängigen Doppelschnitte  Verhältnissen  ausdrücken;  woraus  sich  dann, 
nach  Elimination  dieser  letzteren  2{n  —  4),  die  gesuchte  Gleichung 
zwischen  den  ei'steren  2  m  —  7  ergiebt, 

Znsatz.  Mit  diesem  Beweise  ist  zugleich  der  dem  §.  156  ana- 
loge Satz  dargethan; 

Bei  einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  sind  mit  den 
DoppehcJmittsverkältnissen  zweier  dieser  Linien  die  Doppelschnitisver- 
i  aller  iibHgen  Linien  gegeben. 


Doppelschnittsverliältnisse  bei  einem  Systeme  you  Ebcnf?ii. 

§.  193.  Mau  denke  sich  ein  System  von  n  Ebenen,  welche 
«,  ß^  y,  ^!  ■■•  heissen.  Jede  dieser  Ebenen,  wie  a,  wird  von  den 
n  —  1  übrigen  Ebenen  ß,  y,  ä,  ...  in  n —  1  Geraden  aß,  ay,  aö,  ... 
geschnitten,  wenn  wir  den  Dnrchschnjtt  zweier  Ebenen  durch  Zu- 
sammenstellui^  der  für  sie  gewählten  Buchstaben  bezeichnen.  Jede 
dieser  Geraden  aber,  wie  aß,  enthält  ein  System  von  n—l  Puncten, 
indem  sie  von  den  übrigen  n  —  2  Ebenen  j-,  ö,  ...  in  eben  so  viel 
Puncten  geschnitten  wird,  die  man  ähnhcherweise  durch  aßy,  aßd,  ... 
ausdi-ücken  kann.  Auch  lassen  sich  diese  n  —  2  Puncte  einer  Ge- 
raden aß  noch  ansehen  als  die  Durchschnitte  von  aß  mit  den  übr^en 
n  —  2  Geraden  ßy,  ß§,  ...  der  anderen  ß  der  zwei  Ebenen,  von 
welchen  aß  der  gemeiuBchaftliche  Durchschnitt  ist. 

Je  vier  solcher  n  —  2,  in  einer  Geraden  liegenden,  Puncte,  in 
einer  gewissen  Fo^e  genommen,  bestimmen  nun  den  Werth  eines 
Doppelschnitts  Verhältnisses,  weswegen  n  nicht  kleiner  als  6  sein  darf, 
wenn  von  Doppelschnittsverlniltnissen  bei  einem  Systeme  von  Ebenen 
die  Rede  sein  soll.  Die  gegenseit^en  Beziehungen  aber,  die  zwischen 
allen  solchergestalt  sich  bildenden  Doppelschnitts  Verhältnissen  statt- 
finden, lassen  sich  ohne  neue  Hülfsmittel  schon  aus  den,  bei  einem 
Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  gefundenen,  Belationen  Iier- 
leiten,  und  wir  können  sogleich  fönenden  allgemeinen  Sata  darthnn. 

§.  194,  Lehrsatz.  Wenn  hei  einem  Systeme  von  n  Ebenen  von 
den  Dopj>elschnittsverhäUnissen,  welche  in  den  Durchschnitten  je  zweier 
Ebenen  zvmclien  den  Durchschnittspuncten  derselben  mit  den  übrigen 
Ebenen  statt/inden,  irgend  ^n — 15  von  einander  unabhängige  gegeben 
sind,   so  lassen  sich  hieraus  alle  übrigen  ßnden. 
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Beweis.  Heissen  die  n  Ebenen  wiederum;  a,  ß,  y,  ö,  ...  Mhii 
fasse  zuerst  die  drei  Ebenen  a,  ß,  y  ins  Auge.  Ihre  gegenseitigen 
Dui-chschnitte  sind  die  drei  Geraden  aß,  cty,  ßy  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  aßy.  Nun  lassen  sich  nach  §.  192  aus  den 
Doppelschnitte  Verhältnissen  in  aß  und  ay,  als  in  zweien  Linien  der 
Ebene  a,  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  allen  übrigen  n  —  3  Linien 
dieser  Ebene,  also  auch  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  ad  finden, 
und  eben  so  aus  den  Doppelschnittsverhältniseen  in  aß  und  ßy  die 
Doppelschnittsverhältnisse  in  der,  gleichfalls  der  Ebene  ß  zuge- 
hörigen, Linie  ßd  ableiten.  Aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  in 
ad  und  ßd,  als  in  zweien  Linien  der  Ebene  d,  ergeben  sich  ferner 
die  Dopp eis chnitts Verhältnisse  der  Linie  i?e  in  derselben  Ebene;  und 
auf  die  nämliche  Art  die  Dopp  eis  chnitts  Verhältnisse  jeder  anderen 
Linie,  welche  in  keiner  der  drei  Ebenen  «,  ß,  y  liegt.  Jedes  in  dem 
Systeme  vorkommende  Doppelschnittsverhältniss  mnss  sich  folglich 
als  eine  Function  dei  m  den  di-ei  Linien  aß,  ay,  ßy  begriffenen 
Doppels  chnitts  veihaltnisse  darstellen  lassen.  Offenbar  aber  sind  die 
Doppelschnittsveihaltnisse  in  jeder  dieser  drei  Linien  von  denen  in 
den  jedesmal  zwei  andeien  ganz  unabhängig;  es  enthält  ferner  eine 
jede  dieser  Linien  n  —  2  Puncte  und  folglich  (§.  187)  n  —  5  von  ein- 
ander unabhängige  Dopp  eis  chnitts  Verhältnisse,  mithin  alle  drei  Linien 
^n — 15  solcher  Verhältnisse,  wovon  jedes  andere  Doppelschnitts- 
verhältniss des  Systems  abhängig  sein  muss.  Sind  aber  diese  Be- 
ziehungen in  Gleichungen  gebracht,  so  werden,  eben  so  wie  in  §.  187 
und  192,  auch  aus  ii^end  Zn  — 15  anderen  von  einander  unab- 
hängigen Doppels  chnitts  Verhältnissen  des  Systems  die  übrigen  ge- 
funden werden  können. 

Zusatz.  Weil  jede  Linie  des  Systems«  —  5,  und  folglich  irgend 
di'ei  derselben,  mögen  sie  sich,  wie  vorhin  aß,  ay,  ßy  in  einem 
Puncte,  oder  auch  gar  nicht  schneiden,  3w  — 15  von  einander  un- 
abhäng^e  Dopp  eis  chnitts  Verhältnisse  in  sich  fassen,  so  folgern  wir 
noch  analog  mit  §.  159: 

Bei  einem  Systeme  von  Ebenen  können  atis  den  Doppehchnittsver- 
hältnissen  irgend  dreien;  nicht  in  derselben  Ebene  enthaltener,  Durch- 
schnittsUnien  der  Ebenen  die  Doppelschnittsverhältnisse  aller  übrigen 
DurchschnittsUnien  geftmden  werden. 


§.  195.  Man  sieht  aus  dem  vorigen  §.,  wie  mittelst  der  für  ein 
System  gerader  Linien  in  einer  Ebene  in  §.  191  aufgestellten  Formel 
alle,  auch  bei  einem  Systeme  von  Ebenen  vorkommenden,  Be- 
ziehungen zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  ausfindig  gemacht 
werden  können.     Es  lässt  sich  aber  zu  dieser  Absicht  der  gedachten 
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Formel  eine  noch  schicklichere,  die  Uebersicht  der  Rechnung  mehr 
erleichternde,  Gestalt  geben. 

Seien  a,  ß,  y,  Ö,  e,  K  beliebige  sechs  Ebenen.  Die  Durchschnitte 
der  Ebene  ^  mit  den  fünf  übrigen  werden,  wie  vorhin,  durch  «t, 
ßt}  yCy  ^Ci  ^C  bezeichnet.  Da  diese  fünf  Durchschnitte  eben  so 
viel  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind,  so  ist  (§.  191),  wenn  man 
sie  der  Kürze  willen  resp.  a,  b,  c,  d,  e  nennt: 

^(«,  6,  c,  d)  .  '^{a,  b,  d,  e)  =  ''[ß,  b,  c,  e}. 

Nun  begreift  das  erste  dieser  drei  Doppelschnittsverhältnisse, 
^{a,  b,  c,  d),  die  vier  Puncto  der  Geraden  e  oder  «C,  in  welchen  die- 
selbe von  den  vier  Geraden  a,  b,  c,  d  oder  at,  ^t,  yt,  d^,  und  mit- 
hin auch  von  den  vier,  diese  Geraden  enthaltenden.  Ebenen  a,  ß,  y,  Ö 
geschnitten  wird.  Es  lägst  sich  hiernach  jenes  Doppelsclinittsver- 
hältniss  dem  Vorigen  analog  durch 

•f  (",  ß,  r. «) 

ausdrücken.  Eben  so  besteht  "^{a,  b,  d,  e)  aus  den  vier  Puncten,  in 
welchen  die  Gerade  y'C  von  den  Ebenen  a,  ß,  ö,  8  geschnitten  wird, 
und  werde  daher  ausgedrückt  durch  ^^(a,  ß,  ö,  e],  so  vde  ^{a,  b,  c,  e) 
durch  ^^{a,  ß,  y,  i). 

SubstituJren  wir  diese  Ausdrücke  in  der  obigen  Formel,  so 
wird  sie: 

'f  (a,  ß,  y,  d]  .  r^a,  ß,  Ö,  f)  =  ^^(a,  ß,  y,  i), 
eine  Formel,  die  mit  der  in  §.  191  ihrem  Wesen  nach  ganz  identisch 
ist,   und  mcksichtlich  ihres  Aeusseren  sich  nur  dadurch  von  jener 
unterscheidet,   dass   dem  jedesmal  links  oben  stehenden  Uuchstaben 
ein  neuer,  t,  beigefügt  ist. 

§.  196.  Zusätze,  a)  So  wie  von  vier  in  einer  Ebene  ent- 
haltenen und  sich  in  einem  Puncto  schneidenden  Geraden  jede  an- 
dere Gerade  der  Ebene  nach  demselben  Doppelschnittsverhältnisse 
geschnitten  wurde  (§.  189),  so  gilt  auch  von  vier  Ebenen  im  Räume 
der  Satz: 

Vier  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  d&i-selben  Geraden  schneiden, 
theilen  Jede  andere  Gerade  nach  einem  und  demselben  Doppelschnitts- 
verhältnisse. 

Denn  heissen  die  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  d,  und  ihre  gemeinschaft- 
liche Durch schnittsUnie  e.     Werden  ferner  von  diesen  Ebenen  zwei 
beliebig  gezogene  Gerade  f  und  f,   die  eine  y  in  A,  B,   C,  D,   die 
andere  f  in  A',  B',  C",  D'  resp.  geschnitten.     Dass  nrrn  dabei 
{A,B,  O,  D)  =  {A',B',  C,  D-), 
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fliesst  in  dem  Falle,  ivo  f  und  f  in  einer  Ebene  liegen,  unmittelbar 
aus  §.  189,  weil  alsdann  die  vier  Geraden  AJ!,  BB',  CC,  BD'  sich 
in  einem  Puncte,  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  e, 
schneiden. 

Sind  aber/  und/'  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  lege  man 
durch  jede  derselben  eine  Ebene  nach  Belieben.  Der  Drrrchschnitt 
dieser  zwei  Ebenen,  welcher  f"  heisse,  werde  von  den  Ebenen  a,  ß, 
y,  ö  in  den  Pnncten  A",  B",  C",  D"  geschnitten,  so  ist  vermöge  des 
vorigen  Falls,  weil/"  mit/  in  einer  Ebene  liegt: 

[A',B',...)  =  {A,B,...), 
und  weil  /"  mit  f  in  einer  Ebene  ist : 

{A-,B",  ...)  =  {A',B',  ,,.); 
also  wiederiim: 

{A,B,...)  =  {Ä';ß',...]. 

b)  Sind  in  dem  Äusdi-ucke  eines  Doppelschnitts  Verhältnisses  statt 
zweier  der  vier  Puncte  zwei  Ebenen  geset^it,  und  versteht  man  unter 
diesen  Ebenen  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebenen  von  der  Geraden, 
welche  die  zwei  übrigen  Puncte  im  Ausdrucke  verbindet,  geschnitten 
werden,  so  lässt  sich  mittelst  des  eben  erwiesenen  Satzes,  ähnlicher- 
weise, wie  in  §.  190,  darthun,  dass,  wenn  A,  ...,  i^  beliebige  sechs 
Puncte  im  Eaume  sind,  und  man  in  der  Form  [A,  B,  C,  D)  zu  zweien 
der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  das  Buchstabenpaar  BF  hin- 
zufügt, sämmtliche  sechs  auf  diese  Art  entstehenden  Doppelschnitte- 
verhältnisse : 

[A,  B,  CEF,  DBF),      {A,  BEF,  C,  DBF), 
(A,  BEF,  CEF,  D), 
etc.  gleiche  Werthe  haben.  —  Denn  es  sind   die  Doppelschnifcts Ver- 
hältnisse,   in   denen  der  Eeihe   nach  die  sechs   Geraden  AB,   AC, 
AD,  ...  von  den  vier  Ebenen  AEF,  BEF,   CEF,  DBF,   welche 
sich  gemeinschaftlich  in  EF  schneiden,  getheilt  werden. 

§,  197.  Es  soll  nun  noch  die  Anwendrrng  der  in  §.  195  ge- 
gebenen Formel  auf  die  Lösung  der  Aufgaben,  welche  zufolge  des 
Lehrsatzes  §.  194  gebildet  werden  können,  in  einem  einfachen  Bei- 
spiele gezeigt  werden. 

Aufgabe,  Bei  sechs  Ebenen  a,  ß,  /,  S,  e,  'C  wird  der  Durch- 
schnitt je  zweier  von  den  vier  übrigen  in  vier  Puncten  geschnitten, 
und  somit  in  dem  Durchschnitte  je  zweier  Ebenen  ein  Doppelschnitts- 
verhältniss  gebildet.  Seien  nun  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  in  den 
Durchschnitten  ßy,  ya,  aß: 

ßy{a,  8,  e,  ?)  =p,     ""riß,  ö,  i,  l)  =  q,     "^[y,  ö,  s,  t]  =  r 
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gegeben;  das  Doppelschnittsyerhältiiiss  in  dem  Durelischnitte  e'C, 

'({«,  ß,  ./,  J)  ==  X 
zu  finden. 

Auflösung.  Jede  der  sechs  Ebenen  enthält  fünf  Durchschnitte, 
also  ein  System  von  fünf  Geraden,  wobei  man  nach  §.  191  aus  den 
Doppelschnittsverhältnissen  zweier  derselben  das  Doppelschnittsver- 
hältniss  jeder  der  drei  übrigen  finden  kann. 

Man  suche  daher  in  der  Ebene  y  aus  den  gegebenen  Doppel- 
schnittsYerhältnissen  der  Geraden  ay  und  ßy,  das  der  Geraden  ye; 
und  eben  so  in  der  Ebene  ß  aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  der 
aß  und  ßy,  das  der  ße.  Hiermit  kennt  mau  zwei  Doppelschnitts- 
verhältnisse  in  der  Ebene  £,  die  der  Geraden  ye  und  ße,  woraus 
man  auf  gleiche  Weise  das  gesuchte  Doppelschnittsverhältniss  der 
in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden  e£  finden  kann. 

Die  Ausführung  selbst  ist  folgende.     Man  hat  nach  §.  195: 

1)  ßy(d,  c,  a,  s) .  "r{d,  c,  s,  ß]  =  r'{6,  e, «,  ß), 

2)  ßr(S,  C,  a,  «]  .  "ßiS,  C,  e,  y)  =  ^'{6,  ?,  a,  y), 

3)  r^a,  d,  ß,  ?)  .  ß'{a,  Ö,  C,  y)  =  '^[a,  ö.  ß,  y). 
Setzt  man  daher  noch 

>"(j,c,  «,«  =  «.,    (»<(ä,  s,  o,r)  =  ,, 

SO  erhalt  man  nach  §.  184: 

l^rid,  i;,  ct,e)  =  l  ~p,     r^a,  <J,  ß,  t)  =  \^m, 

<'}'{ö,l:,s,ß)=.-^      ß^a,d,L,y}  =  ^. 


*■''=' ^'"    1  — 

Hierdurch  werden  die  Gleichungen  1),  2),  ! 
1  — p 1  — p !■ — ; 

und  hieraus  folgt  nacli  Elimination  von  m 

1— (J        {—  1 


1(«,  d, /!,;■)  =  1- 
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Sechstes  Capitel. 

Die  geometrischen  Netze. 
I.    Das  Ketz  in  einer  Ebene. 

§.  198.  Seien  A,  B,  C,  1)  (Fig.  43)  vier  beliebige  Puncte  in 
einer  Ebene,  von  denen  jedoch  keine  drei  in  einer  Goraden  liegen. 
A,  B,  C  zu  den  drei  Fundamentalpuncten  der  Ebene  genommen,  sei 

J)  =  aA-^bB  +  cC, 
oder  symmetrischer,  w:nn  man 


setzt  (§.  24,  f): 

I) 


3  +  cC-\-dD^t}. 


Man  verbmde  die  vier  Puncte  zu  zweien  durch  Gerade,  und 
nenne  A'  den  Durchschnitt  der  Geraden  BG  und  AD,  B'  den 
Durchschnitt  der  CA  und  BD,  C"  den  Durchschnitt  der  AB  und 
CD,  oder,  —  wie  Avir  dies  der  Kürze  willen  inskünftige  schreiben 
wollen,  —  sei 


BCAD^  Ä,     CA-  BD^  B' ,     AB- CD- 


C. 
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Alsdann  ist  [§.  24,  rf); 

B^cC  =—aA  —  dD  =  a'A', 
C  Jr<i-A  =  —  hB—dÜ^  h'B', 
aA-\-bB  =  —  cC  —  dD  =  c'C', 
wo 

Mail  ziehe  noch  die  Geraden  B'C",   Cf  A\  A'B',  und  setze: 
B'C-  AD  ~  A",     CA'-  BD  ~  B",     AB'-  OD  ^  C". 
Die   Ausdrücke   für   diese    neuen   Dui^chschnittapuncte   ergeben   sich 
durch  paai-weise  Addition  der  Gleichungen  II],  und  mit  der  Berück- 
sichtigung, dass 

aA  +  bB+-cC=—dD. 
Es  wird  nünilich: 

h.aA  +  ?iB  +  cC=aA  —  dD  =  l>'£'+c'C'=  (a  —  d)A' 
in]    LA->rUB  +  cC==iB^dD  =  c'C'+  a-A'=  [b  —  d)B" 
\aA  +  bB  -^tcC  =  oC  —  dD  =  a'A'+b'B'=  [n  —  d]C". 
Sei  endlich 

BC-B'C'=F,     CA-C'A'=  G,     AB-A'B'=H, 
so    kommt,    ivenn   man    die  Gleichungen  11)  paar^veise    von    einander 
suhtrahirt : 

\bB~cC  =c'C'—b'B'=[b  —  c)F, 
IV)        \cC^aA  =  a'A'—  c'C'={c^a)G, 
\aA  —  bB  =  h'B'—  a'A'  ^{a—b]  H. 
AVic    ziehen   hieraus    nachstehende    merkwürdige    Eigenschaften 
unserer  Construction. 

1)  Vermöge  II]  verhält  sich: 

BA- :  A'G  = 
OB' :  B'A  = 
AO'-  0'B  =  b  :«, 
folglich: 

BA-      CB'      AC  ^ 
A'O  '  B'A  •    C'B^    ' 
d.  h.: 

Verbindet  man  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  mit  einem  vierten 
in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegenden  Puncte  durch  gerade  Linien,  so 
ist  das  Pj-oduct  am  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten 
des  Dreiecks  von  diesen  Linien  geschnitten  werden,  der  positiven  Ein- 
heit gleich. 
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Cap,  6.     Geome 

trische  Netae 

2) 

Ans 

der 

ersten  Gleichung  r 

u  11)  folgt: 

cC 

^dÄ=B, 

a'A'+aA 

und  daher 

CB  :  BA'  = 

=  ^tl:c, 

A'D-  DA 

=  a:a'. 

Es  wa) 

,■  ab« 

rat 

ich 

AB':  B'C 

'—  c  ■  ffi- 

mithin 

CB      A'V 

ba:  ■  DA  ■ 

AB' 
B'C 

!, 

eine  Relation,  welche  folgondergeatalt  aiisgesproclic]i  sich  leicht  be- 
halten lässt: 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  [ACA')  von  einer  vierten  Geraden  (BDB')  ge- 
schnitten werden  {CA'  in  B,  A'A  in  D,  AC  in  B')  ist  der  negativen 
Einheit  gleich. 

3)  Nach  II)  ist: 


und  nach  III) : 
folglich 

Ä!d   ■  ~A'D 


A'^aA  +  dV, 

A"m  aA  —  dTJ\ 

AA'      AA" 


[A,  D,A',A")  =  —  l. 
Auf  dieselbe  Weise  finden  sich  auch  die  ]) opp eis chnitts Verhält- 
nisse 

{B,  D,  B\  -8"),       {C,  Z),   C",  C"), 
{B,   C,  A',  F},        {C,  A,  B',   G),        {A,  B,   C,  H], 
{B',  C,  A",  F),     {€',  A\  B",   G),      [A' ,  B\   C",  H] 
der  negativen  Einheit  gleich;  also; 

Verhindet  man  vier  beliebige  Puncte  in  einer  Ebene  zu  zweien 
durch  gerade  lÄnieti,  tmd  die  drei  somit  entstehenden  Durchschnitte 
von  Neuem  durch  Gerade,  so  erhält  man  ein  /System  von  neun  Linien, 
■und  in  jeder  dm'selhen  vier  Durchschnitte.  Das  Doppelschnittsver- 
hältniss  aber-,  nach  welchem  bei  je  vier  solchen  Puncten  der  Theil  der 
Linie  zwischen  einem  der  beiden  äusseren  und  dem  nicht  zunächst 
i  inneren  Puncte,  in  den  beiden  anderen  geschnitten  vnrd,  ist 
negativen  Einheit  gleich. 

Diese  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse  kann  a\ioh  schon 
(  §.  188  leicht  dai'gethan  werden.     "Weil  nämlich  AC,  DB,  A"F 
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sich  in  einem  Puncte,  B' ,  schneiden,  so  ist 

(A,  D,  A',  A!')  =  (C,  B,  A',  F], 
und    eben    so,    weil  AB,    DC,   A"F    sich    in    eim 


schneiden : 
folglich 


{A,  n,A',A"]  =  {B,  C,A',F], 


[B,  C,  A',  F)  =  [C,  B,  A',  F). 
Nun  ist  nach  §.  184  von  diesen  zwei  einander  gleichen  Doppel- 
schnitts verhältnisseil  das  eine  auch  dem  Reciprokcn  des  anderen 
gleich,  und  mithin  jedes  derselben  :=  =fc  1.  Da  aber  ein  Doppcl- 
schnittsverhältniss  nicht  ^  -\-i  sein  kann,  ohne  dass  zwei  seiner 
vier  Pnncte  zusammenfallen,  oder  unendlich  entfernt  liegen  (§.  i82], 
so  gilt  niir  die  negative  Einheit,  und  folglich  ist 

[A,  D,  A',  A")  =  {B,  C,  A',  F)  =  —l. 
Sodann  ist 

{B,  C,  A\  F)  =  (C,  B',  A",  F). 
weil  BC,  C'B',  A'A"  in  A  zusammentreffen.     Eben   so  wird  ferner 
bewiesen,  dass 

B  D  B   B]  =  {C     1  B'    (t)=  (A'   C   b"   &)  =  -  1 

'M'jn  Tiemerkt  hieibc  daas  cn  dei  negative  Ernte  t  gleii,!  e?  Doppel 
schnitt 9 \ eihältniBS  ganz  mt  der  sogenannton  harmoms(,hen  Tteiling  ubaiein 
kommt  —  Drei  Giossei  stehe  i  m  einer  stetigen  haimomschen  Pioporfion 
nenn  ihre  Eec  proken  eine  stetige  arithmetische  Proportion  iismachen  oder 
■wae  dieselbe  i'Jt  ■wenn  die  Differenz  dei  er^en  und  zweiten  Gius>ie  sich  ler 
halt  zur  Differena  dei  zweiten  und  dritten  wie  die  eiste  aui  dritten  Sind 
demnach  i  B  C  D  Tiei  Puncte  einer  Geraden  so  bilden  die  dre  Ab 
schnitte    IB,  AC,  AD  ciiiü  harmonische  Propoition,  wenn 

AC-AB:AI)  —  AC=AB:An, 
^    '  SC:  CD^AB-.AB. 

AI  n  si(,t  daher,  eine  Linie  AB  werde  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  drei 
Theile  AB,  BC,  CD  zerlegt  wird,  ao  dass  sich  der  mittlere  Theil  zu  dem 
einen  der  beiden  äusseren  verhält,  wie  der  andere  {Lusaere  zu  der  ganzen 
Linie.    Es  folgt  aber  aus  dieser  Proportion: 

BC     BA . 

CD  ■  AD  ' 

^-  '■  [B,D,  C,A]  =  —  1. 

Carnot  sagt  dafür  in  seiner  Gdometi-ie  de  posHion,  die  Linie  BD  werde 
in   C  und  A  in  proportionale  Segmente  getheilt. 
Uebrigens  erhellet  aus  §,  184,  dasa,  wenn 

{B,D,  C,A]  =  —  1, 

iB,  D,  A,  C)  =  (D,  S,  A,  C)  =  (D,  B,  C,  A]  =  [C,  A,  B,  D) 

=  IC,  A,  D,  B]  =  [A,  C,  B,  Di  =  {A,  C,D,B)=  —  1 
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4)  Durch  Addition  der  drei  Gleichungen  IV)  erhält  man; 

[h  —  c}F+  {c  —  a}G  +  {a  —  b)H=  0; 
mithin  liegen  F,  G  und  H  in  einer  geraden  Linie;  also: 

Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  (ABO)  ein  mweiles  {A'B'C"),  so 
dass  die  drei  Geraden,  welche  die  gegenüherliege7iden  Spitzen  verbinden, 
sich  in  Einem  Puncte  (7>)  schneiden:  so  sind  die  drei  Puncte  [F,  G,  H), 
in  denen  steh  die  gegenüberliegenden  /Seiten  schneiden,  in  Einer  Geraden 
enthalten. 

5)  Zieht  man  die  Gleichur^cn  III)  paarweise  von  einander  ab, 
so  kommt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichui^en  IV): 

{b  —  d]  B"—  (c  —  d)  C"=  {b  —  c)  F, 

lc-d)C"-{a-d)J!'={c-a)G, 

{a  —  d)  A"—  {b  —  d)  B"=  {a  —  b)  H. 
Mithin   liegen  auch  B"  und  G"  mit  F,    C"  und  J!'  mit  G,   A' 
und  B"  mit  H  in  gerader  Linie,  welches  folgenden  Satz  gicbt: 

Wird  in  ein  Dreieck  ABO  ein  zweites  A'B'C,  und  in  dieses  ein 
drittes  A"B'C"  einbeschrieben,  dergestalt,  dass  die  gleichnamigen  Spitzen 
mit  einem  vierten  Puncte  D  immer  in  einer  Geraden  liegen,  also 
A,  A',  A"  mit  D;  B,  B',  B"  mit  D;  G,  C ,  O"  mit  D:  so  schnö- 
den sich  hinmederum  die  gleichnamigen  Seiten  dieser  drei  Dreiecke  in 
einem  Puncte,  nämlich  BC,  B'C,  B'O"  in  F;  GA,  C'A',  C"A'  in 
G;  AB,  A'B',  A'B"  in  H;  auch  Hegen  diese  drei  Puncte  F,  G,  H 
in  einer  Geraden. 

§.  199.  Zusätze,  a)  Die  in  2)  erhaltene  Relation,  worauf 
übrigens  schon  die  in  §.  157,1  gefundenen  und  die  zum  Beweise  des 
Satzes  §.  188  angewendeten  Formeln  hinauskommen,  lässt  sich  noch 
symmetrischer  aus  den  allgemeinen  Ausdi-ücken  in  §.  39  für  die 
Durchschnitte  einer  Geraden  mit  den  Seiten  des  Fundame ntaldrei- 
ecks  ABC  ableiten.  Denn  heissen  diese  Durchschnitte  /,  K,  L,  so 
ist  nach  §.  39 ; 

X=yB  —  ßC,     K^aC~yA,     L  =  ßA  —  aB, 
rrnd  daher,  wie  vorhin: 


BI      CK     AL 
IG  '  KA  '  LB  ^ 


^(-^)(-^)h7)--- 


h)    Werden  die   Seiten    des  Dreiecks   ABC  von    einer   zweiten 
Geraden  in  M,  W,  0  geschnitten,  so  liat  man  auf  gleiche  Weise: 
BM      CN     AO 
MO  'NAOB~ 

16 


2) 
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Dividirt  man  nun  2)  in  1),  so  kommt: 

(B,  C,  I,  M)  [G,  A,  K,  N]  {A,  B,  L,  0)  =  1, 
oder,    wenn    man  die  Geraden  IKL    und  MNO  mit  a  und  Jj  be- 
zeichnet [§.  190): 

3)  [B,  C,  «,  b)  {C,  A,  ß,  ö)  {A,-B,  a,  5)  =  1, 

und,  wenn  man  die  Dreiecks  Seiten  BC,  CA,  AB  resp.  e,  d,  e  nennt 
(§-  191): 

^e,  d,  a,  l)  .  •^{c,  e,  a,  h)  .  '{d,  c,  a,  h)  =  1, 

«ine  Formel,  die,  wie  man  gleich  erkennt,  mit  der  in  §.  191  auf 
weniger  einfachem  Wege  erhaltenen  ganz  identisch  ist.  Sie  di'ückt, 
vermöge  der  Form  3),  folgenden  Satz  aus: 

Das  Product  aus  den  drei  JDoppelschmltsverhältmssen,  nach  welchen 
die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABC)  von  zwei  anderen  Geraden  {a,  b)  ge- 
schnitten werden,  ist  der  positiven  Einheit  gleich. 

c)  Diese  Eigenschaft  und  die  obige  in  2),  gelten  aber  nicht  bloss 
für  das  Dreieck,  sondern  können  auf  jedes  beliebige  Vieleck  ausge- 
dehnt weiden.  Hat  man  nämlich  in  einer  Ebene  ein  Vieleck  und 
eine  Grerade,  ao  zerlege  man  eisteres  durch  Diagonalen  aus  einem 
Puncte  in  Dreiecke,  bemerke  hierauf  die  Puncto,  in  denen  die 
Seiten  dieser  Dreiecke  [oder  ihre  Verlängerangen)  von  jener  Geraden 
geschnitten  werden,  und  bilde  für  jedes  Dreieck  eine  Gleichui^, 
wie  1).  Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  in  einander,  so 
heben  sich  die  Verhältnisse,  nach  denen  die  Diagonalen  geschnitten 
werden,  gegenseitig  auf,  und  man  bekommt  den  Satz: 

Das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  alle  Seiten  eines 
ebenen  Vielecks  von  einer  Geraden  geschnitten  werden,  ist  der  Einheit 
gleich ,  und  zwar  der  positiven  oder  negativen ,  nachdem  die  Seitenzahl 
des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bildet  man  dieselbe  Gleichung  für  eine  zweite  das  Vieleck 
schneidende  Gerade  und  dividirt  diese  Gleichung  in  die  vorige,  so 
erhält  man  als  Resultat: 

Das  Product  aus  den  Doppelschnittsverhältnissen,  nach  denen  alle 
Seiten  eines  ebenen  Vielecks  von  zwei  Geraden  geschnitten  werden,  ist 
der  positiven  Einheit  gleich. 

Ist  endlich  das  Vieleck  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  gelten 
dieselben  zwei  Sätze,  wenn  man  die  Seiten  des  Vielecks  mit  einer  oder 
zwei  Ebenen,  statt  Geraden,  geschnitten  werden  lässt. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dem  obigen  ganz  ähnlich.  Ich  brauche 
übrigens  wohl  kaum  hinzuzusetzen,  dass  bei  allen  diesen  Verhält- 
nissen jede  Spitze  des  Vielecks  nicht  als  gemeinschaftlicher  I 
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oder  Endpunct  der  zwei  dann  zusammenstossenden  Seiten,  sondern 
immer  als  Anfangspxinct  der  einen  und  Endpunct  der  anderen  Seite 
genommen  werden  muss  (§.  181). 

§.  200,  Die  Construction  der  in  §.  198  betrachteten  Figur  be- 
stand darin,  dass  wir  vier  in  einer  Ebene  liegende  Puncto  A,  S,  C,  D 
durch  Gerade  verbanden,  und  die  somit  sich  ergebenden  drei  Durch- 
schnittspuncte  j4',  B',  C  abermals  durch  Gerade  verknüpften.  Hier- 
dujch  erhielten  wir  sechs  neue  Durchschnitte  A',  S' ,  C",  F,  G,  H, 
die  nun  wiederum  unter  sich  und  mit  den  sieben  ersteren  Puncten 
durch  Gerade*)  verbunden  werden  können.  Und  so  lässt  sich  das 
Verbinden  der  durch  vorhergegangene  Verbindungen  entstandenen 
Durch schnittspuncte  ohne  Ende  fortsetzen. 

Das  auf  solche  Weise  aus  den  vier  in  einer  Ebene  beliebig  ge- 
nommenen Puncten  A,  B,  0,  D  sich  nach  und  nach  bildende 
System  von  Linien  wollen  wir-  ein  Netz  in  einer  Ebene,  die 
Linien  selbst  und  ihre  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  die  Linien 

*)  Dies  werden  folgende  secliSEehii  aeiii' 

AF,  BA",  CA",  BF,  B"C"F 

AB",  BG,  CS",  BG,  C"A"G 

AC",  BC",  CH,  TJH,  A"B"S  a^A  F&H. 

Untersuctt  man  die  P  incte     in  deaen  ^ith.  die^t  Lin'en  unter   einander  und 

mit   den   vorhereezogenen    tclmeiden     ao   wiid  man  wiederum  eme  Menge  merk 

würdiger  "i  eriiilt  iisse   entdecken      Auch  wird   es   melu'eie  Male     eben   lo      le   m 

Vorigen,    1er  FiU  sein     dias   drei  dieser  Linien  s  cl    m  einem  Punete  sehi  eiden 

und  daas  drei  oder  raeKrere  Durehsolinittspunote   m  einer  Geride      c  th  Iten      nl 

So  liegen  m  £  C  die  Punete 

Dfe-  AC    =i.B-j-2cC,    BH  AB   ~2bB  +  cC. 
in  B'C  die  Punete 

B  G  ■  AB"  ^'AaA  +  'lhB  +  <^C ,      1)11- AC"  ^'iaA  +  hB  +  lcC, 
BG  ■  CB"^   aA  +2iS  —  cC,       CH  ■BC"=  aA  ~bB  +  icC; 
in  AB  die  Punete 

BC"-  CB"  =  aA  +  2bB-^2eC,       CB  ■  B  G  =  — aA-\-lB  +  cC. 

Die  luf  ähnliche  Art  in  die  Geraden  CA,   CA',  SB  und  AB,  A'B',    CB 

fallenden  Punete    ergeben  sii,h  hieraus  durch  blosse  Vertausclmng  der  Buchstaben. 

"\  on  der  Hicttigkeit  der  beigefugten  Ausdrücke  wird  man  aioli  leicht  mittelst 

der  im  §  198  mitgethtilten  Firmeln  I    bis  IV)  versichern  können.    So  findet  aich 

a,  B    der  Ausdruck 

.  i  +  2hB  +  cC==2{aA  +  bB]+  {aA  +  cC)  =  2[a  +  bjC'+ (a -i-e) S' 

=  2  aA-l-bS+eC)  +  iaA  —  cCj  =  —2dB  +  {a~c)G 
=  2aA  +  [aA  +  2lB->rcC)  =  2aA  +  [h  —  d)  B". 
Mithin   gehört  dieser  Ausdruck  einem  Punete  an ,    der  in   den   drei  Geraden 
B'C,   BG  und  AB"  zugleich  enthalten  ist. 
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und  Puncto  lies  Netzes,  und  die  vier  Puncto  A,  .  .,  D,  von 
denen  die  Constioiction  ausgeht,  die  vier  Hauptpiincte  des 
Netzes  heissen. 

Es  würde  nicht  niir  sehr  ermüdend,  sondern  aucli  von  keinem 
erheblichen  Nutzen  sein,  wenn  wir,  eben  so  wie  in  §,  198  bei  den 
ersten  Liniien  des  Netzes,  auch  bei  der  fortgesetzten  Construction 
desselben  in  das  Einzelne  gehen  woUten.  Dagegen  soll  uns  in  den 
nächsten  §§.  die  Entwickelung  mehrerer  allgemeiner  Eigenschaften 
des  Netzes  beschäftigen,  die  schon  an  sich  merkwürdig  genug,  be- 
sonders aber  für  die  noch  vorzutragende  fünfte  Verwandtschaft  von 
Wicht^keit  sind. 

§.  201.  Lehrsatz,  Sind  A,  B,  C  und  D  =  aA+hB  +  cC 
die  vier  Hauptpunete  eines  Netzes  in  einer  Ebene,  so  kann  jeder 
andere  Pnnct  P  des  Netzes   unter  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

fpaA+x^B  +  xpcG 
dargestellt  werden,   wo  (p,   X'  ^   rationale  Zahlen,   NuU  mit  einbe- 
griffen, sind,  die  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Hauptpunete, 
sondern  bloss  von  der  Vei'bindungsait  abhängen,  durch  welche  man, 
von  den  Hanptpnncten  ausgehend,  zu  P  gelangt. 

Beweis.  Jeder  neu  hinzukommende  Punct  P  des  Netzes  wird 
erhalten  als  der  Durchschnitt  zweier  Geraden  IK  und  LM,  deren 
Puncte  /,  K,  L,  M  schon  vorhandene  Puncte  des  Netzes  sind.  Man 
nehme  nun  an,  die  Äusdmcke  dieser  vier  Puncte  seien  von  der  im 
Lehrsatze  angegebenen  Beschaffenheit,  und  setze  daher: 

[    il=  i'aA  +  C'bB  +  i"cC, 

j  kK=  y.'aA  +  «."bB  -j-  -/"cC, 

\  IL  =  k'aA+X"bB  +  r'cC, 

[mM  =  fi'aA  +  fi"l>B  -f-  fi"'c  C, 
wo  also  t',  i",  t",  x',  etc.  rationale  Zahlen  sind.     Man  eliminire  aus 
diesen  vier  Gleichungen  A,  B,  C,   so   gehen   auch  die   damit  resp. 
verbundenen  Coefficienten  a,  h,  c  heraus,  und  man  erhält  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

wo  (,  x,  k,  fi  Coefficienten  vorstellen,  die  aus  den  vorigen  (',  (",  i"', 
k',  ...  sich  durch  lineare  Gleichungen  linden  lassen.  Es  folgt  aber 
aus  letzterer  Gleichui^; 

lil+KkK  =  XIL  +  nmM~  P] 
mithin,   wenn  man  für  il  und  kK  (oder  IL  und  m31)   ihre   obigen 
"Werthe  substituirt,  und 


1) 
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setzt; 

Sind  nun,  wie  angenommen  wurde,  i' ,  i' ,  i" ,  k',  ...  rationale  ZaMen, 
80  werden  ea  auch  i  und  Jt,  und  folglich  auch  y,  ^i  V*  ^ß^'i' 

Es  lassen  sich  aber  die  vier  Hauptpuncte  A,  B,  O,  D  selbst 
durch  Ausdrücke  von  der  angenommenen  Foi-m  darstellen,  indem 
für  A,  X  =  V  =  0;  etc.  und  für  D,  cp  =  ^  = '<P  ist.  Mithin  wird 
auch  dieselbe  Form  allen  aus  A,  . . ,  D  abgeleiteten  Durchschnitten, 
d.  h.  allen  übrigen  Puneten  dos  Netzes,  zukommen. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Ausdrücke  in  §.  198  und  in  der  Note 
zu  §.  200. 

TJebrigens  sieht  man  leicht,  dass  <p,  Xt  ^  nicht  von  a,  b,  c  und 
folglich  auch  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte 
abhängen, 

§,  202.  Zusätze,  a)  So  wie  dor  Durchschnitt  P  der  Linien 
JA' und  ijlf  den  Ausdruck  (fZ-j-züT  hatte,  eben  so  wird  für  den 
Durchschnitt  Q  der  IK  mit  irgend  einer  anderen  Linie  des  Netzes 
der  Ausdmck  i,il -^  y.,k K  sgvo.,  wo  i„  k,,  aus  gleichem  Griinde  wie 
t,  /.,  rational  sind.     Es-  fo^fc  aber  aus  P^  lil -\-Y.kK 

IP  :PK=y.h:  ä, 
und  aus  Q  =  L,iI  +  Y.,kK 

IQ:  QK=y.,k:  i,i\ 
mithin  ist 

PK'   QK^ 
also  ebenfalls  rational,  d,  h. : 

Jedes  in  dem  ebenen  Netze  sich  bildende  Doppelschnittsverhältniss 
hat  einen  rationalen  bloss  von  der  Gonstructionsart  und  nicht  zugleich 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpimcte  abhängigen   Werth. 

Als  Beispiele  dienen  die  in  §.  198  gefundenen  Doppelschnitts- 
verhältnisse. 

h)  Sei  noch  N  irgend  ein  Punct  des  Netzes,  und  daher  sein 
Ausdrrrck : 

■nN=  v'aA  +  i/'bB  +  v"'c  C, 

wo  v  ,  v'\  y"  rationale  Zahlen  sind.  Man  eliminire  aus  dieser  Glei- 
chung und  den  obigen  Gleichungen  1)  für  /,  Jf,  L  die  Buncte 
A,  B,   C,  so  bekommt  man; 

3)  i,iI+y^,kK-^l,lL->{-vnN=Q, 

wo,   älmlicherweise  wie  in  2),  t,,  x„  1,,  v   rationale  Zahlen  bedeuten. 
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Setzt  ma.li  noch  ü  =  i,,  xä  =  ^,,  }.l  t=  l,^  so  kann  man  für  2)  und  3] 
auch  sehreihen: 

Da   mm  hierbei   — ,    — -,    -j-    rational  sind,  so  scMiessen  wir:    Sind 

/,  K,  L,  M  irgend  vier  Puncte  eines  ebenen  Netzes,  von  denen 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  jeder  andere  Punct  iV 
desselben  Netzes  auch  unter  dem  Ausdrucke  eines  Punctes  darge- 
stellt werden,  welc:liei-  dem  aus  /,  K,  L,  M,  als  Hauptpuncten,  her- 
vorgehenden Netae  zugehört. 

Es  folgt  nun  der  umgekehrte  Sata  von  §,  201- 

§.  203.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,  C  und 
D~aA  +  hB-\-cC 
vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  ip,  Xt  ''/'  irgend  drei  in  rationalen  Verhältnissen 
zu  einander  stehende  Zahlen,  so  lässt  sich  der  Punct  der  Ebene 

P=(paA^X^B  +  VJ''-G 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  Puncte  mit  geraden 
Linien  finden, 

Beweis.     Unter  der   gemachten  Voraussetzung,    dass   die   Ver- 
hältnisse (j(J  :  X  ■  V  rational  sind,    können   und  wollen   wir  uns    unter 
(p,  %  und  Ip  bloss  ganze  Zahlen  vorstellen.     Nun  ergeben  sich: 
1}  die  Puncte 

aA^hB  und  aA^cC 
(Fig.  44)   als   die  Dm-chschnitte   der  AB  mit   CD  und  der  AC  mit 
BD  (§.  198). 

2)  ist  der  Punct 
1aA^-bB+cC*]=aA-{'[uA  +  hB+c.G)  =  [aA-\~hB)-\'{aA-^cC\ 
und  wird  daher  gefunden  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  AD  mit 
der  durch 

aA-^hB  und  aA^  cG 
gelegten  Geraden.     Verbindet  man   diesen   Punct  mit  G  und  B,   so 
erhält  man  in  den  Linien  AB  und  AG  die  Durchschnitte 
%aA-^hB  und  2ß^  +  cC, 

*)  Aus  Mangel  an  Raum  sind  dieser  l'unet  und  die  folgenden 
iaA^hB  +  cC,     4o^4-..., 
in  der  Figur  nur  durch  die  Ziffern  2,  3,  4  angedeutet  worden. 
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Hiennit  eigiebt  sich 

3)  der  Punct 

=  {2a A  +  hB)  -\-{aA-\-cC)  =  [laA  -^cC)-^  [aA-^bB), 
als  der  Durchschnitt  zweier  der  drei  Geraden,  welche  A  mit  D, 

2aA  +  bB  mit  aA  +  cO,     ^aA  +  oC  mit  aA  +  hB 
verbinden.     Zieht  man  von  diesem  Punete  zwei  Gerade  nach  C  und 
B,   so  schneiden  dieselben  die  ^4.©  und  AC  in  den  Puncten 

daA-iriB  imd  ^aA  +  cO, 
wodurch  man 

4)  den  Punct 

iaA-hbB  +  cC 

erhält  als  den  Durchschnitt  zweier  der  vier  Geraden :  durcli  A  und  D, 
durch 

2aA-<rbB  imd  2aA  +  cC, 
durch 

^aA  +  bB  und  aA  +  cC, 
durch 

3«^H-cC  und  aA-^-bB; 

dieser  Durchschnitt  mit  C  und  B  verbunden,  giebt  in  AB  und  AC 
die  Punete 

iaA  +  bB  und  4aA  +  cC. 


Auf  solche  Weise  foi-tgefahren,  bekommt  man  die.  Punete 
baA  +  bB  +  cC,     HaA  +  iB  +  cC, 
etc.,  also  allgemein 

(paA  +  bB-\-cC, 
wo  <p  jede  positive  Zahl  sein  kann. 
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Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  aus  dem  Puncte 

ffaA  +  bB~^cO 
die  Puncte 

5pa^  + 2  öi?  +  cC,     fpaA  +  dbB-hcG, 
etc.  und  allgemeiii  der  Punct 

fpaA  +  x^S  +  oO 
ableiten,  wo  %  wiederum  jede  positive  ganze  Zahl  vorstellt. 
Eben  so  wird  endlich  mittelst 

(paA-\-xbB  +  cO 
der  Punct 

<paA  +  x^-ß  -i-tpcC 

gefunden,  was  auch  ip  für  eine  positive  ganze  2ahl  ist. 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  die  Construction  für  einen  Punct 
anzugeben,   bei  welchem  <fi,  %,  '*p   nicht  wie  bisher  einerlei  Zeichen 
haben.     Sei  demnach,   unter  der  Voraussetzung,   dass  <p,  %,  ^i  posi- 
tive ganze  Zahlen  sind,  der  zu  findende  Punct 
P~<:paA  +  y,bB  —  ijica 
Zuerst  suche  man  den  Punct 

(paA^xhB  +  -4>cC. 
So  wie  nun  in  §.  198  aus  den  Puncten 

A,  B,  C,  aA  +  hB  +  oG 
die  Puncte 

aA  —  oC  und  hB~cC 

abgeleitet  wurden,  eben  so  wird  man  aus 

A,  B,   C,  ^aA-^x^B  +  ^cC 
die  Puncte 

(faA  —  ipcC  und  xhB  —  ipcC, 

und  hiermit  den  Punct 

<paA-ir%hB  —  ^)cC 
als  den  Durchschnitt  zweier  der  drei  Linien: 

durch  C  und  (paA-\-y_hB -\-^cC, 
durch  B  und  (paA  —  tfjcG, 

durch  A  und  %bB  —  ipoC, 
finden  können. 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  es  ausser  den  jetzt  vorge- 
tragenen Constructionen  noch  viele  andere  und  in  manchen  speciellen 
FäUcn  ungleich  einfachere  giebt,  durch  die  man  zu  dem  gesuchten 
Puncte  gelangen  kann.    Indessen  sollte  hier  nur  die  Möghchkeit  der 
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Constructioii  überhaupt,  so  einfach,  als  es  im  Allgemeinen  geschehen 
konnte,  dargethan  werden. 

§.  204.  Zusatz.  "Wir  sahen  in  §,  202,5,  dass,  wenn  zwischen 
vier  Puiicten  J,  K,  L,  M  eines  Netzes  die  Kelation  stattfand: 

jeder  andere  Punct  N  des  Netzes  in  Bezug  auf  i,I,  k,K,  l,L  ratio- 
nale Coefiicienten  hatte,  also  durch  einen  Ausdruck  dai^estellt 
werden  konnte,  welcher  den  aus  der  Verbindung  von  I,  K,  L,  M 
sich  ergehenden  Puncten  zukam.  Zu  Folge  des  eben  Erwiesenen 
wird  daher  N  aus  /,  K,  L,  M,  d.  h,  von  irgend  fünf  Puncten  eines 
Netflies  der  eine  aus  den  vier  übrigen,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
dieser  letzteren,  auch  wirklich  gefunden  werden  können;  oder: 

Je  vier  Puncte  eines  ebenen  Netzes,  von  denen  keine  drei  in  einer 
jen,  kann  man  ah  Hauptpimote  betrachten  und  dwroh  fort- 
Ve^-bindung  derselben  alle  übrigen  Puncte  des  Netzes  ableiten. 
So  muss  man  z.  B.  aus  den  vier  Puncten  A',  B',  C,  D  [Fig.  4B) 
rückwärts    die  Puncte  A,   B,    G   finden  können.      Dies    wird   nach 
§.  198,  5  durch  folgende  Verbindungen  zu  bewerkstelligen  sein: 
A'D  ■  B'C'=  A",     B'D  ■  C'A'~  B",     CD  ■  A'B'=  O", 
B'C  ■  B"G"=  F,     O'A'-  C"A"^  G,     AB'-  A"B"=  H, 
B'G-  C'H=A,     C'H-  ÄF=B,     A'F-  B'G=  0. 

§.  205.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  G,  D  vier  in  einer  Ebene  ge- 
gebene Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  Hegen,  und  ist 
P  irgend  ein  fünf  ter  gegebener  Punct  der  Ebene,  so  kann  man,  durch 
fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  durch  gerade  Linien,  zu  einem 
Puncte  gelangen,  der  mit  dem  fünften,  P,  entweder  zusammenfällt, 
oder  von  ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  Meiner  ist,  als  jeder 
gegebene. 

Beweis,  Seien  D  und  P,  auf  A,  B,  G  als  Fundameutalpuncte 
bezogen ; 

D  =  aA->rbB  +  cC.     P  =pA  + qB -\-rC. 
Man  setze 


■-^, 


)  wird 


P=(paA  +  %bB+^eG. 
Haben  nun  (p,  %,  -tp  rationale  Verhältnisse  zu  einander,  so  kann 
man  nach  Anleitung  des  §.  203   durch   fortgesetzte  Verbindung  der 
Puncte  A,  B,   C,  D  zm  P  selbst  gelangen. 
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II. 


§.  205. 


Sind  aber  die  Verhältaisse  (p  :  %  und  x  :  i/»  beide,  oder  nur  eins 
derselben,  irrational,  so  beschreibe  man  um  P,  als  Mittelpunct,  mit 
dem  gegebenen  Abstände,  welcher  jt  heisse,  als  Halbmesser,  einen 
Kreis  (Fig.  45},  und  ziehe  an  diesen 
von  C  aus  zwei  Tangenten  C  TI  und 
CV,  welche -45  in  !7und  F  treffen. 
Man  setze  diese  Puncte 


XJ=aA-^ubB,   V^aA-\ 


vbB. 


Zwischen    zwei    Ziihlen    aber, 
mijgen  sie   rational  oder  in-ational, 
und  auch  noch  so  wenig  von  ein- 
ander verschieden  sein,  lassen  sich 
j,,    ^g  immer  eine  unendliche  Menge  ratio- 

naler Zahlen   einschieben.     Sei  da- 
her v)  eine  rationale  zwischen  u  und  «  fallende  Zahl,  und 

aA-Jrv^hB  =  tW, 
so  ist  W  ein  zwischen   U  und  V  liegender  Punct.     (Wird  der  Kreis 
von  CA  oder  OB  geschnitten,    so  kann   man  für   W  den  Punct  A 
oder  B  selbst  nehmen.)     Eine  von  C  nach  W  gezogene  Gerade  wird 
daher  den  Kreis  in  zwei  Puncten,  X  und  Y,  schneiden.     Man  setze 

X~tW+xcO,     Y=tW+ycC, 
und  sei  z  eine  zwischen  x  und  y  fallende  rationale  Zahl,  und 

tW+zcC~Z, 
so  ist   Z  ein,    zwischen  X  und   Y,    folglich    imierhalb    des    Kreises 
liegender  und  daher  von  P  um  weniger   als  ft  abstehender  Punct. 
(Wird  der  Kreis  von  AB  geschnitten,  so  kann  W  zugleich  die  Stelle 
von  Z  vertreten.)     Es  ist  aber  dieser  Punct 

Z=tW-\-zcC~aA->rwhB'^zcC, 
und  kann  mithin  durch  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  gefunden 
werden,  weil  die  Verhältnisse  1  :  v;  :  z  rational  sind. 

Um  diesen  Beweis  gegen  alle  Einwürfe  sicher  zu  stellen,  sind 
noch  zwei  besondere  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen. 

]]  Es  wurde  stillschweigend  angenommen,  dass  die  Gerade  CW 
von  C  nach  einem  Puncte  W,  der  in  AB  zwischen  den  Durch- 
schnitten U  und  V  der  Tangenten  mit  AB  liegt,  den  Kreis  immer 
schneide.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  dieses  dann  nicht  mehr  ge- 
schieht ,  wenn  der  Kreis  von  der  durch  G  mit  A  B  gezogenen 
Parallele  geschnitten  wird,  als  in  welchem  Falle  eine  diircb  C  ge- 
legte imd  den  Kreis   schneidende  Linie    der  Linie   AB    ausserhalb 
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UV  begegnet.  Um  diesen  Fall  zu  beseitigen,  hat  man  nur  statt 
des  um  P  mit  tt  beschriebenen  Kreises  einen  uoch  kleineren  zu 
nehmen,  der  in  jenem  enthalten  ist  und  zugleich  ganz  auf  der  einen 
oder  anderen  Seite  der  gedachten  Parallele  liegt. 

2)  Wenn  rr  >  PC,  so  ist  die  vorige  Beweisführung  nicht  nur 
unmöglich,  weil  dann  der  Punct  C  innerhalb  des  Kreises  fällt,  und 
daher  von  ihm  keine  Tangenten  an  letzteren  gezogen  werden  können, 
sondern  auch  unnöthig,  weil  nun  der  Punct  O  für  den  gesuchten  / 
geradezu  genommen  werden  kann. 


IL    Las  Netz  im  ßaume. 

§.  206.  Seien  A,  B,  O,  D,  E  fünf  beliebige  Puncte,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  erstlich  zu  zweien 
durch  Gerade: 

AB,  AO,  BC,  AB,  BD,   OD,  AE,  BE,   OB,  DE. 
Von  diesen  zehn  Geraden  kann  man  sich,  des  leichteren  Auffassens 
ivillen,   die  sechs  ersten  als  die  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide 
AB  CD  (Fig.  46)  vorstellen,   die  vier  letzteren   aber  als  Linien,   die 


von  einem  fünften  Puncte  E  nach  den  Spitzen  der  Pyramide  gezogen 
sind.  Man  verbinde  nun  die  fünf  Pnncte  zu  dreien  durch  Ebenen, 
welches  zehn  Ebenen  giebt:  vier  derselben  ABO,  ABD,  AOD, 
BCD  sind  die  Seiten  der  Pyramide,  und  die  übrigen  sechs  gehen 
durch  E  und  die  sechs  Kanten  der  Pyramide.  Jede  der  zehn 
Geraden  erscheint  hiermit  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt 
dreier  der  zehn  Ebenen,  z.  B.  AB  als  der  Durchschnitt  der  Ebenen. 
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ABO,  ABD,  ABE.  Von  den  sieben  übrigen  Ebenen  geben  drei, 
ACD,  ACE,  ADE,  durch  den  einen  Endpunct  ^  dieser  Geraden, 
drei  andere,  BCD,  BCE,  BDE,  dui'ch  den  anderen  Endpunct  B, 
die  siebente  ODE  aber  schneidet  AB  in  einem  noch  anderen  Pnncte, 
den  wir  mit  [AB]  bezeichnen  wollen.  Eben  so  wii-d  jede  der  neun 
übrigen  Geraden  von  der  Ebene  durch  die  jedesmal  drei  übrigen 
Puncte  in  einem  neuen  Puncte  geschnitten:  die  Gerade  AC  von 
der  Ebene  BDE  im  Puncte  [AC]\  BG  von  ADE  in  [BC],  u.  s.w., 
und  wir  erhalten  somit  zehn  neue  Puncte; 

[AB'\,  [AC],   [BC],   ,..,   [DE}. 
Diese   zehn  Puncte   und  die  erateren  fünf,   also   in  Allem  fünf- 
zehn,   sind  übrigens  in  den  zehn  Ebenen  so  vertheilt,   dass  in  jeder 
derselben  sieben  Puncto  liegen;  z.  B.  in  der  Ebene  ABC  die  sieben 
Puncte : 

A,  B,   C,  [AB],  [AC],  [BC],  [DE]. 

Legt  man  jetzt  durch  je  drei  der  15  Puncte,  welche  nicht  bereits 
durch  Ebenen  verbunden  sind,  wiederum  Ebenen,  so  erhält  man  zu- 
erst 15  neue,  in  deren  jede  5  Puncte  fallen,  nämlich  die  3  durch  D 
gehenden  Ebenen 

D[AB]  [AC]  [BE]  [CE] 
I)[BC]  [AB]  [CE]  [AE] 
D[AC]  [BC]  [AE]  [BE]; 
und  eben  so  3  durch  jeden  der  4  übrigen  Puncte  A,  B,  C,  E. 

Sodann  bekommt  man  noch  20  Ebenen,  in  deren  jeder  nur 
3  Puncte  enthalten  sind,  nämlich  die  Seitenflächen  der  5  Pyramiden 
[AE]  [BE]  [CE]  [DE],  [AD]  [BD]  [CD]  [DE],  etc. 

Nach  dieser  zweiten  Verbindung  der  Puncte   durch  Ebenen  hat 
man  demnach  in  Allem  ein  System  von  45  Ebenen,  und  zwar 
10  Ebenen,  jede  mit  7  Puncten, 
15  -  -        -     5 

20  -  -        -     3 

diejenigen  Puncte  abgerechnet,  welche  durch  die  zweite  Verbindung 
selbst  hervorgehen. 

§.  207,  Das  jetzt  aus  fünf  Puncten  aufgeführte  System  von 
Ebenen  ist  offenbar  dasselbe  für  den  ßaum,  welches  in  §.  198  das 
aus  vier  Puncten  construirte  System  von  Linien  für  die  Ebene  war. 
Die  Relationen,  welche  bei  jenem  Systeme  von  Linien  stattfanden, 
werden  daher  auch  bei  dem  gegenwärtigen,  nur  um  Vieles  zusammen- 
gesetzteren, Systeme  von  Ebenen  auf  analoge  Weise  sich  wieder 
zeigen. 
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Hierbei  ist  es  ater  zuerst  sehr  merkwürdig',  dass  diejenigen  Re- 
lationen, vermöge  welcher  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  (ge- 
raden liegen,  vier  oder  mehrere  Ebenen  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  u.  s.  w.,  also  überhaupt  solche  Eigenschaften,  wobei  von 
keinen  Grösseuverhältnissen  die  Rede  ist,  auch  ohne  Gebrauch  von 
GrössenverhSltnissen ,  folglich  ohne  alle' 'Anwendung  des  Calculs  er- 
werden  können;  ja,  was  noch  mehr  ist,  dass  die  Eigen- 
von  der  nämhchen  Art,  welche  wir  in  §.  198  bei  dem 
Systeme  von  Geraden  in  einer  Ebene  mit  Hülfe  des  Calculs  fanden, 
sich  dadurch,  dass  man  auf  passende  Weise  mit  der  ebenen  Figur 
noch  andere  Ebenen  in  Verbindung  bringt,  gleichfalls  aus  den  Grund- 
ien  der  Ebene  einfach  ableiten  lassen. 


So  wurde  in  §.  198  dargethan,  dass,  wenn  in  ein  Dreieck  ABO 
[Fig.  47)  ein  anderes  IKL  einbeschrieben  wird,  dei^estalt,  dass  die 
Geraden  j1/,  BK,  GL,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  ver- 
binden, sich  in  einem  Puncte,  D' ,  schneiden,  die  Durchschnitte  der 
gegenüberliegenden  Seiten,  d.  h.  die  Puncte  BC •  KL,  CA  ■  LI, 
AB  ■  IK  in  einer  Geraden  liegen. 

Um  nun  diesen  Satz  auf  die  eben  gedachte  Art  zu  beweisen, 
lege  man  durch  D'  eine  die  Ebene  ABC  schneidende  Gerade, 
nehme  darin  willkürHch  zwei  Puncte  D,  E,  und  verbinde  den  einen 
derselben,  D,  mit  A,  B,  G,  und  den  anderen,  E,  mit  I,  K,  L  durch 
Gerade.  "Weil  EI  mit  DD'  und  AI,  und  folglich  auch  mit  AD  in 
einer  Ebene  liegt,  so  wii'd  EI  die  ^.O  schneiden,  welches  in  F  ge- 
schehe.   Eben  so  schneidet  EK  die  BD  in  G,  und  EL  die  CD  in  H. 

Man  lege  ferner  durch  F,  G,  II  eine  Ebene,  welche  die  Geraden 
BC,   CA,  AB  in  Puncten  schneide,  die  ich  resp.  mit  [BC],  [CA], 
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(AB)  bezeichnen  will;  so  liegen  diese  Puncte,  ab  Puncte  in  dem 
Durchschnitte  zweier  Ebenen,  ABC  und  FGH,  in  einer  geraden 
Linie.  Weil  aber  G,  H  mit  B,  0  in  einer  Ebene  liegen,  so  ist  {B  C) 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Geraden  B  C  und  GH.  Weil  ferner 
G,  H,  K,  L,  als  Puncte  zweier  sich  in  einem  Puncte,  E,  schneiden- 
den Geraden,  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so  sind  B  C,  GH,  KL 
die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  drei  Ebenen  GHKL,  KLBG, 
BCGH,  und  sehneiden  sich  folglich  in  einem  Puncte.  Mithin  ist 
(BC)  auch  der  Durchschnitt  der  BC  und  LK.  Auf  dieselbe  Weise 
ei'giebt  sich,  dass  LI  sowohl  als  HF  die  CA  in  (CA),  und  IK  so- 
wohl als  FG  die  AB  in  (AB)  schneiden.  Mithin  liegen  die  dr-ei 
Durchschnitte  BC  ■  KL,   GA  ■  LI,  AB  ■  IK  in  einer  Geraden, 

Dass  in  Fig.  43  auch  B",  C"  mit  F;  C",  A"  mit  G;  A",  B"  mit  H 
in  einer  Geraden  liegen,  lässt  sich  ohne  Weiteres  mittelst  des  eben 
erwiesenen  Satzes  darthun.  Denn  nimmt  man  DBC  zum  anfäng- 
lichen Dreieck,  und  zieht  an  die  Spitzen  desselben,  D,  B,  C,  von  A 
ans  Linien,  so  schneiden  diese  die  gegenüberstehenden  Seiten  resp. 
in  A',  C;  B'.  Dem  Satz  zufolge  liegen  daher  ^C  ■  C'B',  CD  ■  B'A', 
DB  ■  A'C,  d.  h.  F,  O",  B"  in  gerader  Linie;  und  auf  ähnliche  Art 
hat  man  bei  den  übrigen  zu  verfahren. 

Ueberhaupt  scheint  es,  als  ob  bei  diesem  auch  noch  weiter  fort- 
gesetzten Systeme  gerader  Linien,  alle  Fälle,  wo  di^ei  oder  mehrere 
Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  oder  drei  oder  mehrere  Gerade  sich 
in  einem  Puncte  schneiden,  allein  schon  durch  wiederholte  Anwen- 
dung jenes  Satzes  erwiesen  werden  könnten. 

§.  208.    Der  Grund,  ans  welchem  sich  die  drei  Geraden  (Fig.  47) 

BC,  GH,  KL  in  einem  Puncte,  (BC), 

CA,  HF,  LI     -        -  -        (AC), 

AB,  FG,  IK    -        -  -        {AB} 

schneiden,    kann  kurz   als    darin  bestehend  angegeben  werden,    dass, 

wenn  von  drei  Geraden  je  zivei  in  einer  Ebene  liegen,   nicht  aber 

alle   drei   in   derselben   Ebene    enthalten    sind,    diese    drei   Linien   in 

einem  Puncte   zusammentreffen.   —  Aus  demselben  Grunde  werden 

sich  nun  auch 

AD,  LG,  KH  in  einem  Puncte,  welcher  [AD], 

BD,  IH,  LF     -        -  -  -        (BD), 

CD,  KF,  IG      -        -  -  -        {CD) 

heisse,   schneiden.     So  wie  daher  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 

ABC  und  FGH  die  Puncte  {AB},  {AC),  {BC} 
liegen,  eben  so  sind  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 
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ABn  und  KIH  die  Punete  [AB),  [AU),  {BD), 
ACD  und  LIG     -  -        {AC),  {AD),  {CD), 

BCD  lind  LKF    -  -        {BG),  [BD),  {CD} 

enthalten.  Es  fliegst  hieraus  ganz  leicht,  dasa  sämmtliche  sechs 
Punete  {AB),  ...,  {CD),  und  folglich  auch  die  vier  Geraden,  in 
denen  sich  die  vier  Paare  von  Ebenen.  ABC  und  FGH,  u.  s.  \v,, 
schneiden,  in  einer  Ebene  liegen;  also: 

Wird  in  ein  Tetraeder  AB  CD  ein  Octaeder  FGHIKL  der- 
gestalt einbesohrieben,  dass  die  sechs  Spitzen  des  letzteren  tn  den  sechs 
Kanten  des  erstej'en  Hegen,  und  dass  die  drei  Geraden  FI,  GK,  HL, 
welche  die  gege^tüberstehenden  Spitzen  des  Ootaeders  verbinden,  sich 
in  einem  Punete ,  JS,  schneiden ,  so  Hegen  die  vier  Geraden ,  in  denen 
die  Seiten  des  Tetraeders  von  den  gegenüberstehenden  Seiten  des  Oota- 
eders geschnitten  werden,  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Man  ziehe  noch  die  Geraden  BE  und  CE,  welche  die  Ebenen 
ACD  und  ABD  resp.  in  den  Punoten  B'  und  C  schneiden,  so 
liegen  B',  C"  mit  B,  C  in  einer  Ebene.  Ferner  liegt  B'  in  der 
Ebene  BDEK,  und  daher  mit  D  und  K  in  einer  Geraden,  als  dem 
Durchschnitte  der  Ebenen  BDK  und  ACD.  Eben  so  liegt  C"  mit 
D  und  i  in  einer  Geraden,  und  folglich  B' ,  C'  auch  mit  K,  L 
(und  D)  in  einer  Ebene.  Folglich  sind  BCB'C,  B'G'KL,  BCKL 
drei  Ebenen,  welche  sich  zu  zweien  in  den  drei  Geraden  KL,  BC, 
B'C  schneiden.  Mithin  müssen  diese  drei  Linien  sich  in  einem 
Punete  schneiden.  Es  trafen  sich  aber  die  Linien  BG  und  KL  im 
Punete  {B  C) ;  in  demselben  Punete  werden  sich  daher  auch  B  C 
und  B'C'  begegnen. 

Wird  nun  noch  die  Gerade  AE  gezogen,  welche  die  Ebene 
BCD  in  A'  schneide,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  düss,  so  wie 

BC-  B'C'^{BC), 
auch 

AB-  A'B'={AB),      AC-  A'C'^  [AG) 

AD  ■  A'D'=  [AD),     BD  ■  B'D'^  {BD),     CD  ■  C'D'^  {CD) 
ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  ABC,  A'B'G', 
FGH  in  einer  und  derselben  Geraden,  in  der  die  drei  Punete  {AB), 
(AC),  [BC)  enthaltenden,  schneiden;  und  eben  so  die  drei  Ebenen 
BCD,  B'C'D',  LKF-,  u.  S.  w.,  woraus  wir  ganz  leicht  in  Verbin- 
dung mit  dem  vorigen  Satae  folgendes,  dem  in  §.  198,  4  analoge 
Eesultat  ziehen. 
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Wird  in  ein  Tetraeder'  ABCD  ein  zweites  A'B'C'D'  einhe- 
schrieben,  so  dass  die  Spitzen  des  letzteren  in  die  Seiten  des  ersieren 
fallen,  und  dass  die  vier  Geraden  AA' ,  BS,  CO' ,  DU'  dwrch  die 
gegenüberstehenden  Spitzen  heider  Tetraeder  sich  in  einem  Puncte,  E, 
schneiden,  so  liegen  die  vier  Geraden,  in  denen  steh  die  ; 
stehenden  Seiten,  BCDmdB'C'D',  CDAmdCI/A',  < 
in  einer  Ebene.  Auch  sind  diese  Geraden  dieselben,  in  denen  vorhin 
die  Seiten  des  Tetraeders  AB  OD  von  den  gegenüberstehenden  Seiten 
des  Octaeders  FGHIKL  geschnitten  wurden,  wenn  der  dortige  Pitnct 
E  mit  dem  hiesigen  E  ein  und  derselbe  ist. 

§.  209.  Alles  dieses,  was  sieh  durch  rein  geometrische  Be- 
trachtungen ergab,  lässt  sich  auch  leicht  durch  den  barycentrischen 
Calcul  finden. 

A,  B,  O,  D  ZV.  Fundamentalpuncten  genommen,  sei 

E-^aA  +  hB  +  cG+  dB, 
oder,  wenn  man 


I)  aA-i-bB-{-cO+dD  +  eE=  0. 
Hieraus  fliesst  sogleich: 

aA-i-dD^  bB  +  cO+eE 
^  dem  Durchschnitte  F*]  der  Geraden  AD  mit  der  Ebene  B  CE,  also 

II)  fF:^aA  +  dD,     il=  bB  +  cG, 
und  eben  so 

gG  =  bB  +  dD,  kK=aA-\'cC, 
hH=cO  +  dD,  lL=aA  +  bB, 
a'A'=aA  +  eE,  c'C'=eG  +eE, 
b'B'^bB  +  eE,    d'D'^dD  +  eE, 

f^a  +  b,     g  =  ö  +  d, 


Aufmerksamkeit,    um    wahvzunciimen ,    dass    di" 


[AD],  \SD],  [CD],  [BC],  [AC],  [AB], 
(5.  206),  und 

a;       B',       C\       D' 

mit  den  ebendaselbst  durch 

[AE],  [BE],    [CE\,    [DE] 
bezeichneten  Puneten  einerlei  sind. 
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Wir  folgern  hieraus  weiter ; 

fF^gG  =  kK—iI=a'A'^b'B'=  aA  —  hB, 
fF^hH=  lL—iI=  aA'—c'C'=  aA^cC, 
u,  s.  w.,   d.  h.  vier  Geraden  FG,  KI,  A'B',  AB  schneiden  sich  in 
einem  Puncte;   und  eben  so  die  vier  Geraden  FH,  LI,  A'C,  AG; 
etc.    Wir  bezeichneten  diese  Puncte  im  Vorigen  durch  {AB),  {AC}, 
etc.;  daher 

III)     {AB)  =  aA  —  bB,     {AC)~aA  —  ca,     {BC')~iC—cC, 

Man  vergleiche  noch  §.  50,«  und  b,  wo  die  dortigen  [AB], 
[AG],  ...,  als  Bezeichnungen  der  Puncte,  in  denen  eine  Ebene  von 
den  sechs  Fundamentalhnien  geschnitten  wurde,    und   die   dortigen 

Coefficienten   ~,    -^,    — ,    -r-   mit   den    hiesigen    {AB),   (AG).    ... 
a       p       y        o 

und  a,  b,  c,  d  einerlei  sind. 

Man  addire  die  in  II)  angegebenen  Werthe  iw;  fF,  yG,  hll, 
so  kommt: 

fF+gG  +  hH=aA'irbB+cG+^dD  =  2dD  —  eE, 
(vermöge  I),  ^  dem  Durchschnitte  der  Seite  FGH  des  einbeschrie- 
benen Octaeders  mit  der  Geradon  DE,  welcher  J  heisse. 

Eben  so  giebt  die  Addition  der  Werthe  für  a'A',  b'B',  c'C: 
a'A'-\-h'3'+c'G'=aA  +  bB  +  cG-{~^eE=^2eE  —  dD 
^  dem  Durchschnitte  der  Seite  A'B'C'  des  einbeschriebenen  Tetra- 
eders mit  der  Geraden  DE,  welcher  J'  genannt  werde. 
Wir  haben  daher 

D'=dD-ireE,     J  =  1dD  —  eE,     J'^dD  —  %eE] 
folglich 

DD' _   e_      -^_^___e_     J>^'  _        2e 
ITE  ^  'd  '    '2lE  ~~       2d'    J'E^         d 
und 

{D,E,D',J)  ^—2,     {D,E,D\J')  =  ^{... 

Um  hieraus  E  zu  eliminiren,  so  ist  nach  §.  184: 
(D,  B',  E,J)  =  d,     {D,  D',  J',  £)  =  I, 
folglieh  (§.  185); 

{D,  D',  J',  z/)  =  2 ,     (D,  z/',  D',  J)=  —  l; 
und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Elimination  von  D: 
{E,J,D',J')  =  —  \. 
Die   gegenseitige   Lago  der  fünf  Puncte  E.  D,  D' ,  J,  J'  lässt 
sich   hiernach    sehr   leicht    durch    folgende   Construction    darstellen. 

Mflbius  Werk«  I.  17 
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§.  210. 


Man  nehme  in   einer  Geraden  die  drei  Pimcte  E,  D',  J   (Fig.  47*) 
nach  Belieben,    und  mit   D'  in  einer  anderen   Geraden  willkürlich 
zwei  Puncte  M  und  N.     Hiennit  suche  man  die  Puncte 
P=MJ-NB,    Q^ME-  NJ,    R  =  NJ-  D'P,    S=MJ  ■  D'Q, 

so  ist 

J'=  D'E  ■  PQ  und  D  =  TJE  ■  ES. 

Denn  vermöge  §.  198,3  ist  alsdann  im  Dreiecke  JMN: 

{E,  J,  D',  z/')  =  —  ]  : 
und  im  Dreiecke  D'MS: 

{D,J',  D',J)=  —  1^ 
wie  erforderlich, 

Dass  dieselben  Doppels chnittsTerhältnisse  in  der  Linie  AE 
(Fig.  47)  zwischen  den  Puncten  A,  E,  A'  und  den  Durchschnitten 
dieser  Linie  mit  den  Ebenen  FKL  und  B'C'D'  stattfinden,  und 
eben  so  in  den  Linien  BE  und  GE,  leuchtet  von  selbst  ein, 

§.  210.  Ohne  uns  bei  diesen  specieUen  Untersuchungen  länger 
aufzuhalten,  wollen  wir  nun  das  bisherige  System  von  Ebenen,  auf 
dieselbe  Art,  wie  dies  im  Vorigen  bei  einem  Systeme  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  geschah,  erweitern,  indem  wir  durch  je  drei  der 
schon  gefundenen  Durchs chnittspuncte ,  wenn  sie  noch  nicht  durch 
Ebenen  verbunden  sind,  neue  Ebenen  legen,  und  so  fort  ohne  Ende. 

Ein  solches  aus  fünf  Puncten  im  Räume  entstehendes  System 
von  Ebenen  heisse  ein  Netz  im  Räume,  Die  Ebenen  selbst,  die 
Geraden,  in  denen  sich  die  Ebenen  zu  zweien,  und  die  Puncte,  in 
denen  sie  sich  zn  dreien  schneiden,  wollen  wir  Ebenen,  Linien 
und  Puncte  dos  Netzes  nennen,  die  fünf  Puncte  aber,  welche 
der  Construction  zum  Grunde  gelegt  werden,  die  fünf  Haupt- 
puncte  des  Netzes. 

Von  diesem  Netz  im  Räume  soUen  nun,  eben  so  wie  vorhin 
von  dem  ebenen  Netae,  die  allgemeinen  E%enschaften  entwickelt 
werden. 

§.  211.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,   C,  D  und 
E  =  aA  +  hB  +  cG  +  dB 
die   fünf  Hauptpuncte   eines  Netaes  im  Räume,    so   lässt  sich  jeder 
andere  Punct  des  Netzes  unter  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

tpaA-^ xhB  -{-ipcG -\~  MdB 
dai'stellen,  wo  (p,  %,  ip,  w  rationale  Zahlen  sind,   die  nicht  von  der 
gegenseitigen  Lage    der    fünf  Hauptpuncte,    sondern   bloss  von  der 
fortgesetzten  Verbindiingsart  derselben  durch  Ebenen  abhängen. 
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Beweis.  Jeder  neue  Puiict  P  des  Netzes  ei'giebt  sich  als  der 
Durchschnitt  dreier  Ebenen  a,  ß,  y,  Ton  denen  jede  durch  drei  schon 
vorher  gefundene  Pnncte  geht,  so  dass  folglich  zur  Bestimmung  von 
P  im  Allgemeinen  neun  Puncto  erforderlich  sind.  Man  kann  sich 
aber  die  Fortsetzung  des  Neti;es  noch  einfacher  auf  solche  Weise 
vorstellen,  dass  jeder  neue  Punct  als  der  Durchschnitt  einer  Geraden 
durch  zwei,  und  einer  Ebene  durch  drei  bereits  gefundene  Puncte 
erhalten  wird,  und  daher  in  Allem  nur  fünf  Puncte  zu  seiner  Be- 
stimmung erfordert  werden. 

Denn  seien  F,  G,  H  die  drei  schon  bekannten  Pnncte,  wodurch 
die  Ebene  a  bestimmt  whd.  Hieraus  werden  erhalten  /,  als  der 
Durchschnittspunct  der  Geraden  FG  mit  der  Ebene  /5,  und  K  als 
der  Durchschnitt  von  PH  mit  ß;  so  sind  /  und  K  zwei  Puncte  in 
der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  a  und  ß,  und  mithin  der  Durch- 
schnittspunct  P  aller  drei  Ebenen  a,  ß,  y  einerlei  mit  dem  Durch- 
schnitte der  Geraden  IK  und  der  Ebene  /, 

"Werde  nun  diese  letztere  durch  die  drei  schon  früher  erhaltenen 

Puncte  L,  M,  N  bestimmt.    Man  setze  die  fünf  Puncte  J,  K,  L,  M,  N: 

il  =  i'a  J;  -H  C'b  B  +  i"G  C  +  rdD , 

TtK^  ■A'aA  +  W'bB  +  ■/"cO-i-K""dn, 

iL  =  l'ciA  +  ...,     mM=  ^'aA-\-..,,     nN=  v'aA-\-  ... 

Somit  hat  man  fünf  Gleichungen,  aus  denen  man,  nach  Elimi- 
nation von  aA,  bB,  cC  und  dD,  eine  Gleichung  von  der  Form 
bekommt: 

izZ+  ■/.kK+  IIL  -\-  ^imM-\-  vnN^  0, 

deren  Coefficienten  i,  x,  ?.,  /.i,  v  aus  den  Coefficienten  i',  x,  ?.'.  /(', 
v',  i"f  x",  ...  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden. 

Hieraus  folgt  P,  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  IK  mit  der 
Ebene  LMN: 

p  =  „■/+  -AhE=  IIL  +  fimM+  vnN, 
und  wenn  man  darin  für  il  und  kK  ihre  durch  aA,  bB,  cC,  dD 
ausgedi'ückteii  Werthe  substituirt,  \Lnd  der  Kürze  willen 

(('4-z,t'=  rp,     ti"-|-  -/x"=  X,     "'"+  "-''<"'=  '/'.     """+  '''•^""=  w 

P=  <paA  +  xhB  -\'  ^pcC -^  lodD. 
Sind  demnach  die  Coefficienten  i',  k',  %' ,  fi',  v',  t",  x",  ...  rational, 
■so  haben  auch  die  Coefficienten  i,  ■/.,  X,  {i,  r,  folghch  auch  <p,  y_,  ip,  lo 
rationale  Werthe,  Sind  folghch  die  Ausdrücke  der  fünf  Puncte  I,  K, 
L,  M,  N  von  der  im  LehrsafKe  angezeigten  Form,  so  ist  es  auch  der 
Ausdruck  des  neuen  durch  sie  bestimmten  Pimctes  P.     Nun  kommt 
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aber  diese  Form  den  Ausdrücken  der  fünf  Hauptpuncte 

A,  B,0,ß,£  =  aA-!r...  +  dn 
selbst  zu   (vergl,  §.201);   mithin   auch  den  Ausdrücken  aller  daraus 
abgeleiteten  Puncte,  d,  h.  aller  übrigen  Puncte  des  Netzes. 

§.  212.  Zusätze,  a]  Jeder  Punct  der  Geraden  IK,  welcher 
zugleich  ein  Puiict  des  Netzes  ist,  hat  einen  Ausdruck  von  der  Form 
iiI-\~KkK,  wo  (  und  y.  von  einem  Puncte  zum  anderen  veränder- 
lich und  rational  sind.     Wii"  folgern  hieraus,  wie  in  §.  202,  a: 

Jedes  in  dem  Netz  im  Baume  sich  hildende  Doppelschnittsver- 
hältniss  ist  rational. 

h)  Jeder  in  der  Ebene  LMN  begriffene  Punct  des  Netzes  hat 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

UL  +  iimM-^vnN, 
wo  }.,  fi,  V  von  einem  Puncte  des  Netzes  zum  anderen  veränderlich 
irnd  rational  sind.    Durch  geradlinige  Verbindung  irgend  vier  solcher 
Puncte  müssen   daher   alle    übrigen  in  die   Ebene  LMN  fallenden 
Puncte  des  Netzes  abgeleitet  werden  können  (§.  204];  oder: 

Das  System  von  Geraden,  in  welchem  eine  Ebene  eines  Netzes  im 
Räume  von  den  übrigen  Ebenen  des  Netzes  geschnitten  mrd,  bildet  ein 
Netz  in  einer  Ebene. 

cj   Sei  noch 

oO  =  o'aA-ir  o'bB  +  o"cC  +  o""d£l 
ein   Punct    des   Netzes    im   Räume,    und    daher   o',  ...,  o""   rational. 
EUminirt   man  aus   dieser   Gleichung  und  den   obigen   Gleichungen 
für  /,  K,  L,  M  die  Pundamentalpuncte  A,  B,   G,  D,   so  erhält  man 
für  0  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

0  =  i,iI+y.,kJi:+l,lL-i-fi,mM, 
wo  t,,  ...,  f.1,  rational  sind;  also  einen  Ausdruck,  welcher  den  Puncten 
des  Netzes  zukonunt,  das  aus  den  fünf  Puncten  J,  K,  L,  M  und 

N=  iiI-^%hK+UL  +  umM, 
als  Hauptpuncten ,  abgeleitet  werden  kann.  (Vcrgl.  §.  202,  b.)  Da 
nun,  wie  der  folgende  §.  zeigen  wird,  nicht  nur  jeder  Punct  dieses 
Netzes  seinem  Ausdrucke  nach  von  einer  solchen  Form  ist,  sondern 
auch  umgekehrt  jeder  Punct  von  dieser  Form  zu  dem  Netze  selbst 
gehört,  80  schliessen  wir  analog  mit  §.  204: 

Je  fünf  Puncte  eines  Netzes  im  liaume,  von  denen  keine  vier  in 
einer  Ebene  Hegen,  hönnen  als  die  fünf  Hauptpuncte  betrachtet,  und 
daraus  alle  übrigen  Puncte  durch  fortgesetztes  Legen  von  Ebenen  ge- 
funden werden. 
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§.  213.     Lehrsatz,     Sind  A,  B,   C,  I)  mul 
E=aA-\-}}B-Yo0^dD 
fünf  gegebene  Pimcte,   von  denen  keine  viei'  in  einer  Ebene  liegen, 
so  kann  man  zn  jedem  seclisten  Puncte 

P~  (paA^yhB^  ipcC+vjdD, 
wenn   (p,  x,  ip,  i"  in  rationalen  Verhältnissen   zu   einander    stehen, 
durch  forlgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteren  gelangen. 

Beweis.  Man  lege  die  Ebene  ABC  und  ziehß  die  Gerade  DE, 
welche  jene  im  Puncto 

D'=aA  +  I.B  +  cG 
sehneidet,   so  kann  man  naeh  §.  203   durch   fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Puncte  A,  B,  C,  D'  den  Punct 

(paA  +  x^B  +  ifJcC—  Q 
finden.     Eben  so  erhält  man  in  der  Ebene  ABD  den  Punet 

C"=aA~^hB  +  dD, 
als  Durchschnitt   dieser  Ebene  mit  der  Geraden   CE,    und   hieraus 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  Puncte  A,  B,  D,  C  den  Punet 

(paA-\-xbB-\-c)dD  =  R. 
Zieht  man  nun  die  Geraden  DQ  und  CR,   so  werden  sich  diese  irr 
dem  gesuchten  Puncte 

P~  fpaA  +  xbB  +  ^pcO+iodD 
sehneiden. 

§.  214.  Lehrsatz,  Sind  A,  B,  C,  D,  E  fünf  gegebene  Puncte, 
^on  denen  "keine  vier  in  einer  Ebene  Hegen,  und  ist  P  ein  gegebener 
sechster,  so  kann  man  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteroi 
mit  Ebenen  einen  Punct  ßnden,  der  mit  dem  sechsten  entweder  zu- 
sammenfällt, oder  von  ihm  tim  einen  Abstand  entfernt  liegt,  der  Meiner 
ist  als  jeder  gegebene. 

Beweis.  Seien,  A,  B,  O,  D  zu  Fundamentalpuncten  genommen, 
E=aA  +  bB  +  cC-^dD,     P^pA  +  qB  +  rC+sD. 

Man  setze 

P=(paA-]--/_bB-i-\pcC'^(aäD. 
Sind  nun  die  gegenseitigen  Verhältnisse  der  Coefficienten  (p,  %,  ip,  i-j 
rational,    so    lässt    sich    f§,  213)    durch    fortgesetzte   Verbindung    der 
Puncte  A,  B,  C,  Z>,  E  ein  mit  P  zusammenfallender  Punct  finden. 
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Sind  aber  clieee  Verhältnisse  alle  oder  docli  etliche  dereelben 
irrational,  so  beschi-eibe  man  um  P  mit  dem  gegebenen  Abstände, 
als  Halbmesser,  eine  Kugel,  vmd  um  dieselbe  eine  sie  einhüllende 
Kegelfläche,  welche  D  zur  Spitze  hat.  Diese  Kegelfläche  wird  die 
Ebene  ABC  m  einer  ElUpse  schneiden,  —  den  Fall  ausgenommen, 
wo  die  Kugel  von  der  durch  D  mit  ABC  parallel  gelegten  Ebene 
geschnitten  oder  berührt  wird.  Um  aber  auch  in  diesem  Falle  eine 
ElUpse  zu  erhalten,  nehme  man  an  der  Stelle  jener  Kugel  eine 
andere  in  ihr  enthaltene  Kugel,  welche  von  der  gedachten  Ebene 
nicht  geschnitten  oder  berührt  ivird.  —  Man  ziehe  mm  die  Gerade 
DE,  welche  die  Ebene  ABC  im  Puncte 
aA  +  hB-\-cC 
trifft,  lind  es  lässt  sich,  ganz  so  wie  in  §.  205,  darthun,  dass  es  in 
der  Ebene  ABC  innerhalb  jener  Elhpse  Puncte  gicbt,  in  derezi 
Aiiadriickcn, 

zZ  r=  (p'a  A-\-  x'bB  ~r-  ip'c  C 
9>',  %',  ^'  rational  sind.     Man   verbinde   einen   solchen  Punct  Z  niit 
D  durch  eine  Gerade,  so  wird  diese  die  Kugelfläche  in  zwei  Puncten 
M  und  N  schneiden,  welche  man 

M=mdD  +  ;sZ  und  N=ndD  +  :^Z 
setze.  Sei  nun  co'  eine  zwischen  m,  und  n  fallende  rationale  Zahl,, 
so  ist  üi'dD-\-zZ  ein  zwischen  J/"  \md  iV,  folghch  innerhalb  der 
Kugel  liegender  Punct,  folglich  ein  Pnnct,  der  von  P  vim  einen 
Abstand  entfernt  ist,  welcher  kleiner  ist,  als  der  gegebene.  Zugleich 
aber  ist  der  Ausdmck  dieses  Punctes 

fä'äB-\-zZ^  tp' aA  +  ibB  ^ip' cC ^  o>' dB , 
wo  (p' ,  %,  1/;',  w'  rationale  Zahlen   sind.     Mithin   kann  dieser  Punct 
zugleich  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Puncte  A,  B,  G.  D,  B 
gefunden  werden. 


Von  TieleckschnittsTeiiiältnissen, 

§.  215.  Bezeichnen  A,  B,  ...,  aA  +  hB-\- ...  die  vier  oder 
fünf  Hauptpuncte  eines  Netzes  in  einer  Ebene  oder  im  Baume,  und. 
sind 

iI=i'aA  +  i'bB  +  ...,     kK  =  v;aA  +  -/'bB^  ..., 

wo  i\  i,  ..-,  */,  ■■-  rationale  Zahlen  vorstellen,  irgend  zwei  andere 
Puncte  des  Netzes  (Fig.  48) ,  so  kann  jeder  in  der  Geraden  IK  ent- 
haltene Punct  des  Netzes, 
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'>B+. 


r^iil+y.kK, 
odei'  einfacher 

=  iiI+kK 
gesetzt  werden,    wo  (  eine  rationale  Zahl  ist  (§.  2Ü2,  a  und  g.  212,«). 
Wir  zogen  hieraus   (ebendaselbst)   den   Schliiss,    dass  jedes   aus  den 
Puncten  eines  Netzes  entstehende  Doppel- 
schnitts verhältniss  einen  rationalen  "VVerth 
haben  müsse.      Dieser  Schlnss    lässt  eich 
aber  noch  sehr  veralte i 
Denn  sei 

IL  ^=  X'aA-\-'K 

ein  beliebiger  di'itter  Punct  des  Netzes, 
also  X',  %",  ...  rational,  ao  wird  man  auf 
gleiche  Weise  einen  in  die  Gerade  KL  fallenden  Netzpunct, 

Q  =  x/cK+  IL, 

und  einen  in  der  Geraden  LI  begriffenen, 

R  =  XIL  +  il 

setzen  können,  wo  x  und  X  rational  sind. 

Werden  nun  diese  Ausdrücke  für  P,  Q,  R  in  Proportionen  auf- 
gelöst, so  kommt ; 

_IP   _   k      KQ  _J_     LR  _   i 

PK  ~  '11'    QL~  %V    RI  ~  II ' 

i  man  diese  Proportionen  zusammensetzt: 

IP      KQ     LR  _     1 

PK   '  QL'   EI~~  1-/.X' 


und  ^ 


3] 


d.  h,  das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  IK,  KL,  LI  des  Dreiecks  IKL  in  P,  Q,  R  geschnitten 
werden,  und  welches  wir  krrrz  ein  Dreieckschnittsverhältniss 
nennen  wollen,  ist  rational.  Die  einfachsten  Beispiele  hier-zri  sind 
die  Sätze  1)  und  2)  in  §.  198. 

Sei  M  noch  irgend  ein  anderer  Netapunct,   der,   wenn  das  Netz 
im  Eaume   enthalten  ist,    auch  ausserhalb  der   Dreiecksebene  IKL 
liegen  kann.     Seien  ferner  S  und  T  zwei  Netzpuncte,   welche  resp. 
in  den  Geraden  LM  und  IM  liegen,  so  mrd,  aus  demselben  Grunde 
wie  vorhin,  das  Dreieckschnittsverhältniss 
IR      LS      MT 
RL'  SM'    TL 
rational   sein,     Alultiplicirt   man  dasselbe  in  das   vorige,   also  Ratio- 
nales mit  Eationalem,   so  kommt 
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IP      EQ     LS      MT 
PK   ■  QL  "  SM'    TI  ' 


d.  i.  das  Verhältniss ,  zusammengesetzt  aus  den  Verhältnissen,  nach 
■welchen  die  Seiten  des  Vierecks  IKLM  in  P,  Q,  S,  T  getheilt 
werden.  Dieses  Verhältnisa,  welches  kurz  ein  Viereckschnitts- 
veihältniss  heissen  kann,  wird  daher  ebenfalls  einen  rationalen 
Werth  haben. 

Construirt  man  über  der  einen  Seite  dieses  Vierecks,  z.  B,  über 
MI,  ein  neues  Dreieck  MNI,  dessen  Spitae  iV  wiederum  ein  Punct 
des  Netzes  ist,  und  nimmt  in  den  Seiten  desselben  MN  und  NI 
zwei  Netzpuncte  U  und  V,  so  erhellet  nach  derselben  Schlussart 
die  Rationalität  des  Fünfecksclinittsverhältnisses: 
IP  KQ  LS_  MV_  NV 
J  PK   ■  QL  "   SM  '   UN  '   vi'' 

und  so  fort  bei  Vielecken  von  noch  mehreren  Seiten.  Wir  stellen 
daber  die  allgemeine  Erklärung  auf: 

Ein  Vieleckschnittsverhältniss  [ratio  sectionaUs  polygonica)  ist  ein 
VerJiältniss ,  zusammengesetzt  aus  den  Verhdltmssen,  nach  welchen  hei 
einem  ebenen  oder  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  Vielecke  Jede  Seite, 
—  den  Anfangs-  und  Endpunct  derselben  zum  End-  und  Anfangspunct 
der  anliegenden  Seiten  genommen,  —  von  einem  beliebigen  dritten  in 
der  Seite  selbst  oder  in  ihrer  Verlängerung  hegenden  Puncto  ge- 
schnitten wird. 

Und  nun  das  Theorem: 

Jedes  Vielechschnittsii&)-häUniss ,  bei  welchem  sov:ohl  die  Spitzen 
des  Vielecks,  als  die  Schneidepuncte  der  Seiten  Puncte  eines  Netzes  in 
einer  Eberte  oder  im  Räume  sind,  hat  einen  rationalen   Werth. 

§.216.     Zusätze,     a)    Als    das    einfachste    Vieleckschnitts  Ver- 
hältnis s    ist    das    Doppelschnittsverhältniss    zu   betrachten.      Schreibt 
mau  nämlich  das  Doppelschnittsverhältniss 
AC      AI) 
OB  "   DB 
unter  der  Form 

21  AC      BD 

''J  CB  '   DA' 

so  ist  es  das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  zwei 
Seiten  AB  und  BA  eines  Zweiecks,  ersteie  in  O,  letztere  in  //, 
geschnitten  werden.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  könnte  man  daher 
auch  ein  Zweieckschnittsverhältniss  nennen. 
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b]  Die  Rationalität  eines  in  einem  Netze  sich  bUdonden  Viel- 
ecks chnittsTerhältniss  es  lässt  sich  sehr  leicht  auch  dadurch  beweisen, 
dass  man  es  nach  und  nach  auf  ein  in  demselben  Netze  enthaltenes 
und  folglich  rationales  Doppelschnitts-  oder  Zweieckschnittsver- 
hältniss  redueirt.  Denn  seien,  wie  vorhin,  P,  Q,  li  die  Schneide- 
puncte  der  Seiten  des  Dreiecks  IKL.     Man  setze 

IL-  PQ~X, 
so  ist  auch  X  ein  Punct  des  Netzes,  und  nach  §.  IDS,  2; 
IP      KQ  _        IX 
PK   '  QL"        XL' 
Hierdurch    aber    reduch'en    sich    die    Viel eckschnitts Verhältnisse 
3],  4],   5],   ...  auf: 

_  IX^     -^     _IÄ     j^     ^Z 
XL    '   HI'  XL  '  ^'J/    ■     TI  ' 

_  /X  LS_  MU_  NV 
XL  SM  '  UN  "  VI ' 
also  auf  die  Formen  2],  3],  4],  ...,  von  denen  man  nun  auf  gleiche 
Weise  das  zweite  und  die  folgenden  auf  die  Formen  2],  3],  ...,  und 
mithin  jedes,  nach  genugsam  wiederholter  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens, auf  die  Fonn  2],  d.  i.  auf  ein  aus  Netzpunctcn  gebildetes 
Doppelschnittsverhältniss  bringen  kann, 

c)  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Spitzen  des  Vielecks  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen, 
kann  ein  Viele ckschnittsverhältniss  unmittelbar  als  ein  Product  aus 
Doppelschnitts  Verhältnissen  ausgedi-ückt  werden.    Denn  alsdann  wird 

tl      _  _  (I^     ^\  (IR     ^\ 
J      ~        \PK   "   Qlj  \QL  ■   Rlj 

=  — {/,  Jf,  P,  Q)  {I,L,  Q,R], 

^     "  \PK   ■  QL}  \QL  "   Slj  \SM  '    Tlj 

^  (J,  K,  P,  Q)  [/,  L,  Q:  S)  (I,  M,S,  T); 
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Siebentes  Capitel. 

Von  der  Verwaiidtscliaft  der  Collineatiou. 


§.  217.  Die  in  den  ersten  Capiteln  des  gegenwäi'tigen  Ab- 
schnitts erklärten  vier  Verwandtschaften  hatten  sämmtlich  dieses  mit 
einander  gemein,  dass  bei  zwei  in  einer  dieser  Verwandtschaften 
stehenden  Figuren,  —  wenn  anders  nicht  jede  Figur  bloss  ein  Sy- 
stem von  Puncten  in  einer  Geraden  war,  —  jeder  Gferaden  der  einen 
Figur  eine  gerade,  nicht  krumme,  Linie  der  anderen  entsprach,  und 
dass  folglich  bei  Figuren  im  Räume  jede  Ebene  der  einen  Figur,  in 
der  anderen  Figur  gleichfalls  eine  Ebene  zur  entsprechenden  Fläche 
hatte.  Zu  dieser  gemeinsamen  Eigen thümlichkeit  musste,  wenn  die 
Figuren  einander  affin  heissen  sollten,  die  Gleichheit  der  Verhält- 
nisse zwischen  sich  entsprechenden  Theilen  der  Ebene  oder  des 
Baums  hinzukommen.  Die  Affinität  war  die  allgemeinste  Verwandt- 
schaft, und  es  traten  daher  noch  andere  Bedingungen  hinzu,  wenn 
die  Figuren  einander  gleich,  oder  ähnhch,  oder  beides  zugleich  sein 
sollten. 

Gegenwärtig  soll  nun  das  sich  Entsprechen  gerader  Linien  (und 
Ebenen)  als  alleiniges  Merkmal  verwandter  Figur'en  beibehalten,  und 
somit  eine  Verwandtschaft  aufgestellt  werden,  welche  allgemeiner 
noch  als  die  Affinität,  ja  die  allgemeinste  ist,  nach  welcher  in  dem 
TheUe  der  Geometrie,  welcher  sich  bloss  mit  Geraden  und  Ebenen 
beschäft^t,  Figuren  einander  verwandt  heissen  köimen.  (Bei  einer 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft,  —  und  deren  lassen  sich  unend- 
lich viele  denken,  —  wird  einer  Geraden  eine  Curve,  und  einer 
Ebene  eine  krumme  Fläche  entsprechen.) 

Das  Wesen  dieser  neuen  Verwandtschaft  besteht  also  darin,  dass 
bei  zwei  ebenen  oder  körperhchen  Räumen,  jedem  Puncto  des  einen 
Raums  ein  Punct  in  dem  anderen  Räume  dergestalt  entspricht,  dass, 
wenn  man  in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von 
allen  Puncten,  welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden  {coIU- 
neantur),  die  entsprechenden  Puncte  in  dem  anderen  Räume  gleich- 
falls durch  eine  Gerade  verbunden  werden  können. 

Es  ist  deshalb  diese  Verwandtschaft  die  Verwandtschaft  der 
Collineation  genai^nt  worden.     Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 
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findet,  heisseii  coUincai'  vei'wancltD,  oder  sclilechthiii  collincare 
Figuren. 

§.  218.  Die  Alt  und  Weise,  nach  der  man  die  Puucte  zweier 
ßäume,  bloss  dem  so  eben  erklärten  Gesetze  der  CoUineation  ge- 
mäss, gegenseitig  auf  einander  beziehen  kann,  eihellet  ganz  leicht 
aus  den  im  vorigen  Capitel  entwickelten  Eigenschaften  der  geome- 
trischen Netze. 

Denn,  um  mit  ebenen  Figuren  den  Anfang  zu  machen,  so  ent- 
spreche dem  Puncte  A  (Fig.  49)  in  der  einen  Ebene,   der  Punct  Ä' 


in  der  anderen,  dem  B  in  der  einen,  der  B'  in  der  anderen,  und 
folglich  jedem  Puncte  in  der  Geraden  AB,  ein  gewisser  Punct  in 
der  Geraden  AB'.  Sei  femer  C  ein  ausserhalb  AB  befindlicher 
thitter  Punct  in  der  ersten  Ebene,  welchem  man  in  der  zweiten 
einen  willkürhch  ausserhalb  A!B'  genommenen  Punct  C"  entspre- 
chend setze,  so  wird  wiederum  jedem  Puncte  der  Geraden  AC  und 
BC  ein  Pxrnct  in  den  resp.  Geraden  A!C'  und  B'C  entsprechen. 
Welcher  Punct  aber  in  den  Linien  AB',  A'C  oder  B'C  irgend 
einem  gegebenen  in  den  Linien  AB,  AC  oder  BC  als  entsprechend 
zugehöre,  bleibt  bis  auf  die  Puncte  A,  B,  O,  A',  ...  selbst  noch 
\inbestimmt.  Man  nehme  daher  willkürlich  noch  ein  viertes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte,  D  und  D',  ausserhalb  jener  Geraden, 
und  es  werden  die  Puncte  der  Geraden  A'D',  B'I)' ,  CD'  ihre  ent- 
sprechenden in  den  Geraden  AD,  BD,  CD  haben.  Zugleich  aber 
werden  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  vorigen  zu  neuen 
Paaren  sich  entsprechender  Puncte  hinführen.  Setzt  man  nämlich: 
AD-  BC~E,  BD  AC  =  F,  CD-  AB=G, 
A'D'-  B'C'=B',  B'D'-  A'C=F',  CD'-  A'B'=  G', 
so  muss  E',  als  gemeinschaftlicher  Piinct  der  Geraden  A'D'  und 
B'C,  dem  E,  als  dem  gemeinschaftlichen  Puncte   der  Geraden  AD 
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und  B  C,  und  aus  gleichem  Grunde  F'  dem  F,  und  G'  dem   G  ent- 
sprechen. 

Man  ziehe  ferner  die  Geraden  EF,  EQ,  FG  und  E'F',  E'G\ 
F'G',  und  setze: 

EF-  CD  =  H,     EF-ÄB  =  I, 

E'F'  ■  C'D'~  H',     E'F-  A'B'~  7', 

etc.,   so  sind  H  und  II' ,  I  und  /',  etc.  sich  entsprechende   Puncte. 

Ganz  so,  wie  im  vorigen  Capitol,  lässt  sich  nun  dieses  Verbinden 
der  immer  neu  entstehenden  Diirchschnittspuncte  in  beiden  Ebenen 
ohne  Ende  fortsetzen,  und  somit  eine  unendliche  Menge  sich  ent- 
sprechender Puncte  finden. 

Da  man  nun,  vermöge  §.  205,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
von  vier  Puncten  in  einer  Ebene  durch  gerade  Linien  zu  jedem 
gegebenen  fünften  Puncte  in  derselben  Ebene  entweder  unmittelbar, 
oder  doch  in  sofern  gelangen  kann,  dass  man  einen  anderen  findet, 
welcher  von  dem  fünften  um  weniger,  als  um  jeden  gegebenen  Ab- 
stand entfernt  ist;  so  muss  sich,  nachdem  die  vier  ersten  Paare  ent- 
sprechender Puncte  A  und  A! ,  ...  nach  Belieben  bestimmt  worden 
sind,  für  jeden  Punct  P  der  einen  Ebene  ein  entsprechender  P'  in 
der  anderen  angeben  lassen;  dergestalt  nämhch,  dass  man  dieselbe 
Operation  des  Ziehens  gerader  Linien,  durch  welche  man,  von  A,  B, 
C,  D  ausgehend,  zu  P  zu  gelangen  im  Stande  ist,  in  der  anderen 
Ebene,  von  A' ,  B' ,   C,  D'  ausgehend,  wiederholt, 

§.  219.  Jeder  Punct  P,  den  man  diirch  fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Puncte 

A,  B,   C  und  X>^aA  +  bB  +  cC 
findet,  hat  nach  §.  201  einen  Ausdruck  von  der  Form; 

tpaA  +  xBB  +  jpcC, 
"WO  (p,  X,  Xp   bloss  von  der  Art  und  Weise  der   fortgesetzten  Verbin- 
dung und   nicht  zugleich  von  «,  5,  c   abhängige  Coefficienten  sind. 
Dem  so  eben  Gesagten  zufolge  wird  daher, 

I)'^a:A'-\-b'B'+c'C' 
gesetzt, 

P'=  (paA'-irx^'B'-\-  ^c'C 
sein,   wo   9,  /,  \p  dieselben  "Werthe,   als   in  dem  Ausdrucke  für  P, 
haben.     Da  nun  auch  umgekehrt  jeder  Punct  der  Ebene  ABU, 
^rpaA  +  x^ß  +  'f^O 
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gesetzt  und  nach  Angabe  dei-  Wcrthe  von  (f,  X,  ip  durch  blosses 
Ziehen  gerader  Linien  gefuudeu  werden  kann,  nwr  mit  der  Be- 
merkung, dass,  wenn  die  Verhältnisse  dieser  Coefficienten  iiTational 
sind,  die  Anzahl  der  zu  ziehenden  Linien  unendlich  wii-d,  so  lassen 
sich  bei  der  CoIHneationsverwandtschEift  ebener  Figuren,  entsprechende 
Puncte  auch  folgendergestalt  barycentrisch  definiren: 

Werden  vier  beliebigen  Tuncten  A,  B,   C,  D  der  einen  Ebene, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  vier  beliebige  Puncte 
A',  B' ,  C,  D'  unter  der  nämlichen  Bedingung  in  der  anderen  Ebene 
entsprechend  angenommen,   so   entspricht  jedem  anderen   Pnncte  P 
in  der  ersten  Ebene  der  Punct  P'  in  der  zweiten,  wenn, 
B  —  aA-^hB-k-oC,     P=pA  +  qB-\-rC, 
JJ'=  a'^'+  5'B'+  c'C,     P'  =  p'A'+  q'B-+  r'C 
gesetzt,  sich  verhalten: 

Man  kann  daher  auch  sagen:  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
eines  Punctes, 

cpaA  +  xhB-ir-ipcC, 
sind  fiii'  eine  und  dieselbe  Ebene  A,  B,  0,  a,  b,  c  constant,  rrnd  von 
einem  Puncte  der  Ebene  zum  anderen  ^,  %,  yp  veränderlich ;  dagegen 
von  einer  Ebene  zur  anderen  A,  B,  O,  a,  b,  c  veränderlich,  und  für 
sich   entsprechende  Puncte  verschiedener  Ebenen  tp,  %,  ip  constant. 

§.  220.  Zusätze.  ö)  Hat  man  die  vier  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  A  vmd  A',  B  und  B' ,  C  und  C,  D  und  D' 
festgesetzt,  so  wird  jedem  anderen  Puncte  P  der  Ebene  ABC  ein 
Punct  P',  und  nur  einer,  in  der  Ebene  A'B'O'  entsprechen.  Denn 
mit  den  Pnncten  A,  B,  C,  D,  P  sind  die  Verhältnisse  a  :  h  :  c  und 
<p  '■  %  '■  ip,  und  mit  den  Puncten  A',  B',  C ,  D'  die  Verhältnisse 
«':  b' :  c'  gegeben;  folghch  sind  auch  in  dem  Ausdrucke  für  P'  di& 
Verhältnisse  ipa':  %h' :  ypc',  und  mithin  P'  selbst,  unzweideutig  be- 
stimmt. 

b)   Ist  in  den  Ausdrücken  zweier  sich  entsprechender  Puncte, 
(fciA+'/bB+tpcC  und  (pa'A'-hx^'B'-l'Xpc'C', 
die  Summe  der  Coefficienten  des  einen 

9«  +  Z^  +  Vc  =  0, 
so  folgt  daraus  nicht,   dass  auch 

(pa'-\-  xb'-'r  ipo'^  0 
ist.    Einem  unendlich  entfernten  Pnncte  der  einen  Ebene,  d,  h,  einem 
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solchen,  der  als  der  Durchachnitt  zweier  Parallelen  anniisehen  ist, 
wird  daher  im  Allgemeinen  nicht  ehenfalls  ein  unendlich  entfernter 
in  der  anderen  Ebene  entsprechen;  und  umgekehrt  kann  es  der  Fall 
sein,  dass  von  den  Geraden,  welche  sich  in  der  einen  Ebene  in  P 
schneiden,  die  entspro  eh  enden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  ein- 
ander parallel  laufen, 

c)    Bezeichnen  (p ,  ■/_,  ip    gegebene    Functionen    einer  Veränder- 
lichen, so  sind 

ipaA-^-tbB-^ypcC  und  (piJ A-\-yl'B'-\-\pc'C' 
die  Ausdrücke  zweier  sich  entsprechenden  Linien.  Da  sich  die 
Coefficienten  dieser  Ausdrücke  nur  durch  die  Verschiedenheit  der 
^  %  Xj  ^  multiplicirten  Constanten  unterscheiden,  so  erhellet,  dass 
auch  bei  der  CoUineatioi^veiwandtschaft  die  Ordnung  der  Linien 
sich  nicht  ändert.  Wie  schon  die  in  §.  217  gegebene  Erklärung  ver- 
langt, entspricht  daher  einer  Geraden  eine  Gerade.  Eemer  wird  die 
einer  Linie  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  entsprechende 
Linie  ebenfalls  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  sein,  Einer 
gegebenen  EUipse  kann  aber  nicht  nur  jede  andere  Ellipse,  wie  bei 
der  Affinität  (§.  173),  sondern  auch  jede  Hyperbel  und  jede  Parabel 
entsprechen,  oder  mit  anderen  Worten:  sämmtliche  drei  Arten  von 
Kegelschnitten  sind  colUnear  venvandt.  Dies  erhellet  sogleich  dar- 
aus,  dass  sich  jedes  Kegelschnittes  Ausdruck  auf  die  einfache  Form 

aA  +  bvB  +  cp^O 
hi-ingen   lässt    (§.  61,  IV),    bei    der    Collineationsverwandtschaft    aber 
nicht  niu'  die  Puncte  A,  B,  C,  sondeiTi  auch  die  Coefficienten  «,  5,  c 
"von  einer  Figur  zur  anderen  veränderlich  sind. 

§.  221.     In  dem  allgemeinen  Ausdrucke 

rpaA  +  x^li  +  n'<'<^ 
eines  Punetes,  welcher  dem  aus  den  vier  Hauptpuncten 

A,  B,  C  und  aA-\-hB-\-oC 
entspringenden  ebenen  Netze  zugehörte,  standen  (p,  %,  \p  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  zu  einander,  und  alle  anderen  bei  dem  Netze 
als  rational  erwiesenen  Verhältnisse  waren  es  deshalb,  weil  sie,  als 
rationale  Functionen  solcher  Verhältnisse,  wie  (p  :  x  '■  ^,  dargestellt 
werden  konnten.  Bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung,  welche  sich 
nicht  bloss  auf  die  Netzpuncte,  sondern  auch  auf  alle  anderen  Puncte 
der  Ebene  erstreckt,  sind  nun  zwar  die  Verhältnisse  <p  :  x  '•  'P  licht 
mehr  rational,  zeichnen  sich  aber  dadurch  aus,  dass  sie  von  einer 
Ebene  zur  anderen  ihre  Werthe  behalten.    Wir  können  folglich  den 
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Sehluse  machen,  dass  alle  bei  dem  Netz  als  rational  erwiesenen  Ver- 
hältnisse gegenwärtig  von  einer  Ebene  zur  anderen  constant  sind. 
Dies  berechtigt  uns  weiter  zu  nachstehenden  Folgerungen: 

1)  Nach  §.  204  können  je  vier  Puncte  I,  K,  L,  M  eines  ebenen 
Netzes,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  als  Ilaupt- 
puncte  genommen  worden;  oder  mit  anderen  Worten:  ist 

M=iI+kK+lL, 
und  wird  irgend  ein  anderer  Punct  des  Netzes 

gesetzt,  so  sind  die  Verhältnisse  i:  'a  :  X  rational.  Bezeichnen  daher 
/,  ...,  M,  P  überhaupt  fünf  Puncte  einer  Ebene,  und  sind  /',  ,..,  M' ,  P' 
die  ihnen  entsprechenden  in  einer  colhnearen  Figur,  so  mnss,  wenn 

gesetzt  wird, 

P'=  tn'+-/.k'K'-\-  UL' 
sein.  Sind  folghch  zwei  Figuren  nach  der  in  §.  219  gegebenen  Er- 
klärung colhnear  verwandt,  so  sind  sie  dies  nicht  bloss  in  Bezug  auf 
ein  bestimmtes  System  von  vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncte 
{A  und  J!,  ...,  D  und  D'),  sondern  können  auch  auf  jedes  andere 
System  dieser  Art  (/  und  /',  ...,  M  und  M')  als  collineare  Figuren 
bezogen  werden. 

Systeme,  deren  jedes  nur  aus  vier  Puncten  in  einer  Ebene  be- 
steht, lassen  sich  stets  als  colhnear  verwandt  betrachten,  —  eben  so, 
wie  alle  Dreiecke  einander  affin,  und  alle  Systeme  von  bloss  zwei 
Puncten  einander  ähnlich  sind. 

2)  "Wir  haben  in  §.  202,«  gesehen,  dass  alle  Doppelschnitts  Ver- 
hältnisse eines  ebenen  Netzes  rational  sind,  und  achliessen  daraus, 
dass  Doppels  chnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten 
collinearer  Figuren  gleiche  Werthe  haben.  Sind  also  A,  B,  O,  D 
vier  Puncte  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  und 
A',  ..,,  D'  die  ihnen  entsprechenden  und  daher  gleichfalls  in  einer 
Geraden  begriffenen  Puncte  der  anderen  Figur,  so  ist 

[A,  B,  C,  D)  =  {A-,  B',  C,  Z>'); 
und    überhaupt,    sind  A,  .,.,  F  beliebige    sechs    Puncte    der    einen 
Figur,  und   A',  ....  F'   die  ihnen    entsprechenden   der  anderen,    so 
-ist  (§.  190): 

(A,  B,  CD,  FF]  =  [Ä,  B',  CD',  FF']. 
Man  setze 

AB  ■  CD  =  31,     AB  ■  EF~  N, 
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SO  verliält  sich: 

AM  :  BM=  ACD  :  BCD, 

AN  :  BN=  AEF  :  BEF; 

(veigl.  den  Beweis  zu  §.  188),  folglich  ist 

A  PT)       A  P F 
(Ä,  B,  CD,  EF)  -  [A,  B,  M,  S)  =  ^j^  :  -gjrg-, 

lind  wir  können   unsem  Satz  allgemein  verständlich  so  ausdrücken: 

Werden  die  Funde  zweier  Ebenen  dergestalt  auf  einander  be- 
zogen, dass  je  drei  Funden  der  einen  Ebeiie,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  gleichfalls  in  einer  Geraden  be- 
griffene Functe  entsprechen:  so  ist,  wenn  A,  ß,  O,  D,  E,  F  be- 
liebige sechs  Fitncie  der  einen  Ebene  bezeichnen,  das  VerhäUniss 
zwischen  den  Dreiecken 

ACD     AEF 
CDB  ■  EFB 
dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  sechs  Funden  der  anderen  Ebene 
gebildeten  Verhältmsse  gleich. 

Von  den  zwei  Gliedern,  woraus  dieses  Verhältniss  zusammen^ 
gesetzt  ist,  und  welche  gleichfalls  Verhältnisse  sind,  ist  bei  affinen 
Figuren  schon  jedes  Glied  für  sich,  wie  ACD  :  CDB,  —  und  von 
den  zwei  Gliedern  dieses  letzteren  Verhältnisses,  hei  gleichen  Figuren, 
ebenfalls  jedes  für  sich,  wie  ACD,  ■ —  von  der  einen  Figur  zur 
anderen  constant.  Dieselbe  Bemerkung  wird  sich  bei  coUinearen 
Figuren  im  Baume  und  in  geraden  Linien  iviedcrholen  lassen,  und 
man  kann  daher  die  Affinität  als  eine  eben  so  specielle  Art  der 
Collineations Verwandtschaft  beobachten,  als  es  die  Gleichheit  von  der 
Affinität  war, 

3}  Vermöge  §.  215  sind  auch  alle  Vieleckschnitts  Verhältnisse 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  colHneai'er  Figuren  einander 
gleich. 

Vieleckschnitts  Verhältnisse  können,  eben  so  wie  vorhin  die 
Doppelschnittsverhältnisse ,  auch  durch  Verhältnisse  zwischen  Drei- 
ecken dargestellt  werden.  Man  habe  z.  B.  das  Dreieckschnitts  ver- 
hältniss : 

BN     CO      -^P  _    . 
NC   OA'  PB'^      ' 
wo  also  JV  mit  B  und   C,    0   mit   C  und  A,   P  mit  A  und  B  in 
Geraden  liegen.    Man  ziehe  in  der  Ebene  des  Dreiecks  durch  N,  0,  P 
willkürlich  drei  andere  Gerade  und  nehme  in  diesen  nach  Belieben 
die  Puncte  D,  E;  F,  G;  H,  1\  so  dass 

BC-  DE=N,     CA-  FG~0,     AB-  HI  =  F. 
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Da  nun  alsdunn 

BN:  NC  =  —  BBE:I>EC, 
etc.,  30  wird 

57>.E  CJ'e  .4/Jf 
7>JSC  "  FG.^  ■  Z?/7/' 
Dass  dieses  Verhältnias ,  bei  welchem  A,  ...,  I  beliebige  neun 
Puncte  der  Ebene  sein  können,  dem  auf  gleiche  Art  aus  den  ent- 
sprechenden Puncten  einer  colHnearen  Figur  zusammengesetzten 
Verhältnisse  gleich  sei,  lässt  sich  auch  dadurch  sehr  leicht  beweisen, 
dass  man  es,  eben  so  wie  in  §.  216,  c  die  Vieleckschnitts  Verhältnisse 
zwischen  Puncten  in  einer  Geraden,  in  ein  Product  aus  Doppel- 
schnittaverhältnissen  zerlegt.     Es  wird  nämlich 

BDE      PEG      EEG     AHI 
~        DEC  ' EGB ' EGA     HIB 
=  —  {B,  0,  DE,  EG)  [B,  A,  EG,  HI). 
Eben  so  kann  man   auch  bei  Viereckschnitts  Verhältnissen,    \i.  s.  w. 
verfahren. 

4)  Die  CoUineationsverwandtschaft  obenei'  Figuren  bestand  nach 
§.  219  in  der  Beständigkeit  der  Verhältnisse  tp  :  x  '■  ^  für  jedes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte.  Auch  diese  Verhältnisse  können  geo- 
metrisch nicht  anders,  als  durch  Doppel  schnitte  Verhältnisse  dargestellt 
werden.     Denn  aus 

D  =  aA  + bB  +  ßC  nnA  P=  (paA  +  x^B  +  ^eC 
folgt 

a  :  b  =  —BCD  :  CDA 
und 

rpa:-ib  =  —  BCE\  CPA, 
mithin 

fp:y_  =  {B,  A,  OP,  CD]  =  [A,  B,  CD,  CP), 
und  eben  so 

X:tl>  =  {B,  C,AD,AP). 
Man   kann    folglich    die  Verwandtschaft    der   Collineation    auch 
geradezu    durch    die    Gleichheit    der    Doppelschnitts  Verhältnisse    de- 
finiren,  so  dass  nämlich  zwei  ebene  Figuren  einander  collinear  sind, 
wenn  jedes  Verhältnias  von  der  Form 

AGD      AEF 
CDB  "    EEB 
bei  der  einen  Figur  dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  Puncten 
der  anderen  Figur  gebildeten  Verhältnisse  gleich  ist. 

§.  222.  Die  Verwandtschaft  der  Collineation  zwischen  Figuren 
im  Räume  besteht,  eben  so  ivie  bei  ebenen  Figuren,  in  dem  gegen- 


y  Google 


274  Der  barj'centrisehe  Caleul.     Atachtiitt  II,  §.  222. 

seitigen  Entsprechen  gerader  Linien  (§.  217).  Dass  auch  jeder  Ebene 
des  einen  Baums  eine  ebene  Fläche  in  dem  anderen  entspricht,  ist 
nothwendige  Folge  hiervon.  Denn,  sind  A,  B,  0,  D  vier  in 
!ner  Ebene  begriffene  Puncte  des  einen  Raums,  und  E  der  unter 
^eser  Voraussetzung  stattfindende  Durchschnitt  von  AB  und  CD, 
nd  ferner  A',  ...,  E'  die  diesen  fünf  Puncten  im  anderen  Räume 
entsprechenden  Puncte,  so  werden  auch  A',  B' ,  E'  und  C",  Z>',  E' 
in  Geraden,  und  folglich  A',  B',  C,  D'  in  einer  Ebene  liegen. 

Zur  deutlichen  Darstellung  dieses  eollinearen,  von  jeder  anderen 
Bedingung  freien  Entsprechens  aller  in  zwei  Bäumen*)  enthaltenen 
Puncte,  und  zur  Entwickelung  der  übrigen  hierbei  vorkommenden 
Relationen  wird  uns  wiederum  das  geometrische  Netz  dienen. 

Denn  seien  A,  B,  C,  D  vier  beliebige  Puncto,  welche  nicht  in 
einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  zu  dreien  durch  Ebenen,  so 
schneiden  sich  diese  zu  dreien  nur  in  den  vier  Puncten  selbst,  und 
es  wird  mithin  durch  sie  allein  kein  anderer  Punct  bestimmt. 
Kommt  aber  noch  ein  fünfter  Punct  E  hinzu,  der  mit  keinen  dreien 
der  vier  ersteren  in  einer  Ebene  liegt,  so  kann  man  nach  §.  214 
durch  fortgesetzte  Verbindung  des  nunmehrigen  Systems  von  fünf 
Puncten  nicht  nur  eine  unendliche  Menge  neuer  Puncte  erhalten, 
sondern  auch  zu  jedem  gegebenen  sechsten  Puncte  P  entweder  voll- 
kommen gelangen,  oder  doch  einen  anderen  finden,  welcher  dem 
P  unendHch  nahe  liegt  und  sich  daher  als  mit  P  identisch  be- 
ti-achten  lässt. 

Seien  nun  A',  B',  O',  D',  E'  fünf  andere  Puncte,  von  denen 
ebenfalls  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  setüe  sie  den  fünf 
vorigen  der  Beihe  nach  entsprechend,  A'  dem  A,  B'  dem  B,  u.  s.  w., 
und  denke  sich  dieselben  eben  so  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden 
und  diese  Verbindung  auf  dieselbe  Weise  fortgesetzt,  auf  welche 
man,  von  A,  B,  C,  D,  E  anfangend,  zu  P  gelangen  konnte,  so  wü-d 
der  eben  so  aus  A',  B',  C\  D',  E'  erhaltene  Punct,  welcher  P' 
heisse,  der  dem  P  entsprechende  sein.  Und  somit  ist  klar,  dass, 
nach  Festsetzung  der  fünf  Puncte  A,  ...,  .E  in  dem  einen,  und  der 
fünf  ihnen  entsprechenden  A',  ...,  E'  in  dem  anderen  Räume,  für 
jeden    sechsten  Punct   des   einen  Baums    ein,    der   CoUineationsver- 


'  Da  jeder  dieser  Eaiime  unbegienzt  gedacht  werden  niii^ri  und  ls  gleich 
wohl  n  u  einen  nnendliehen  Eaum  gicht  <"u  hat  man  sich  die  beiden  E&uniL 
einander  durchdringend  vorzustellen,  nie  anei  in  einander  lallende  unendliche 
Ebenen  oder  gerade  Linien,  so  daBs  jeder  Punct  die  \ereinigung  zweier  Puncte 
iit     \on  denen   der   eine  dem  emen   und   der  andere   dem  anderen  Räume  zu 
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wandtschaft  gemäss,  entspre eilender  sechster  in  dem  anderen  Baume 
sich  angeben  lassen  muss. 

§.  223.     Sei,  wie  in  §,211, 
E  =  aA  +  iB  +  cC-tdD,     P  =  (paA  -\-  xhB  +  ipoC  +  udD, 
so  sind  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  (p ,  %,  ip,  id  bloss  von  der 
Art  und  Weise  abhängig,  auf  welche  mau  von  A,  ...,  E  durch  fort- 
gesetzte  Verbindung  mit  Ebenen  zu  P  kommen  kann.      Setzt  man 
demnach  in  dem  anderen  Räume, 

E'~  a'A'+  h'B'+  c'C"+  d'T)', 
80  wird  der  dem  P  entsprechende  Punct 

P'=  (pa'  A'-\-  xh'  B'+  \pc'  C'+  lad'  D' 
sein.     Ganz  so  wie  in  §.219,   lassen  sich  daher  colliiiear  verwandte 
Systeme   von  Puncten    im   Räume    auch    dadurch    erklären,    dass  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  eines  Functes, 

(paA-it-xiB-^-ipcG+wdD, 
die  Puncte  A,  B,  C,  D  und  Coefficienten  Verhältnisse  a  :  h  :  c  :  d  nur 
für  ein  und  d^selbe  System  beständig   sind,  die  Verhältnisse  aber 
zwischen  den  Coefficienten  99,  Zi  ^t  '''  i^^i^  für  sich  entsprechende 
Puncte  verschiedener  Systeme  ungeändert  bleiben. 

§,  224.  Zusätze,  a)  Aus  dieser  Erklärung  der  Collineations- 
verwaudtachaft  durch  bar ycentri sehe  Formeln  fliesst  eben  so,  wie  in 
§.  220,«  und  h,  dass,  nachdem  die  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  ent- 
sprechenden fünf  A',  ...,  E'  gewählt  worden  sind,  jedem  sechsten 
Puncte  des  einen  Systems  nicht  mehr  als  ein  Punct  im  anderen 
entsprechen  kann,  dass  aber  wohl  von  zwei  sich  entsprechenden 
Puncten  der  eine  ein  unendlich  entfernter  sein  kann,  ohne  dass  es 
deshalb  auch  der  andere  ist. 

b)  Sind  (p,  X,  i/»,  w  Functionen  einer  oder  zweier  Veränder- 
lichen, so  stellen 

fpaA-^-x^iB  +  ipcC-^vidD  und  <f!a'A'+x^'B'-\-tpc'C'+od'D' 
zwei  coUinear  verwandte  Linien  im  Räume  oder  Flächen  vor,  die 
daher,  nach  derselben  Schlussart,  wie  in  §.  220,  c  immer  von  einerlei 
Ordnung  sind.  Ueb  er  einstimmend  mit  dem  Vorigen,  entspricht  da- 
her einer  Geraden  eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene,  folglich 
einem  Systeme  gei-ader  Linien  in  einer  Ebene  ein  System  von 
Geraden,  welche  ebenfalls  in  einer  Ebene  begriffen  sind.  Schneiden 
sich  mehrere  Gerade  der  einen  Figur  in  einem  und  demselben 
Puncte,  so  thun  dasselbe  die  entsprechenden  Geraden  der  anderen 
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Figur,  können  sich  aber  auch  parallel  sein,  und  umgekehrt  entspricht 
einem  Systeme  paralleler  Gecadeu  ein  System  von  Geraden,  die  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  Puncte  schneiden.  Einem  Systeme  von 
Ebenen,  welche  sich  in  Pai'allelen  schneiden,  wird  im  Allgemeinen 
ein  System  von  Ebenen  entsprechen,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Punct  gehen,  und  einem  Systeme  paralleler  Ebenen  ein 
System  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  gemeinschaftlichen  Geraden 
schneiden. 

c)  Was  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  betrifft,  eo  sind  diese 
nicht  eben  so,  wie  die  Linien  der  zweiten  Ordnung,  sämmtlich  ein- 
ander colUnear,  sondern  zerfallen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Arten, 
von  denen  die  eine  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid  und 
das  elliptische  Paraboloid,  die  andere  das  hyperbolische  Hyperboloid 
und  das  hyperbolische  Paraboloid  in  sich  begreift. 

Um  äieses  zu  ze:^en,  bringe  man  zuvor  den  allgemeinen  Aus- 
druck dieser  Flächen 

A  +  tB  ^uO+{it^  ^ktii  -\-  lu^)D 
(§,  110)    auf    eine   etwas    einfachere    Form,    indem    man    den   Coeffi- 
eienten  von  D 

als  das  Aggregat  zweier  Quadrate  darstellt.     Man  setze  zu  dem  Ende 

1it-\-ku  =  1ix. 
eliminire  damit  t,  nehme  hierauf 

statt  O  zum  Fundamentalpuncte  und  setze  noch 

(2.--i)»  =  2,> 
und 

1)  (i:il^k'')i^{2i  —  kfm; 

so  erhält  man  den  Ausdruck; 

1)  ^  +  äB-|-2/C,+  (i»^'  +  my^)  D- 

Der  Ausdruck  einev  damit  coUinear  verwandten  Fläche  ist: 
aA-\-hxB'+cyO'+d[ix'^-\-my^)D', 
oder  einfacher,  wenn  man 

und 

2)  adi^b^i',     adm:=c^m' 

H)  A'+  vB-+  w  C'+  (i'v'-  +  m'w^)  D. 
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Aus  den  Gleichungen  2)  fo^t  nun  unmittelbar,  ias»,  wegen  der 
willkürlich  zu  bestimmenden  a,  b,  o,  d,  zwischen  den  Constanten  i 
und  m  im  Ausdrucke  I)  und  den  Constanten  i"  und  m'  in  11)  nui- 
insofern  eine  Beziehung  stattfindet ,  als  die  Verhältnisse  t :  m  und 
i':  m'  einerlei  Zeichen  haben  müssen;  dass  hingegen  *"  und  m'  ab- 
solut genommen  von  *  und  m  ganz  imabhangig  sind.'  Nach  1)  ist 
aber  das  Zeichen  von  i  :  m  einerlei  mit  dem  Zeichen  von  AU  —  Ä*, 
und  letzteres  für  die  vorhin  genannten  Flächen  der  ersten  Art  positiv, 
für  die  der  zweiten  Art  negativ  f§.  110).  Es  sind  mithin  alle  Flächen 
der  ei-sten  Art  unter  eich,  und  eben  so  alle  Flächen  der  zweiten  Art 
unter  sich  coUinear  verwandt.     (Vergl.  die  Anmerkung   zu  §.  179.) 

§.  225,  Die  in  §.  221  gemachte  Schlussfolge,  wonach  alle  die- 
jen^en  Verhältnisse,  welche  beim  Netze  rationale  Werthe  hatten, 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collinearer  Figuren  einander 
gleich  waren,  findet  auch  hier  vollkommene  Anwendung,  und  wir 
erhalten  damit  folgende,  den  dortigen  ganz  analoge  Resultate. 

\)  Die  in  §.  223  gegebene  Erklärung  colHnear  ver^vandter 
Figuren  im  Baume  beschränkt  sich  nicht  auf  ein  bestimmtes  System 
von  fünf  Paaren  sich  entsprechender  Puncte.  —  Findet  zwischen  P 
und  P'  auf  A  und  A' ,  ...,  E  und  E'  bezogen,  die  dort  bemerkte 
Relation  statt,  so  wird  eine  Relation  dei'selben  Art  auch  bestehen, 
wenn  man  P  und  P'  auf  ii^end  fünf  andere  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  bezieht  (§.  212,  c). 

Zwischen  Systemen,  deren  jedes  nur  fünf  Puncte  im  Räume 
ausmachen,  ist  noch  keine  dergleichen  Relation,  und  folglich  immer 
Collineation  sverwandts  chaft  vorhanden . 

2)  AUe  Doppelschnitts  Verhältnisse  (§.  212,  n)  und  Vieleck  sehn  itts- 
verhältnisse  {§.  215)  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collinearer 
Figuren  im  Räume  haben  gleiche  Werthe.  Sind  also  A,  ...,  H  irgend 
8  Puncte  der  einen  Figur,  und  A',  ...,  H'  die  ihnen  entsprechenden 
in  der  anderen,  so  ist  [§.  196,  A) 

{A,  S,  CDE,  FGH)  =  (A' ,  B\  C'D'E',  F'G'H'). 
Man  setae 

E-=  ttA-\-hB-\-cC+dD  und  AB  •  CDE=  M, 
so  ist 

M=aA-irhB, 

folglich  AM:  MB,  oder  das  Verhältniss,   nach  welchem  die  Gerade 
AB  von  der  Ebene  GDE  geschnitten  wird, 

=  h:  a=  CDEA  :  BUDE; 
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und  auf  etien  die  Art  findet  sich,  wenn  man 

AB-  FGH=N 
setzt  I 

AN:  NB  =  FGHA  :  BFGH. 
Hierdurch  wird 

{A,  B,  ODE,  FGH)  -  ^jj^g  .  -fgjjg, 

und  man  bekommt  folgenden  Satz; 

Werden  alle  Pv/ncte  zweier  Bäume  dergestalt  auf  einander  be- 
zogen, dass  von  je  drei  Punoten  des  einen  Baums,  welche  in  eüier 
Geraden  sind,  die  entsprechenden  Puncte  des  anderen  Baumes  gleich- 
falls in  einer  Geraden  liefen,  so  ist  das   VerhäUniss  der  Pyramiden 

AGDE      AFGH 
CDEB   ■  FGHB 

aus  irgend  acht  Puncten  A,  .  . .,   H  des  einen  Baums,    dem  < 
OXIS   den    entsprechenden  acht  Puncten   des  anderen  Baums  j 
Verhältnisse  gleich. 

3)  In  Betreff  der  Vieleckschnitts  Verhältnisse  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  diese  sich  gleichfalle,  wie  die  Doppelschnittsverhält- 
nisse, durch  Verhältnisse  zwischen  Pyramiden  ausdrücken  lassen. 
Set^t  man  z.  B.  bei  dem  in  §.  221,3  mit  J  bezeichneten  Dreieck- 
schnittsverhältnisse ; 

N~BG-  DEF,      0~CA-  GHI,     P=ABKLM, 
so  wird 

BN:  NG=  BDEF:  DEFC, 
etc.,  und  daher 

BDEF      GGHI      AKLM 
DEFC  "   GHIA  ■  KLMB' 

Auch  kann  ein   solches  VerhäUniss,   eben  so  wie   dort,   in  Doppel- 
schnittsverhältnisse zerlegt  werden;  man  hat  nämlich: 

BDEF      CGHI      AKLM 

"^        DEFG   '   GHIB   '  KLMB 

=  _.  (S,  c,  DEF,  GHI)  [B,  A,  GHI,  KLM). 

4)  Die  Verwandtschaft  der  CoUineation  kann  endlich,  wie  bei 
ebenen  Figuren,  so  auch  bei  Figuren  im  ßaume  durch  die  Gleich- 
heit aller  Doppelschnitts  Verhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden 
Puncten  erklärt  werden,  indem  auch  hier  die  in  der  Erklärung  §.  223 
als    von    einer   Figur    zur    anderen    constant    bemerkten   Verhältnisse 
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cp  :  X  :  ip  :  10   geometrisch  durch   Doppelschnitts  Verhältnisse  sich  dar- 
stellen lassen.     So  findet  man 

<p:X  =  {AB,  CDE,  CDP), 
etc. 

§.  226.  Die  Vollständigkeit  erfordert  es,  noch  über  die  Col- 
lineations Verwandtschaft  solcher  Systeme  von  Puncten  Einiges  hin- 
zuzufügen, deren  jedes  bloss  in  einer  Geraden  enthalten  ist.  Weil 
aus  Puncten,  die  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  ein  Netz 
zu  construiren  unmöglich  ist,  so  kann  eine  Erklärung,  derjenigen 
analog,  nach  welcher  sich  bei  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume 
gerade  Linien  gegenseitig  entsprachen,  in  diesem  Falle  zwar  nicht 
gegeben  werden.  So  wie  aber  bei  zwei  sich  entsprechenden  geraden 
Linien  in  zwei  ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  jedes  Doppel- 
schnitts verhältnise  der  einen  Linie  dem  Doppelschnittsverhältniss 
zwischen  den  entsprechenden  Puncten  der  anderen  Linie  gleich  war, 
so  wird  man  auch  bei  zwei  ieolirten  Geraden  die  Collineations Ver- 
wandtschaft ihrer  Puncte  in  die  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Ver- 
hältnisse zu  setzen  haben. 

Sind  demnach  A,  B,  C,  D,  ...  mehrere  Puncte  der  einen 
Geraden,  und  A',  B',  ...  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen, 
so  ist  bei  der  Collineations  Verwandtschaft  dieser  zwei  Systeme 

(A,  B,  C,  D)  =  (A',  B',  C,  D'}, 
etc.,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt:   setzt  man,  auf  A,  B  als  Funda- 
mentalpuncte  des  einen  und  A! ,  B'  als  Fundame ntalpuncte  des  an- 
deren Systems  bezogen, 

C=  a^  -f  hB,     C"=  a'A'+  h'B', 
so  muss,  wenn  einer  der  übrigen  Puncte  des  ersten  Systems 

P—cpaA  +  x'^B 
ist,  der  entsprechende  des  zweiten  Systems 

p-=fpa:A+yih'B' 
sein.     Denn  es  folgt  hieraus 

(p:X  =  (A,  B,  G,  P)  =  [A,  B\  C,  P'). 
Dase  aber,  wenn  Q  und  Q',  M  und  B',  S  und  S'  auf  gleiche  Weise, 
wie  P  und  P',  einander  entsprechend  genommen  sind,  auch 

{P,  Q,  JR,  S)  =  {P',  Q',  R\  S') 
ist,  erhellet  schon  aus  §.  186. 

Ich  erinnere  nur  noch,  dass  alle  Systeme,  deren  jedes  bloss  aus 
drei  Puncten  in  einer  Geraden  besteht,  als  einander  colbnear  ver- 
wandt anzusehen  sind. 
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Construction  coUinear  verwandter  Figuren. 

§.  227.  Aufgabe.  Ein  System  von  Puncten  in  einer  Geraden 
ist  gegeben.     Ein  demselben  collinear  verwandtes  zu  consta-uii'en. 

Auflösung.  Heissen  bei  dieser  und  den  zwei  folgenden  Auf- 
gaben A,  B,  ...,  P,  ...  die  Puncte,  welche  das  gegebene  System 
ausmachen,  A',  B',  ...,  P',  ...  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in 
dem  zu  construir enden. 

Man  nehme  in  einer  Geraden  a'  die  drei  Puncte  A',  B',  C  nach 
Willkür  und  gebe  dieser  Linie  gegen  die  Linie  a,  in  welcher  die 
gegebenen  Puncte  A,  B,  ...  enthalten  sind,  eine  solche  Lage,  dass 
A'  mit  A  zusammenfällt,  und  mithin  beide  Linien  in  eine  und  die- 
selbe Ebene  zu  liegen  kommen,  Man  ziehe  nun  BB'  und  CO', 
welche  sich  in  0  schneiden,  so  erhält  man  für  irgend  einen  anderen 
Piinct  P  des  gegebenen  Systems  den  entsprechenden  Punct  P'  als 
Durchschnitt  von  OP  mit  a'.  —  Der  Beweis  dieses  Verfahrens  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus  §.  189, 


§.  228.  Zusatz.  Nimmt  man  O  (Fig,  50)  willkürhch,  so 
kann  man  der  Geraden  a'  immer,  und  zwar  auf  doppelte  Weise, 
eine  solche  Lage  geben,  dass  A',  B',  G' 
in  OA,  OB,  OC  fallen,  wo  dann  P', 
eben  so  wie  vorhin,  der  Durchschnitt 
von  OP  mit  a'  ist.  Denn,  da  die 
Seiten  AA! ,  A'B',  B'B,  BA  des  "Vier- 
ecks AA'B'B  von  der  Geraden  CO' 
resp.  in  t>,  C",  0,  C  geschnitten  werden, 
so  hat  man  (§.  199,  c) 


AO 

OA' 


A-C 
■  C'B' 


B'O 
OB 


BC 

CA 


1. 


Hiernach  ist  das  Verhältniss  A' 0  :  OB'  durch  die  Proportion 


AC 
GB  ' 


A'G' 
C'B' 


AO 
''  OB 


A'O 
OB' 


gegeben,  und  man  kann  folglich  eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  der 
gesuchten  Lage  von  a'  parallel  ist.  Schneide  diese  Parallele  die 
OA  und  OB  resp.  in  A"  und  B",  so  findet  sich  OA'  als  die  viert« 
Proportion allinie  zu  A!'B",  A'B'  und  OA",  wodurch  nun  die  Lage 
von   a'  vollkommen,   und  zwar  auf  doppelte  Weise,   bestimmt  wird. 
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indem  man  OA'  in    OA   auf  tlie  eine  sowohl   als  die   andere   Seite 
von   0  tragen  kann. 

§.  229.  Aufgabe.  Kin,  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten 
in  einer  Ebene  coUinear  verwandtes,  System  zu  construiren, 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.  Man  nehme  in  dem  gegebenen  Systeme  die 
Geraden  CA  und  CB  als  Axen,  und  beziehe  darauf  jeden  anderen 
Punct  des  Systems,  indem  man  ihn  mit  B  und  A  durch  Gerade 
verbindet  und  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  Axen  CA 
und  OB  angiebt.     Sei  demnach  für  2>: 

OA    BD  —  M\     CB  ■  AD  ~  N, 
fiir  P: 

CABP~X,      CB-  AP^  Y. 

Auf  gleiche  Ai-t  nehme  man  in  dem  anderen  Systeme,  das  man 
sich  schon  construirt  denke,  CA'  und  CB'  zu  Axen  und  projicire 
darauf  aus  B'  imd  A!  den  Punct  D'  und  jeden  der  übrigen,  P' ,  in- 
dem man  für  !>': 

C'Ä-  B'D'~  M',     CB'-  A'D'~  N', 
für  P': 

CA'-  B'P'=  X,  CB'-  A'P'~  Y- 
setzt.  Man  bestimme  nun  A',  B',  C,  !>'  nach  Willkür,  so  sind  da- 
mit auch  die  den  Puncten  M  und  iV  entsprechenden  M'  und  iV' 
bestimmt.  Da  ferner  von  den  in  der  Axe  CA  liegenden  vier 
Puncten  C ,  A',  M' ,  X'  die  drei  ersten  den  Puncten  0,  A,  M  in 
OA  entsprechen,  so  kann  man  nach  §.  227  den  dem  X  entsprechen- 
den vierten  Punct  X',  und  eben  so  in  der  Axe  CB' ,  aus  C ,  B' ,  N' 
in  Bezug  auf  Ü,  B,  N,  den  dem  Y  entsprechenden  Punct  Y'  finden. 
Hiermit  bekommt  man  endlich 

P'=A'Y'-  B'X'. 

§.  230.  Zusatz.  Das  einfache  Mittel,  dessen  wir  uns  be- 
dienten, um  zu  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten  in  einer 
Geraden  ein  coUinear  verwandtes  System  zu  construiren,  und  wo- 
nach jeder  nicht  willkürliche  Punct  des  letzteren  sich  durch  Ziehung 
einer  einzigen  Geraden  ergab,  veranlasst  zu  der  Frage,  ob  nicht 
ein  eben  so  einfaches  Verfahren  auch  zur  Constiniction  colHnearer 
Figuren  in  Ebenen  angewendet  werden  könne.  So  viel  begreift  man 
leicht,  dass,  wenn  bei  zwei  Ebenen,  die  eine  beliebige  Lage  gegen 
einander  haben,  von  den  Puncten  der  einen  Ebene  gerade  Linien 
nach  irgend  einem  ausserhalb  beider  Ebenen  befindlichen  Puncte  0 
werden,    die  Puncte,    in   denen   diese   Geraden   die    andere 
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§,  230. 


Ebene  treffen,  ein  den  ersteren  Puncten  collineares  System  bilden 
werden;  weil  nach  dieser  Constructionsart  jeder  Geraden  a  der  einen 
Ebene  auch  eine  Gerade  a'  in  der  anderen  entspricht,  diejenige 
nämlich,  worin  die  andere  Ebene  von  der  Ebene  durch  O  und  a 
geschnitten  wird*).  Kann  aber  auch  umgekehrt,  wenn  beliebten 
vier  Puncten  A,  B,  C,  D  der  einen  Ebene  irgend  vier  Puncte 
A! ,  . . ,  ZJ'  in  der  anderen  eutsprechend  gesetzt  sind,  der  einen  Ebene 
immer  eine  solche  Lage  gegen  die  andere  gegeben  werden,  dass  die 
vier  Geraden  ÄA,  ..,  DD',  und  folglich  auch  jede  fünfte,  welche 
irgend  zwei  in  Bezug  auf  A,  ..,  D  und  A',  ,.,  D'  sich  coUinear 
entsprechende  Puncte  verbindet,  durch  einen  und  denselben  Punct 
0  gehen? 

Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  wollen  wir  anfänglich  nur  die 
drei  ersten  Paare  der  sich    entsprechenden  Puncte   berücksichtigen. 
Heiseen   die  Seiten  der    von   ihnen  gebildeten  Dreiecke   ABC  und 
A'B'C  (Fig.  5]); 
BO=f,     CA-=g,     AB  =  k-     B'C'—f,     C'A=g\     A'B'=k'. 

Seien  ferner  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  drei  Geraden 


AA',  BB',  CO' 


I  Puncte    0  schneiden: 

OA  =  x,     OB  =  t/,     OC=z; 
0A'=  x',     0'B'=  y',     0C'=  z'; 
so    ist    nun    durch     Gleichungen    auszu- 
drücken,   dass    von  den  z^vei  Pyramiden, 
deren  Kanten  f,  g,  h,  x,  y,  z  und/",  ...,  z' 
sind,   die   durch   die  Kanten  «,  y,  %  und 
x' ,  y',  z'  gebildeten   körperlichen  Winkel, 
(oder  die  Kanten  des  einen  mit  den  rück- 
wärts verlängerten  Kanten   des   anderen), 
zur   Coincidenz  gebracht  werden  können, 
dass  folglieh  die  ebenen  Winkel  yz,  zx,  xy 
den  Winkeln  y'z'   etc.   resp.  gleich   sind.     Man   setze   daher  in  den- 
Dreieckon  fyz  und  f'y'z'  die  Cosinus  der  Winkel  yz  und  »/V,  durch 


*)  Bringt  man  in  O  das'  Auge,  so  erscheLnt  das  eine  System,  als  eine 
perspectivische  Abbildung  des  anderen.  Daa  auf  eine  Ebene  perspeetiviscli 
entworfene  Bild  einer  ebenen  Figur  steht  daher  mit  letzterer  stets  in  CoUinea- 
tionsverwandtsohaft. 

Wird  daß  Auge  unendlich  entfernt  angenommen,  ao  sind  die  Figur  und  ihr 
Bild  einander  affin.  Haben  die  beiden  Ebenen  eine  parallele  Lage,  bo  findet 
Aehnlichkeit  statt;  und  wenn  in  diesem  Falle  das  Auge  entweder  unendlich 
entfernt,  oder  zwischen  beiden  Ebenen  in  dar  Mitte  ist,  —  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit. 
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die  Seiten  der  Dreiecke  ausgedrückt,   einander  gleich,  so  kommt: 

y'^  [f  +  z^  — /»)  =  yz  {y"'  +  2'^  — /'=) , 
oder  nach  einer  leichten  Reduction: 

1)  {y^'—y'»){yy'--«^')=^.Py'^'—f"'y^> 

lind  eben  so 

{z3:'—z'z){zz'~-xx')  =  g^z'x'—g'-'zx, 
[xy'~x'y){xx'—yy')  =  h^x'y'—h'^zy, 
wenn  man  auch  von  den  Winkeln  zx  und  z'x\  xy  und  x'y'  die 
Cosinus  einander  gleich  setzt.  Dies  sind  also  die  verlangten  Glei-, 
chungen,  denen  die  Werthe  von  x,  y,  z,  x',  y',  z'  Genüge  leisten 
müssen.  Weil  man  drei  Gleichungen  weniger,  als  unbekannte 
Grössen,  hat,  so  können  irgend  drei  der  letzteren  nach  Willkür  be- 
stimmt werden,  nur  mit  der  Vorsicht,  dass  die  drei  übrigen  keine 
unmöglichen  Werthe  erhalten. 

Diese  Willkür  wird  aber  sehr  beschränkt,  wenn  man  verlangt, 
dass  noch  ein  viertes  Paar  in  den  Ebenen  ABC  und  A'B'C  be- 
liebig genommener  Puncto,  D  und  1)',  die  man 

dD  =  aA  +  bB  +  cG,     d'D' =  a'A'+ b'B'+ cC 
setae,  mit  0  in  einer  Geraden  liegen  soll.     Die  hierzu  nöthigen  Be- 
dingungsgleichungen lassen  sich  folge ndergestalt  finden.     Weil 

OA=-x,     OA'=x\ 
und  daher 

AO  :  OJ:=~x  :  x', 
etc.,  so  ist 

2)  0  =  x'A  —  xA',     0  =  y'B  —  yB',     0  =  z'C—zG'. 

a'      b'  c' 

Man  multiplicire  diese  drei  Ausdrücke  von  0  resp.  mit  — ,  — ,  — , 

^  '^  X       y  z 

und  addire  sie  hierauf,  so  kommt: 

0  =  «'-^^-|-5'-^54-c-— C—  d'jy. 
X       ^      y        '        z 

Da  nun  die  Gerade  B' 0  die  Ebene  ABC  im  Puncte  D  schneiden 
soll,   so  hat  man 

a'  —  A  +  b'^B  +  c-—C~-D. 
X        '        y        '        s 

HieiTuit    den    vorhin    für    D    angenommenen    Ausdruck    verglichen, 
ergiebt  sich : 

"'    ij'    '■     «  .  *  .  « 
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und  die  in  diesen  Verhältnissen  begriffenen  zwei  Gleichungen  werden 
die  gesuchten  Bedingungen  sein.  Um  sie  mit  den  ob^en  Glei- 
chungen 1)  in  Verbindung  zu  bringen,  setze  man: 


Hierbei  sind  a.  jJ,  y  drei  in  gegebenen  Verhältnissen  stehende 
Zahlen,  von  denen  die  eine  nach  Beheben,  z.  B.  =1,  genommen 
werden  kann,  ii  ist  eine  noch  unbekannte,  jedoch  von  dieser  An- 
nahme mit  abhängige  Zahl.  Substituirt  man  diese  Werthe  für 
x',  y' ,  z'  in  den  Gleichungen  1),  so  erhält  man: 

((/*  ~  r)  (^^/'  -  r«')«'  =/"  -  /?//'»'. 

4)  hy  —  a)  [ys'  —  ax^]u^  =  /*  —  yafu^, 

[{a  —  ß){ax^  —  ßy^)u^  =h'^  —  aßh^u^\ 

und  man  muss  nun  die  vier  Unbekannten  u,  x,  y,  z  auf  eine,  diese 
drei  Gleichungen  befriedigende,  Weise  zu  bestimmen  suchen.  Die 
erste  dieser  Unbekannten ,  u ,  lässt  sieh  unabhängig  von  den  drei 
übrigen  dai^stellen.  Denn  addirt  man  die  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  vorher  resp.  mit  ß  —  y,  y  —  a,  a  — ■  ß  dividirt  hat,  so  kommt : 

ß~y      ■+         y~a        ^"         a~ß        "  "' 

Auch  zeigt  sieh  bald,  dass  der  hieraus  folgende  Werth  von  !(' 
immer  positiv,  tt  selbst  also  immer  möglich  sein  muss.  Es  wird 
nämlich,  wenn  man  in  den  gegebenen  Dreiecken  fgh  und  f'ü'h' 
statt  der  Seiten  h,  h'  die  ihnen  gegenüberstehenden  Winkel  einführt, 
und  diese  ^  ^w,  fi',  und  folglich 

/(»  =p  +  /  —  2fg  cos  n,     h'^  =/'*  +  g'^  —  %f'g'  cos  / 
setzt: 

j  _    1«  -  y)V  +  iß  "  y)'s"  -  2  (.  -  y)  (fi  -  y)/y  „, ,.' 
(«- ,)V'/* +  (/»- j-roV  -  2(" -)■](/«- y)««/?  «»■  f  ■ 

Von  diesem  Bruche  ist  aber  der  Zähler  gleich  dem  Quadrate 
der  Seite  eines  Dreiecks,  in  welchem  die  zwei  anderen  Seiten 

=  l<'-r)f',  >ß-M, 

und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  =  /.i';  folglich  ist  der 
Zähler  immer  positiv,   und  aus  gleichem  Grunde  auch  der  Nenner. 
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Nachdem  man  nun  u  gefunden  hat,  kann  man  Von  den  di-ei 
Linien  x,  y,  z  die  eine,  z.  B.  x,  immer  und  auf  unzählige  Arten  so 
annehmen,  dass  die  beiden  anderen  Linien  aiis  den  Gleichungen  4) 
bestimmte  mögliche  Werthe  erhalten.  Mittelst  der  Gleiehungen  3) 
lassen  sich  dann  auch  x',  y',  z'  finden,  und  die  Figur  kann  con- 
struirt  werden. 

Unsere  Aufgabe  ist  daher  im  Allgemeinen  immer  und  auf  un- 
endlich viele  Arten  zu  lösen  möglich.  Um  den  geometrischen  Zu- 
sammenhang dieser  Lösungen  aufzufinden,  bemerke  man,  dass  mit 
der  nicht  nach  Willkür  bestimmbaren  Zahl  u  zugleich  die  Linie 
gegeben  ist,  in  der  sich  die  Ebenen  ABO  und  ÄB'C,  welche  der 
Kürze  willen  e  und  s'  heissen,  schneiden  müssen.  - —  Aus  den 
Formeln  2),  mit  3)  verbunden,  fo^: 

[\—ßu)0  =  B'—ßuB,     (l—yu)0=  C'—yuC, 
und  hieraus  nach  Ehmination  von   0: 

ß   ß      y    c—    ^    B'      ^    c 

^  dem  Durchschnitte  der  Linien  BG  und  B'C"\  eben  so  findet  sich 
der  Durchschnitt  von  CA  mit  C'J! 

a  Y  1,1, 

1  —  au  1  —  yu  ]  —  ciw  \~-~  yu 

Da  nun  diese  üAvei  Puncte,  (so  wie  auch  die  vier  übrigen  Punete 
ABAIB',  ADA'D',  BDB'D',  CD-  CD'),  oifenbar  in  der 
Durch  Schnittslinie  der  Ebenen  «  und  &'  liegen,  so  ist  der  Ausdruck 
dieser  Linie,  bezogen  auf  A,  B,   C: 

1  —  «M     ^   1  —  ßu  l  —  yu     ' 

auf  A',  B',    C: 

1— «M  1  —  ßu         1  —  yti 

wo  ?;  und  w  die  Veränderlichen  sind. 

Haben  daher  die  beiden  Ebenen  die  verlangte  gegenseitige  Lage, 
so  werden  sie  sich  in  dieser  Linie  schneiden.  Der  Winkel,  unter 
dem  dies  geschieht,  kann  jeder  beliebige  sein.  Dies  folgt  schon 
daraus,  dass  x  immer  willkürlich  bestimmt  werden  kann,  lasst  sich 
aber  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  darthun. 
Wenn  nämlich  die  zwei  Linien  AA'  und  BB'  bei  einer  gewissen 
Lage  der  Ebenen  s  und  s'  sich  treffen,  so  werden  sie  sich  zu  treffen 
fortfahren,  auch  wenn  die  eine  oder  beide  Ebenen  um  ihre  Durch- 
schnittslinie  ee',  als  um  eine  Axc,  gedreht  werden;  aus  dem  Grunde, 
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weil,  wenn  AA'  und  BB'  sich  treffen,  AB  und  A'B'  in  be'  aich 
begegnen  niüsson,  und  umgekehrt.  Aus  demselben  Grunde  wird 
auch  jedes  andere  Paar  der  vier  Linien  AA',  ...,  DD'  sich  zu 
treffen  fortfahren,  wenn  dieses  bei  der  anfanglielien  Lage  der  beiden 
Ebenen  geschieht.  Mit  Anwendung  der  in  §.  208  gebrauchten  Schluss- 
folge müssen  daher  die  vier  Linien  AA',  ...,  DD'  immer  in  Einem, 
bei  der  Axendrehung  der  Ebenen  ebenfalls  fortrückenden*),  Puncte  O 
zu  samm  en  tr  eif en . 

Weil  u  nicht  unmittelbar,  sondern  u^  gefunden  wurde,  folglich 
M  zwei  gleiche  aber  entgegengesetzte  Werthe  hat,  so  wird  es  noch 
eine  zweite  Linie  geben,  in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  auf 
eine  die  Aufgabe  befriedigende  Weise  schneiden  können.  Die  Aus- 
di'ücke  dieser  zweiten  Linie  finden  aich,  wenn  man  in  den  Aus- 
drücken der  ersten  —  u  statt  u  setzt.  Geometrisch  kann  man  die 
zweite  Linie  aus  der  ersten  ableiten,  wenn  man  in  den  vier  Linien 
OA,  ...,  OD  die  Abschnitte  OA',  ...,  OD'  von  0  auf  die  ent- 
gegengesetzte Seite  nach  A",  ...,  V  trägt,  so  dass 

Ä'Ä=  1  OA', 
etc.  Denn  alsdann  wkd  das  System  der  vier  Puncte  A',  . . .,  D" 
gleichfalls  in  einer  Ebene  liegen,  und  dem  Systeme  der  vier  Puncte 
A'^  ...,  D'  gleich  und  ähnlieh  sein.  Diese  Ebene  wird  folglich  die 
Ebene  e',  nur  in  einer  anderen  Lage,  vorstellen,  in  einer  Lage,  die 
mit  der  ersten  offenbar  parallel  ist;  und  der  Durchschnitt  der  Ebene 
e'  in  dieser  zweiten  Lage  mit  der  unverändert  gebliebenen  Ebene  e 
wird  die  gesuchte  zweite  Linie  sein,  die  daher  in  jeder  der  beiden 
Ebenen  mit  der  ersten  Linie  gleichfalls  parallel  sein  muas.  Dieser 
Parallelismus  der  beiden  Linien  giebt  sich  auch  zu  erkennen,  wenn 
man  den  unendlich  entfernten  Punct  derselben  sucht  (§,  41).  Aus 
den  obigen  Ausdrücken  der  Linien  folgt  der  Ausdmck  dieses  Punctes, 
bezogen  auf  A,  B,  C: 

auf  A,  B',  C": 

ist  mithin  von  u  ganz  unabhängig,  bleibt  also  derselbe,  mag  u  positiv 
oder  negativ  genommen  werden. 


*)   Es  ist  leicht  Bu  erweisen,   dasa,   wenn  nur  die  eine  Ebene  beweglioli  ge- 
d     der  Punct  0  einen   auf  der  Axe  ee'  perpendioularen  Kreis  be- 
gohieibt 
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Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  ist  demnach  folgendes: 
Hat  man  zwei  Ebenen  e  und  e',  und  in  jeder  derselben  vim'  Punete: 
-Ä,  B,  G,  D  in  e  und  A',  ...,  D'  in  e',  so  kann  man  den  Ebenen  im 
Allgemeinen  immer  und  auf  unendlich  viele  Arten  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  geben,  dass  sich  die  vier  Linien  AA',  BB",  OC,  Diy 
in  Einem  Punete  schneiden.  Es  lassen  sich  nämlich  in  jeder  der  beiden 
Ebenen  zwei  Parallettinien  ziehen,  die  Parallelen  p  und  q  in  s,  p'  und 
q'  in  s',  von  der  BeschaffenheU ,  dass,  —  wenm  man  die  vier  Punete 
jeder  Ebene  für  sich  paarweise  durch  {sechs)  Gerade  verbindet  und  die 
Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  zwei  Parallelen  der  jedesmaligen 
Ebene  bestimmt,  —  das  System  der  6  Durchschnitte  mit  p  dem  Systeme 
der  gleichnamigen  Durchschnitte  mit  p' ,  und  eben  so  das  System  der 
6  Pancte  in  q  dem  der  6  Punete  in  q"  gleich  und  ähnlich  ist.  Bringt 
man  nun  die  beiden  Ebenen  in  eine  solche  Lage,  dass  die  6  Punete  in 
p  mit  den  gleichnamigen  in  p' ,  oder  die  6  Punete  in  q  mit  den  gleich- 
namigen in  ([  zusammenfallen,  so  werden  sieh,  welches  auch  die  gegenr- 
seitige  Neigung  der  Ebenen  sein  mag,  (auch  können  sie  beide  in  einander 
fallen),  die  vier  Linien  AA',  ...,  DD'  in  einem  Punete  vereinigen. 

Anmerkungen.  Diesem  Resultate  zufolge  kann  also  von  je  zwei  ebenen 
Vierecken,  und  mithin  von  je  zwei  eollinear  verwandten  ebenen  Figuren  über- 
haupt, die  eine  von  der  anderen  im  Allgemeinen  immei'  ala  perapectivische 
Abbildung  betrachtet  werden. 

Ein  Fall,  welcher  hierbei  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdient,  ist 
der,  wenn  die  zwei  Figuren  A  . .  D  und  A' .  .  B'  einander  affin  sind.  Als- 
dann verhalten  sich   (§.  145) 

woraus  nach  den  obigen  Eeohnungen  weiter  folgt: 

«  =  ß  =  y;     /■.g:h=f':g':h'\     x  :  >j    =  =  V:  ;/'   ='. 

Sind  daher  A..D  und  A'  . .  D'  affine  Figuren,  so  müssen  sie  einander 
zugleich,  ähnlich  sein,  und  ihre  Ebenen  einander  parallel  gelegt  werden, 
wenn  eine  Vereinigung  der  vier  Linien  AA',  ...  statt  haben  soll.  Sind 
aber  die  Figuren  einander  bloss  affin  so  ist  ein  Zusammentreffen  der  \ier 
Linien  entweder  durchaus  unmSglieh ,     d      d    h  Z      mmentretfeu  im 

Unendlichen,    d.  h.  gegenseitiger  Parall  b  m      d       Ib  bewerkstelligen 

Es  Ifiast  sich  nämlich  zeigen,    dass  die  gl     h         g       Sp  t  'eiei  Breiecke 

ABC  und  A'B'C  nur  dann  durch  Pa    11  1  bund      w    d      können,  und 

dass  folglich  von  zwei  affinen  Figure    AH  A  A     D      die  eine,   als 

Projection  der  anderen  durch  Parallele  1       F  11        It  n  kann,  wenn, 

fj  9-  ^'y  f  I   ■■■  i"  der  vorigen  Bedeutung  genommen  und 

geaetat . 
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§.  231.  Aufgabe.  Ein  einem  gegebeneu  Systeme  von  Puncten 
im  Baume  collinear  verwandtes  System  zu  construiren. 

Auflösung.  Seien  A,  ...,  E  fünf  Puncte  des  gegebenen  Systems, 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Meui  nehme  die  Linien 
DA,  DB,  DG  zu  Axen,  also  D  zum  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punct  und  A,  B,  C  zu  den  Endpuncten  dei^selben,  und  beziehe  auf 
sie  jeden  anderen  Punct  des  Systems,  indem  man  für  jede  Axe  den 
Punct  angiebt,  in  welchem  sie  von  einer  durch  die  Endpuncte  der 
beiden  anderen  Axen  nnd  durch  den  zu  bestimmenden  Punct  ge- 
legten Ebene  geschnitten  whd.     Hiernach  werde  bestimmt  E  durch : 

DA-  BOE^M,     DB-  GAE~N,     DO-  ABE=  0, 
P  duich: 

DA-  BCP~X,     DB-  OAP=  Y,     DO-  ABP=Z, 
Dasselbe  Verfahren  denke  man  sich  in  dem  anderen  Systeme  wieder- 
holt, und  bezeichne  die  den  Ptmcten  M,  N,   0,   X,  ...  entsprechen- 
den Puncte  durch  M',  N',   0',  X',  ...,  dass  also 

M'=D'A'-B'C'E', 
etc. 

Man  nehme  nun  A',  B',  ...,  E'  willkiirlicli,  jedoch  so,  dass  keine 
vier  derselben  in  einer  Ebene  liegen.  Alsdann  sind  von  den  vier 
Pnncten  D',  A',  M',  X',  welche  in  einer  Geraden  liegen  und  den 
gegebenen  Puncten  Z>,  A,  M,  X  entsprechen,  die  drei  ersteren  eben- 
falls bekannt,  und  man  kann  folglich  nach  §.  227  den  vierten  X' 
finden.  Auf  eben  die  Art  erhält  man  auch  Y'  und  Z'  in  den 
Geraden  D'B'N'Y'  und  D'G'O'Z',  woraus  sich  zuletzt  P'  als  der 
gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  B'C'X',  G'A'Y', 
A'B'Z'  ergiebt. 

§.  232.  Zusatz.  Der  Beweis  füi'  die  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction  und  des  in  §.  229  bei  ebenen  Figuren  gelehrten  Verfahrens 
beiuhet  diiiuf  dass  bei  zwei  collmeai  \eiRandten  ebenen  Jbiguien 
je  viel  Puncte  dei  einen  fiii  sich  betiachtet  \on  den  ihnen  ent 
■ipiechenden  viei  Puncten  dei  andeien  im  allgemeinen  ganz  unab 
hang^  sind  diis  eben  so  bei  zwei  colhneaien  Figuren  im  Räume 
ztiischen  je  fimf  Puncten  dei  einen  und  den  entspiech enden  tunf 
Puncten  dei  inderen  noch  keine  Beziehung  stittfindet  und  diss 
endlich  du,  zwei  oder  drei  Doppel'schnittsveihaltni'^se  woduich  jedei 
andeie  Punct  dei  gegebenen  Figui  m  Bezug  auf  die  eisten  viei 
cdei  fünf  Puncte  -vollkommen  bestimmt  wiid  m  dei  zu  construiren 
den  F^ui  \oii  gleichei  Glosse  genitht  «uid  n 
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Nimmt  man  die  vier  oder  fünf  ersten  Puncte  der  zu  construiren- 
den  Figur  nicht  willkürlich,  sondern  lässt  sie,  als  ein  System  für 
sich,  zu  den  vier  oder  fünf  ersten  Puncten  der  gegebenen  F^;ur  in 
einer  der  früher  erklärten  näheren  Verwandtschaften  stehen,  so  ist 
klar,  dass  auch  die  ganze  nach  den  vorhin  gegebenen  Regeln  con- 
struirte  Figur  der  gegebenen  Figur  auf  dieselbe  Art  näher  verwandt 
sein  wird,  Lässt  man  z,  B.  bei  der  Construction  einer  collinearen 
ebenen  Figur  das  Viereck  A'B'O'D'  dem  Viereck  A..  D  ähnlich 
sein,  so  wird  auch  zwischen  den  ganzen  Figuren  Aehnlichkeit  ob- 
walten. 

Dasselbe  wird  endlich  auch  von  coUinear  vei-wandten  Systemen 
in  geraden  Linien  gelten,  wo,  wenn  zwischen  drei  Puncten  des  einen 
und  den  entsprechenden  drei  Puncten  des  anderen  Systems  eine 
nähere  Verwandtschaft  stattfindet,  dieselbe  sich  gleichfalls  auf  die 
ganzen  Systeme  erstrecken  wird. 


Achtes  Capitel. 

Von  den  aus  der  Verwandtschaft  der  Collineation 
entspringenden  Aufgaben. 


§.  233.  Lehrsatz.  Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  in 
einer  Geraden,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Saume,  und  sind  von 
den  daraus  zu  bildenden  Doppel-  und  Vielecksckmttsverhältntssen  reep. 
irgend  n — 3,  2n  —  8,  3« — 15  von  einander  unabhängige  gegeben, 
so  kann  man  hiermit  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Der  erste  Fall,  wo  die  Puncto  in  einer  Geraden 
liegen,  und  wenn  die  gegebenen  Verhältnisse  Doppelschnitts  Verhält- 
nisse sind,  ist  schon  in  §.  187  bewiesen  worden.  Dass  der  Satz  auch 
für  Vieleck  Schnitts  Verhältnisse  gilt,  folgt  aus  §.  216,  c. 

Wenn  zweitens  die  Puncte  in  einer  Ebene   enthalten  sind,    so 
setze  man,  wie  in  §.  219,  zwischen  vier  Puncten  des  Systems,  A,  ...,  D, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  die  Relation  fest: 
aA  +  hB  +  oC=D, 

Motivs   Werke  I.  19 
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und  bringe   den  Ausdruck  jedes  der  ?*  — 4  übrigen  Piincte   auf  die 
Form 

r/Jö-d  +  x&ö  +  '/'cC, 
ao  dass  jeder  dieser  Puncte  in  Bezug  auf  die  vier  ersten  durch  zwei 
solcher  Verhältnisse,  wie  ff  :  %  und  %:\\>,  und  fo^lich  alle  n  —  4 
Puncte  durch  2{«  — 4)  solcher  Verhältnisse  bestimmt  sind.  Nach 
§.  221  sind  aber  alle  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts  Verhältnisse 
des  Systems  Functionen  dieser  2w  —  8  Verhältnisse;  es  muss  daher 
auch  aus  irgend  In — -8  Yon  einander  unabhängigen  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnittsverhältnissen  des  Systems  jedes  andere  Verhält- 
niss  dieser  Art  gefunden  werden  können. 

Eben  ao  wird  endhch  der  Beweis  für  den  dritten  Fall  geführt,  wo, 

E'=aA-\-...-\-dD 
gesetzt,  jeder  der  n- — 5  übrigen  Puncte,  F,  G,  ,..,  durch  drei  solcher 
Verhältnisse,  wie  (p  '■%,%'■  ^,  fp  '■  t^,  und  folglich  alle  n  —  h  Puncte 
durch  3(«  —  5)  solcher  Verhältnisse  in  Bezug  auf  die  fünf  ersten 
bestimmt  werden.  Von  diesen  Verhältnissen  aber  können  alle  in 
dem  Systeme  vorkommenden  Doppelschnitts-  und  Vielecksclinitta- 
verhältnisse  als  Functionen  dai^estellt  werden  (§.  225}, 

§.  234.  Zusätze,  a)  Bei  einem  Systeme  von  4,  5,  6,  7,  8,  9,  .,, 
Puncten  in  einer  Ebene  müssen  also  0,  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Doppel- 
schnitts- (und  Vieleckschnitts-) Verhältnisse  gegeben  sein,  um  daraus 
alle  übrigen  bestimmen  zu  können. 

Bei  einem  Systeme  von  bloss  vier  Puncten  in  einer  Ebene  wird 
daher  noch  kein  Doppelschnittaverhältniss  als  gegeben  erfordert; 
d.  h.  alle  Doppelschnitts  Verhältnisse,  welche  sich  bilden,  indem  man 
die  vier  Puncte  dui-ch  Gerade  verbindet  und  dieselbe  Verbindui^ 
mit  den  dadurch  entstehenden  Durchschnittspuncten ,  so  weit  als 
man  will,  fortsetzt,  sind  bloss  von  der  Art  und  Weise  der  Verbindung 
abhängig,  wie  dieses  bereits  aus  §.  202,  a  bekannt  ist.  Auch  haben 
alle  dergleichen  Doppelschnitts  Verhältnisse  rationale  Werthe. 

Construirt  man  ähnlicherweise  ein  geometrisches  Netz  aus  fünf 
Puncten  in  einer  Ebene,  statt  aus  vieren,  ao  reicht  zur  Bestimmung 
aller  darin  vorkommenden  Doppelschnitts  Verhältnisse  nicht  mehr  die 
Kenntniss  der  Verbindungsart  hin,  durch  welche  man,  von  den  fünf 
Puncten  ausgehend,  zu  den,  irgend  eines  dieser  Doppelschnitts  Ver- 
hältnisse bildenden,  Puncten  gelangt;  sondern  es  müssen  noch  ii^end 
zwei  von  einander  unabhäng^e  Doppelschnitts  Verhältnisse  selbst  ge- 
geben sein.  —  Bei  dem  geometrischen  Netze,  welchem  sechs  beliebig 
in  einer  Ebene  genommene  Puncte  zum  Grunde   liegen ,    lassen  sich 
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aus  irgend  vier  von  einander  unabhängigen  Doppelschnitts  Verhält- 
nissen die  Wei-the  aller  anderen  ableiten;  u.  s.  w. 

Man  wird  übrigens  schon  wahrgenommen  haben,  dass  der  eben 
erläuterte  Satz  eine  Verallgemeinerung  des  im  §.  192  erwiesenen  ist, 
indem  dort  nur  von  denjenigen  Doppels chnitts Verhältnissen  die  Rede 
war,  welche  bei  einem  Systeme  n  gerader-  Linien  in  einer  Ebene  in 
und  von  diesen  Linien  selbst  gebildet  wurden,  hier  aber  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene,  wodurch  ebenfalls  nur  n 
von  einander  unabhängige  Gerade  bestimmt  werden,  die  Rechnung 
nicht  bloss  auf  diese  beschränkt  ist,  sondera  auf  alle  Linien  des  aus 
n  Puncten  zu  construir enden  Netzes  ausgedehnt  werden  kann. 

b)  Aehnliche  Bemerkungen  lassen  sich  über  den  Lehrsatz  des 
vorigen  §.  machen,  insofern  er  Systeme  im  Räume  betriiFt,  und  wo 
er  als  eine  Ei'weiterung  des  Satzes  in  §.  194  erscheint.  Bei  einem 
Systeme  von  5,  6,  7,  8,  9,  ...  Puncten  ist  hier  die  Anzahl  der  er- 
forderlichen Doppel  Schnitts  Verhältnisse  gleich  0,  3,  6,  9,  12,  ... 


Der  abgekürzte  liarj'centrisclie  Calcul. 

§.  235.  Da  die  Collineationsverwandtschaft  eine  Verallgemei- 
nemng  der  Affinität  ist,  und  alles  dasjenige,  was  eine  Figur  mit 
einer  ihr  colUnear  vei"wandten  gemein  hat,  zugleich  jeder  ihr  affinen 
Figur  gemeinschaftlich  zukommt;  da  ferner  alle  aus  der  Affinität 
entspringenden  Aufgaben  mit  Hülfe  des  barycentrischen  Calculs  sich 
losen  lassen:  so  müssen  auch  alle  durch  die  Collineationsverwandt- 
schaft begründeten  Aufgaben  mittelst  baiycentrischer  Formeln  in 
Rechnung  gesetzt  und  gelöst  werden  können.  Es  lässt  sich  aber  bei 
dieser  letzteren  Art  von  Aufgaben  die  bai-ycenti-ische  Rechnung  be- 
deutend abkürzen,  dadurch  nämlich,  dass  man  die  Coefficienten  der 
Puncte  nur  aus  solchen  Zahlen  bestehen  läast,  die  in  jeder  Figur, 
welche  mit  der  gegebenen  collinear  verwandt  ist,  dieselben  bleiben. 
Hierdurch  geschieht  es,  dass  in  demselben  Gf-rade,  in  welchem  von 
der  einen  Seite  wegen  der  zusammengesetzteren  Verhältnisse  die 
Untersuchung  erschwert  scheint,  sie  von  der  anderen  Seite  durch 
Abkürzung  der  Formeln  erleichtert  wird. 

Der  Zweck  dieses  abgekürzten  Calculs  ist  demnach  die  Ent^ 
Wickelung  aller  derjen^en  Eigenschaften  einer  Figm-,  welche  sie 
mit  jeder  ihr  collinear  verwandten  F^ur,  als  solchen,  gemein  hat. 
Bei  den  durch  diesen  Calcul  zu  lösenden  Aufgaben  und  zu  erweisen- 
den Lehrsätzen  kann  daher  von  keinen  anderen  Grössen  Verhältnissen, 
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als  Doppelschnitta-  und  Viele cksclmittsverliältnisseii,  und,  wenn  nur 
geradlinige  und  ebenflächige  Figuren  untersucht  werden,  von  keinen 
anderen  Bedingungen,  als  solchen  die  Rede  sein,  daas  drei  oder 
mehrere  Punete  in  einer  Geraden  Hegen,  zwei  oder  mehi'ere  Gerade 
sich  in  einem  Punete,  drei  oder  mehrere  Ebenen  in  einer  Geraden 
treiFen,  u.  dergl. ;  da  hingegen  die  einfachen  Verhältnisse  zwischen 
Abschnitten  einer  Geraden,  oder  zwischen  Flächentheilen  einer  Ebene, 
oder  zwischen  Theilen  des  Raums  mittelst  des  abgekürzten  Caleuls 
eben  so  wenig  berücksichtigt  werden  können,  als  er  die  Fä!le,  wo 
der  Durchschnittspunct  von  Geraden  oder  die  Durchschnittslinie  von 
Ebenen  im  UnendHchen  liegt,  und  daher  jene  Geraden  und  diese 
Ebenen  einander  parallel  laufen,  besonders  anzuzeigen  vermag  (§.  220,  S 
und  §.  224,  a,  b). 

Wir  wollen  nunmehr  die  drei  Arten  räumhcher  Ausdehnung 
einzeln  durchgehen,  und  mit  der  geraden  Linie  den  Anfang  machen. 

§.  236.  Man  habe  ein  System  von  Puncten,  A,  B,  C,  D,  S,  ..., 
welche  in  einer  Geraden  liegen.  A  iind  B  zu  Fundame ntalpuncten 
genommen,  seien  die  übi'^en  Punete  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmt : 

aA-\-bB  +  cC=(f,     SaA  +  ä'hB+dD  =  0, 
EaA-\-e'bB-\-eE==0, 
etc.,  wo  also 

a-\-b  +  c==Q,  (Sß  +  67)  +  (/=  0, 
ptc  AKdann  sind  es,  nach  §.  226,  nur  die  Verhältnisse  d  :  &^  e  :  e', 
etc.,  welche  dieses  System  von  Puncten  mit  aUen  anderen  ihm  col- 
linear  verwandten  gemein  hat,  während  das  Verhältniss  a  :  h  von 
dem  einen  dieser  Systeme  zu  dem  anderen  veränderlich  ist.  Man 
lasse  demnach  gegenwärtig  die  Coefficienten  «,  b  und  die  davon  ab- 
hängigen c,  d,  e,  ...,  als  solche,  die  nicht  weiter  in  Rechnung 
kommen,  hinweg  und  schreibe. 

A^B+C=(),     äA-irä'B  +  D  =  H,     «^  +  *'fi  +  £  =  0, 
etc.,    oder   einfacher,    da   man   gleich    anfangs   statt  ö  :  ä' ,   e  :  s'  etc. 
hätte  (S  :  1,  «  :  1,  etc.  setzen  können: 

A  +  B+G=^i),     äA  +  B  +  D  =  0,     8A  +  B  +  E  =  0, 
etc. 

Eigentlich  genommen,  werden  also  in  diesen  nunmehrigen  Glei- 
chungen durch  die  Buchstaben  A,  B,  G,  ...  nicht  wie  bisher  bloss 
die  Punete  A,  B,  C,  ...  [oder  vielmehr-  die  Abschnitte  AA',  BB', 
CG' ,  ...,  §.  13),  sondern  diese  Punete,  jeder  noch  mit  einem  gewissen, 
durch    den   ganzen  Verlauf  der  Rechnung    constanten   Coefficienten 
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a,  6,  c,  ...  behaftet,  ausgedrückt.  Man  kann  daher  mit  solchen 
Gleichungen  offenbar  die  nämlichen  algebraischen  Operationen,  wie 
mit  den  bisherigen  anstellen,  kann,  durch  successivo  Elimination  der 
Puncte  A  und  B,  eine  Gleichung  zwischen  je  drei  anderen  Puncten 
des  Systems  ableiten,  z.  B. 

(1  —  d)^-!-*;  — 1>=0,  (1— 6)^+0  — £=0, 
(ö  — £)C_(1— e)D  +  (t_,J}£  =  0, 
etc.,  dai'f  aber  aus  diesen  Gleichungen  nur  solche  Verhältnisse 
folgern,  welche  Functionen  der  beibehaltenen  Coefficienten  d,  s,  ... 
allein  sind,  also  nur  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts  Verhältnisse, 
als  bei  welchen  die  Coefficienten  a,  b,  c,  ...,  hätte  man  sie  anfäng- 
Kch  auch  stehen  lassen,  zuletzt  von  selbst  herausgefallen  sein  wüi'den. 
Werde  z.  B.  der  Werth  des  Doppelschnitts  Verhältnisses  (C,  J), 
A,  E)  verlaugt.  Die  hierzu  nöthigen  Gleichungen  zwischen  C,  D,  A 
und  C,  D,  E  sind: 

C—D  +  {}—6]A  =  0,     ((?  — e)C— (1— «)Z>+(1— «iJ-E^O. 
Aus  der  crstei'en  folgt: 

OA:AD  =  —  \  :  1, 
[oder  vielmehr  =  ~  rf  :  c] ; 
a\is  der  letzteren: 

OE:ED=-^[\~t):  (d  — e), 
[oder  vielmehr  =^  ^d{\  —e)  :  c{6  ■ —  e)]; 
und  durch  Verbindung  dieser  Proportionen; 

{C,J),A,E)=  ~^-*- 

Soll  forner  der  Werth  des  Dreieckschnittsverhältuisses 

AB      CD     EF 

BCDEFA 
bestimmt  werden,  so  übersieht  man  leicht,  dass  erstlich  die  Coeffi- 
cienten b,  d,  f  der  Puncte  B,  D,  F  gar  nicht  ins  Spiel  kommen, 
dass  zweitens  durch  Multiplication  von  AB  :  BC  mit  CD  :  DE  der 
Coefficient  c  weggeschafft  wird,  und  wenn  man  hierein  nach  EF :  FA 
multiplicirt,  nicht  nur  e,  sondern  auch  a  herausfällt. 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  jedes  Doppelschnitts-  und  Viel- 
eckschnittsverhältniss  zwischen  den  Puncten  des  Systems  als  Function 
der  Coefficienten  8,  s,  ...  darstellen,  so  wie  diese  letzteren  selbst  nichts 
anderes,  als  die  Werthe  der  Doppelschnitts  Verhältnisse  [A,  B,  O,  D), 
{A,  B,  O,  E),  etc.  ausdrücken  (§.  22$). 
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§.  237.  Um  bei  Bestimmung  dieser  ziisammengesetöten  Ver- 
hältnisse nicht  iiöth%  zu  haben,  die  Werthe  der  einzelnen  einfachen 
Verhältnisse  mit  niedei-zusclireiben ,  kann  man  sich  folgender  aus 
dem  Vorigen  leicht  fliessender  Regel  bedienen.  —  Fiir  jedes  ein- 
fache Verhältniss,  wie  AB  :  BC,  suche  man  die  auf  Null  reducirte 
Gleichung  zwischen  den  drei  Piincten  desselben,  A,  B,  C,  stelle  auch 
diese  Puncte  in  deraelben  Folge,  in  welcher  sie  im  Verhältnisse 
selbst  vorkommen,  also  hier  zuerst  A,  dann  B  und  zuletzt  C  Als- 
dann ist  das  Product  aus  den  Goefficienten  der  letzten  Puncte  aller 
Gleichungen,  dividirt  durch  das  Product  aus  den  Goefficienten  aller 
ersten  Puncte,   der  gesuchte  Werth  des  Vieleckschnitts  Verhältnisses. 

Die  nämliche  Regel  lässt  sich  auch  bei  der  Werthbestimmung 
eines  Doppelschnitts  Verhältnisses ,  (J,  K,  L,  M) ,  anwenden ,  indem 
man  dasselbe  als  ein  Zw  ei  eck  Schnitts  verhältniss  {IL  :  LK)  [KM  :  Ml), 
betrachtet.  Man  suche  daher  die  Gleichungen  zwischen  /,  L,  K  und 
zwischen  K,  M,  I: 

iI+IL  +  -aK=0, 
y.'S:+fiM+i'I=  0; 

oder,  was  dasselbe  ist:  man  di^ücke  jeden  der  beiden  S c hu eidep miete 
L,  M  durch  die  beiden  Grenzpuncte  /,  S  aus,  und  zwar  L  durch 
/  und  K,  M  durch  K  und  /: 

■yi'K+l'I^M, 
und  mau  hat  sogleich 

{l,K,L,3I)  =  -Ai':  r/. 

§.  238.  Sind  nun  bei  n  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...,  A'"  in  einer 
geraden  Linie,  ?!  —  3  zwischen  denselben  gebildete  und  von  einander 
unabhängige  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts  Verhältnisse  gegeben, 
und  soll  daraus  eines  der  übrigen  dieser  Verhältnisse  gefunden 
werden  [§,  233),  so  setze  man: 

^  +  Ö4-C=0,     äA-\-B  +  n  =  0,     ...,     vÄ  +  B  +  N^^^O, 

und  bestimme  hieraus  die  Werthe  der  ?z  —  3  gegebenen  Verhältnisse 
und  des  gesuchten  als  Functionen  der  n  —  3  Goefficienten  d,  e,  . . .,  v. 
Dies  giebt  ein  System  von  n  —  2  Gleichungen,  aus  denen  man,  nach 
Elimination  der  «  —  3  riülfsgrössen  d,  e,  ...,  y  eine  Gleichui^ 
zwischen  den  n  —  3  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
bekommt,  und  somit  das  letztere  in  Wertheu  der  ersteren  ausdmcken 
kann. 
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Beispiel.     Bei  einem  Systeme  von  sechs  Ptmcten  A,  ..., 
einer  Geraden  sind  die  6  —  3^3  Dreieclisclmittsverliältnigse 


(SC 
{DE 
{FA 


CA)  (AB 
EC)  [CA 
AE]  {EC 


EF)  {FD 
AB)  {BF 
CD]  {DB 


DB)=p 
FD)  =  q 
BF)  =  )■ 


gegeben.     Das  Dreieclcschnittsverltaltniss 

{AD:  BC)  {CF :  FE)  {EB  ■.BA)^:c 
zn  finden.  —  Man  setze: 

A  +  B  +  C=H,     SA  +  B  +  D  =  IS, 
tA  +  B  +  E  =  tl,     'QA  +  B  +  F  =  0. 
znerst  die  Wertlie  von  p,  q,  r,  x   durcli   ä,  E,  C  anszn- 
vorigen  [ 


Um 
di-üclten ,   bilde  man  nach  der  ii 
Gruppen  von  Gleichungen  für  p 
B+     C 


,  mitgetheilten  Regel  die 


=  0, 


e- 


,]A- 
äF- 


E  + 


F  = 

-'C)B  = 


-(l—«),ö+(l  — (!)£  +  ((!- 


0- 


SF- 


e)C  =  0, 
CD  —  O; 


ergiebt. 


(ä-e)! 
-(l-,j(J- 


Durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält  man; 


und  es  ist  nur  noch  ührig,  aus  diesen  vier  Gleichungen  ö,  e,  £  zu 
eliminiren.  Zu  dem  Ende  hemerke  man,  dass  in  jedem  der  Brüche, 
wodurch  p,  q,  r  ausgedi-ückt  werden,  die  Summe  des  Zahlers  und 
Nenners  immer  dieselbe  ist,  nämlich 

dass  folglich  mit  Anwendung  dieser  durch  v  hezeichneten  Summe 


"äß- 


T— 1, 


-{t~,){ä~C) 


-C(J-l)" 
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gesclidebeii  werden  kann.*)     Man  setze  daher  zur  Abkürzung 
1      _     ,         1      _    ,  1      ^    , 

f/=äE-«),     .j'=(l^e)(d-C),     ».'=£(4-1). 
Hieraus  findet  sich  %veiter; 

0(1  - ?'-»■■)  =  «1  - e).  "()-•■'-?•)  =  ä(i - g, 

mithin,  wenn  man  das  Product  aus  diesen  drei  Gleichungen  durch 
das  Product  aus  den  drei  vorhergehenden  dividirt: 

(1  -  g'-  O  (1  -  /-y-|  (1  -/-  rt  _      e(i-a     _  _ 

y«v  -g_,)(j_i| 

oder,  wenir  ^',  g',  ?■'  wiederum  durch  p,  q,  r  ausgedrückt  werden: 

Setzt  man  z.B.  p  =  — 2,  q  =  — 2,  r  =  ^ — -|,  so  wird  hiernach 
X  =  27.     Es  finden  diese  "VVerthe  statt  fiir 

AB  =  BC=  Grj  =  DE  =  EF. 


§.  239.     Betrachton  wir  jetzt  ein  System  von  Puncten  A,  B,  ..., 

welche  in   einer  Ebene   enthalten   sind.     Auf  A.,  B,   G  als  Funda- 

raentalpuncte  bezogen,  seien  die  Gleichungen  für  die  übrigen  Puncto: 

aA-{-  bB  +  cC+dD  =  0, 

€a-A  +  f,'bB  +  E"cC-i-  eE  =  0, 

KaA  +  l'hB-^^'cO+fF^ii, 

u.  s.  w,,  also 

a  +  5  +  c  +  ^  =  0,  Ea  +  e'h  +  t"c  +  e^O, 
etc.  Da  wir  nun  gegenwärtig  bloss  diejenigen  Eigenschaften  des 
Systems  berücksichtigen  wollen,  die  dasselbe  mit  einem  ihm  coUinear 
verwandten,  als  solchen,  gemein  hat,  und  da  hierbei  nur  die  Ver- 
hältnisse e  :  e':  e",  £  :  £':  t",  etc.  unverändert  bleiben  [§.  219),  so 
lassen  wir  abermals  die  Coefficienten  «,  b,  c,  d,  e,  f,  ...  weg,  setzen 
auch,  weil  es  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  von  e,  e',  e",  sondern 


*)    Es  fol^t  hieraus,   dass  für  u  =  0  sich  jede  der  drei  Grössen  p,  g, 
mithin  auch  ihr  Produot  auf  — -  1  reduoiit.     In  der  That  findet  sich,  dieses  P. 


!•=  [FA  :  AJi]'.BC  :  CD]\DE:  EF)  = 
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bloss  auf  ihr  gegenseitiges  VerMltniss  ankommt,  «"=1,  und  eben 
ao  £"  :=  J ,  etc.  und  schreiben  hiernach  jene  Gleichungen  unter 
fönender  einfachst  möglicher  Form: 

eA  +  €'B-\-C  +  E  =  0, 
CA  +  ^'B-i-C+F^O, 

U.    8.    W. 

Zur  richt^en  Anwendung  dieser  Gleichungen  haben  wir  uns, 
ebenso  wie  in  §.  236,  nur  vorzustellen,  dass  A,  £,  G,  D,  E,  ...  nicht 
mehr  bloss  Puncto,  sondern  Puncto,  jeder  mit  einem  gewissen 
während  der  ganzen  Rechnung  unveränderhchen  Coefficienten  ver- 
bunden, bedeuten.  Hieraus  folgt  wiederum,  dass  die  Rechnung  mit 
diesen  Gleichungen  ganz  dieselbe,  wie  mit  den  anfänglichen,  nicht 
abgekürzten,  ist,  und  dass  man  durch  successive  Elimination  der 
Fuudamentalpuncte  A,  B,  C  eine  Gleichung  zwischen  je  vier  anderen 
Puncten  des  Systems  entwickeln  kann. 

§,  240.  A,  B,  O  in  der  jetzt  angegebenen  Bedeutung  genommen, 
drückt  eA  +  e'B  einen  Punct  der  Geraden  AB  aus,  (dessen  Lage  gegen 
A  und  B  erst  durch  Zusammensetzung  des  Verhältnisses  s  :  e'  mit  dem 
der  weggelassenen  Coefficienten,  a  :  5,  vollkommen  bestimmt  wird). 
Eben  so  ist  C-'i-E  ein  gewisser  in  OE  liegender  Punct,  (nicht  eben 
der  Mittelpunct  (§.  30),  sondern  der  Punct  cO+eE).     Da  nun 

8A  +  e'B+  C+E  =  0, 
so  folgt 

eA-^e'B  =  ^{G-^E) 

=^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  AB  und  CE.  Heisse  dieser  P, 
so  kann  man  setzen: 

eA  4-  6'£  =  —  C~  E=P, 
ohne  dem  P  einen  anderen  Coefficienten,   als  die  Einheit  zu  geben, 
indem  man   den   Coefficienten ,    welchen   P   hiemach   eigentlich   er- 
halten sollte , 

eben  so  mit  dem  Buchstaben  P,  wie  a  mit  A,  b  mit  B,  etc.  ver- 
einigt denkt. 

Allgemein  also:  besteht  zwischen  den  vier  Puncten  des  Systems 
/,  K,  L,  M  die  Gleichung 

so  folgt  daraus  für  den  Durchschnitt  P  der  Linien  IK  und  LM: 
P=  ±[iI-^-/iK)  =  '^{lL-\~i.iM). 
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Ob  man  J^  =  -\~  oder  — (t/+z/f)  setzt,  ist  gleichgültig.  Niir 
muse  man  bei  dem  einmal  Gesetzten  im  Fortgange  der  Rechnung 
bleiben,  und  darf,  wenn  man 

genommen,  den  anderen  Werth  nicht  +,  sondern  — {IL-^-fiM) 
nehmen,  und  umgekehrt.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass  die  positive 
Annahme  sämmtlicher  Gheder  in  den  Gleichungen  des  vorigen  §., 
80  wie  in  den  analogen  Gleichungen  des  §.  236,  nicht  wesentlich 
nothwendig  ist.     Man  kann  eben  so  gut 

A  —  B+C=D,    £A  +  s'B—C=  E, 
etc.  setzen,   muss  aber   nur  mit   den  einmal  gewählten  Zeichen  die 
Rechnung  gleichförmig  fortführen. 

So  wie  übrigens  zwischen  je  drei  Puncten,  z.  B.  /,  Jf,  I',  welche 
der  Construction  nach  in  einer  Geraden  liegen,  immer  eine  Gleichung 
stattfindet,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass,  wenn  zwischen  drei  Puncten 
einer  Ebene  eine  Gleichung  sich  durch  den  Caleul  ergiebt,  diese 
drei  Puncte  in  einer  Geraden  liegen. 

§.  241.  Die  Berechnung  der  Doppel  Schnitts-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnisse geschieht  auf  dieselbe  Art,  wie  in  dem  Vorigen 
bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Geraden.  Zuerst  sucht 
man  aach  Anleitung  des  vorigen  §.  für  jedes  einfache  Verhältniss 
besonders,  die  Gleichung  zwischen  den  drei  in  einer  Geraden  ent- 
haltenen Puncten  desselben,  und  verfahrt  dann  nach  der  in  §.  237 
angegebenen  Regel. 

Soll  z.  B.  der  Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisses  von  der 
Form  (7,  K,  LM,  NO)  gefunden  werden,  so  suche  man  zuerst  die 
Gleichungen  zwischen  /,  K,  L,  M  und  /,  K,  N,  0.     Seien  diese : 

1)  (/+/7f+ Ai-(-;(ili"=  0, 

2)  /,'/  -I-  ■/K-\-  vN-^  0  0  =  0. 


Sei  ferner 


folglich 


IK    LM=P,     IK-  N0  = 


(/,  K,  LM,  NO)  =  [I,  K,  P,  Q)  =  ('/  :  iW. 
Zugleich  sieht  man  hieraus,   dass  man,   auch  ohne  erst  die  Be- 
zeichnungen P  und  Q  zu  gehrauchen,   zw   dem  Werthe  des  Doppel- 
schnittsverhältnisses  (/,  K,  LM,  NO)  aus  den  Gleichungen  1)  und  2) 
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unmittelbar  gelangen  kann,  wenn  man  daiin  XL  -\-  ,itj/nnd  vN-\-  oO 
sogleich  als  die  Puncte  nimmt,  weiche  in  dem  Äusdi-ucke  des  Doppei- 
schnittsvevhältmsses  durch  LM  und  NO  angezeigt  werden.  —  Eben 
so  läset  sich  auch  die  Berechnung  eines  Vielecks chnittsverhältnisses 
abkürzen,  wenn  die  Schneidepuncte  der  Seiten  nicht  geradezu,  son- 
dern statt  jedes  derselben  zwei  Puncte  gegeben  sind,  die  mit  dem 
Schneidepuncte  iu  einer  Geraden  liegen,  wie  in  §.  221 , 3. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  die  Werthc  aller  bei  der  Auf- 
gabe in  Betracht  kommenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschuitts- 
verhältnisse  durch  die  2(«  —  4)  Hülfsgrössen  e  und  e',  t,  und  ^',  etc. 
ausgedrückt,  so  kann  man  durch  Elimination  dieser  letzteren  die  zu 
bestimmende  Relation  zwischen  den  In — 8  gegebenen  Verhältnissen 
und  einem  {2m — 7)ten  gesiichten,  so  wie  che  anderen  hierherge- 
hörigen Eigenschaften  der  F^ur,  entwickeln. 

§.  242.  Zusätze,  a)  Wie  schon  aus  §.  221,4  folgt,  und  auch 
aus  dem  vorigen  §.  sich  ganz  leicht  finden  lässt,  sind  die  Hülfs- 
grössen £  und  e',  ^  und  t,' ,  etc.  Werthe  von  Doppelschnittsverhält- 
nissen  in  den  Linien  ÄC  und  BC,  nämlich; 

e  =  {A.  C,  BD,  BE],     e'=  {B,  C,  AD,  AE), 
u.  s.  w.,  so  dass  hiernach,  schon  durch  die  anfänglichen  Gleichungen 
selbst,  jeder  der  n  —  4  Puncte  E,  F,  .  .  in  Bezug  auf  die  vier  ersten 
A,  . .,  D  durch  zwei  Doppelschnitts  Verhältnisse  bestimmt  ist. 

b)  Wenn  einer  von  den  n  Puncten  der  Figur,  G,  mit  zwei  anderen 
derselben,  E  und  F,  in  einer  Geraden  liegt,  so  ist  damit  von  den  zwei 
zur  Bestimmung  von  G  nöthigen  Doppelschnitts  Verhältnissen  das  eine 
schon  als  gegeben  anzusehen.  Denn  sind  H,  I  irgend  zwei  andere 
ausserhalb  der  Geraden  EEG  liegende  Puncte  der  Figur,  so  sind 
die  Piincte  EF  ■  GH  und  EF-  Gl  mit  G  identisch,  und  mithin 
(§.  182); 

{E,F,  GH,  GI)=l; 

so  wie  umgekehrt  aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  E,  F,  G  in  einer 
Geraden  liegen.  Das  andere,  oder  vielmehr  das  einzige  in  diesem 
Falle  zur  vollkommenen  Bestimmung  von  G  erforderliche  Doppel- 
schnittsverhältniss ,  so  wie  die  Bedingung  selbst,  dass  E,  F,  G  in 
einer  Geraden  sind,  wird  am  einfachsten  dargestellt,  wenn  man  G 
auf  E  und  F  unmittelbar  bezieht  und  daher 

riE-\-F-<rG  =  0 
setzt.     Denn  aus  den  Gleichungen  für  E  iind  F  folgt; 
(e  -  t)  ^  +  (£'-  C)B  +  E-F=(}, 
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und  hieraus  in  Verbindung  mit 

das  Doppelschnittsverhältniss : 

{E,F,AB,  G)=—t]. 
So  vielmal  also  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene 
der  Fall  eintritt,  dass  drei  Puncte  desselben  in  einer  Geraden  liegen, 
um  eben  so  viel  Einheiten  wird  die  Anzahl  der  Hülfsgrössen  e,  e',  ... 
kleiner  als  2« — 8  sein  können,  um  eben  so  viel  aber  die  Anzahl 
der  gegebenen  Doppelschnitte  Verhältnisse  kleiner  als  2n^%  sein 
müssen,  wenn  zwischen  letzteren  gegenseitige  "Ünabhang^keit  noch 
stattfinden   soll. 

§.  243.  Folgende  Beispiele  werden  das  Bisherige  noch  deut- 
licher machen. 

])  Die  einfachste  ebene  Figur,  worauf  der  abgekürzte  barycen- 
trische  Calcul  angewendet  werden  kann,  ist  das  aus  vier  Puncten 
entstehende  ebene  Netz,  indem  man  hier  noch  keiner  Hülfsgrössen 
bedarf.  Alle  bei  dem  Netae  vorkommenden  Doppelschnitts-  und 
Viele cks chnittsve rhältnisse ,  so  wie  die  merkwürdigen  Fälle,  wo  drei 
oder  mehrere  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  etc.  können  mittelst 
dieses  Calculs,  leichter  als  auf  jede  andere  Weise,  gefunden  werden. 
Um  dieses  nur  an  den  in  §.  198  entwickelten  Eigenschaften  zu  zeigen, 
so  setze  man  (Fig.  43) : 

A  +  B+C+D  =  (}. 


Hieraus  folgt: 

—  B—C=A  +  D  =  A' 

(§.  240) 

—  C—A  =  B  +  D  =  B' 

—  A  —  B=  0  +  D=0', 

und  hieraus  weiter: 

B  —  C=  B—  0'=F 

0  —  A  =  C'~A=  G 

A  —  B  =  A'~B'^H; 

mithin ; 

d,  h.  F,  G,   H   liegen    in   einer   Geraden.      Aus    den  Werthen    für 
JÜ,  B',   C  ergiebt  sich  ferner: 

ß'4-C'=.B+  C+2Ö  =  D  —  Ä  =  A", 
und  eben  so 

C'+  A'=J)--B  =  B",     A'-\-  B'=  ß  —  C  =  C"; 
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folglich 

etc.,    d.  h.   die   Gerade  B"C"   geht    durch    den   Dui-ch schnitt  F  der 
Geraden  BG  und  B'C\  u.  s.  w. 
Sodann  fliesst  aus 

A=^  A-\-T)  und  Ä'=  B  —  A 
das  Doppelschnittsverhältniss 

[Ä,  J),  A',  A")  =  —  1 ; 
lind  aus  den  durch  A,  B,.  G  ausgedrückten  Weithen  von  A' ,  B',  C 
das  DreieckschnittsYeihältniss : 

{BA':A'G)iCB':  B'A){AC':  C'B)  =  1. 
2)  Die  Dreiecke  ABO  und  A'B'C  in  Fig.  43  haben  eine  solche 
Lage  gegen  einander,  dase  erstlich  die  Spitzen  von  A'B'C  in  den 
Seiten  von  ABG  liegen,  und  dass  zweiteng  die  Geraden,  welche  die 
gegenüberliegenden  Spitzen  heider  Dreiecke  verbinden,  sich  in  einem 
Puncto  D  schneiden.  Wir  wollen  nunmehr  von  diesen  zwei  Be- 
dingungen das  ßinemal  nur  die  eine  und  das  anderemal  nur  die 
andere  gelten  lassen,  und  somit  die  vorigen  Sätze  auf  zweifache 
"Weise  zu  verallgemeinern  suchen. 

Seien  demnach  ABG  und  A!B'C'  (Fig.  52)  zwei  Dreiecke  in 
einer  Ebene,  von  welchen  die  Spitzen  A,  B,  G  des  einen  den  Spitzen 
A',  B',  G'  des  anderen  bloss  dergestalt  ent- 
sprechen, dass  die  Geraden,  welche  die  sich 
entsprechenden  Spitzen  verbinden,  in  einem 
and  demselben  Puncte  D  zusammentreffen. 
Die  dieser  Figur  zum  Grunde  zu  legenden 
Gleichungen  werden  daher  sein: 

A+B+G+D  =  0, 
und  nach  §.  242,  b 

A'=  aA  +  D,     B'=  ßB  -{-  D,  Fi^-  h-t. 

G'=yG  +  I>. 
Heissen    nun  wiederum   die   J!)ui-chschnitte  je  zweier   sich   ent- 
sprechenden Seiten: 

BG-  B'0'=F,     CA-  C'A'=  G,     AB    AB'=Ii, 
so  ist: 

B'—C'=ßB  —  yC  =  F, 
0'~A=yG  —  aA=  G, 
A'—B'=aA  —  ßB  =  H, 
mithin 

F-\-G-\-II=0, 
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SO  dass  folglich  auch  hier  die  Durchschnitte  F,  G,  S  der  drei  Paare 
sich  entsprechender  Seiten  in  einer  Geraden  liegen*). 

Seien  die  Durchs chnittspuncte  je  zweier  sich  nicht  entsprechen- 
den Seiten: 

BC-  C'A-^M,     CA-  A'B'=N,     AB    B'C'=  O, 
BC-  A'B'=P,      CA-  B'C'=Q,      AB-  C'A~R. 
Um  die  Ausdi-ücke  dieser  Puncte  zu  erhalten,  hat  man: 
A'^aA-irD  =  (ix  —  \)A  —  B—C 
B' ^  ß B  +  n  ^  —  A  +  (ß  —  i)B  —  C 
C'=yC-\'n=—A  —  B  +  {y—l]0, 
folglich 

la-l^C'+A=~aB  +  [{y^l){a^l)-^]ü=M, 
und  ehen  so 

Iß  —  1)A'+  B'==  N,     (y  —  \)B'+  G'=  0, 
A+{a  —  \)B'=P,     B'+(ß—\)0'^  Q,     C"+(/— 1)^''-=  ff- 
Hieiaus  ergeben  sich  die  Dreieckschnittsverhältnisse : 


O'M     AN 

B'O 

1 

MA'  ■  NB'  ' 

OC        (o- 

-l)(/«-l)(7-f) 

A'P      B'Q 
PB'   ■  QC  ■ 
folglich 

MA'  -  '" 

-l)(l'-))(?-1), 

s'o.B'a 

CM.  CS 

A'N.A'P 

OC".  QC  ' 

MA'.RA'   ' 

NB'.PB' 

und  auf  gleiche  Weise : 

BM.BP 

ON.  CQ 

AO.AE 

MO.  PC  ■ 
also; 

NA.QA    ■ 

OB. MB 

Wenn  zwei  Dreieeke 

in  einer  Ehene  eine  solche  Laoi 

ander  haben,  dass  die  drei  Geraden,  welche  die  gleichnamigen  Spitzen 
verbinden,  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so  ist  das  Pi-odttct  atcs  den 
Verhältnissen,  nach  welchen  jede  Seite  des  einen  Dreiecks  von  den  zwei 
imgleichnamigen  Seiten  des  anderen  geschnitten  wird,  der  Einheit  gleich. 
Lässt  man  den  Punct  A  in  AD  fortrücken,  his  er  in  die  Seite 
BC  fällt,    und  eben  so   B'  in  BD  his  CA,    C  in  CD  bis  AB,  so 


*)  Man  wird  bald  finden  dass  diesei  Satz,  ahnlielieni eise  wie  dei  ^peeielloie 
(§.  207) ,  sieh  auch  ohne  Eeohnung  mit  Hülfe  einer  Conitruetinn  im  korp Beliehen 
Eaiimp  dartliun  läsat  und  daie  \.i  lelbat  dann  filt  isenn  die  liuden  Uifiickt 
nicht  mehr  in  einer  und  derselben  Ebene  lieam 
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fallon  M,  P  mit  A';  N,  Q  mit  B';  0,  R  mit  C  zusammen,  und  diu 
linke  Seite  der  letzteren  Gleichung  geht  über  in  das  Quadrat  des 
für  den  speciellen  Fall  1)  der  Einheit  gleich  gefundenen  Dreieck- 
s  chnitts  verhält  niss  es . 

3)  Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  dass 
die  Spitzen  des  Dreiecks  A'B'C  (Fig.  53) 
in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  hegen, 
dass  aber  die  Geraden  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  sich  nicht  in  Einem, 
sondern  in  den  drei  Puncten 

BB'-  CC"=  D,     CO'-  AÄ=  E, 

AA!BB'~F  "  ^'  ^ 

schneiden.     Sei  ferner; 

AA'-  B'C'^  I,     BB'-  C'A'~  K,     CG'-  A'B'=  L. 

Es  erhellet  nun  sogleich,  dass  zur  Construction  dieser  Figur  nur 
die  fünf  Puncto  A,  B,  C,  I)  und  der  in  BG  liegende  A'  gegeben 
zu  sein  brauchen,  indem  sich  daraus  alle  übrigen  bloss  durch  Ziehen 
gerader  Linien  finden  lassen.     Man  setze  daher: 


-B+C+D^ 

B  +  oC=A', 


■  0, 


so  werden  sich  alle  bei  dieser  Figur  vorkommenden  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnitts  Verhältnisse  als  Functionen  von  c  ergeben,  und 
es  wird  daher  schon  zwischen  je  zwei  solchen  Verhältnissen  immer 
eine  Relation  stattfinden.  Es  folgen  nämlich  aus  1)  und  2)  die  Aus- 
drücke der  übrigen  Puncte: 

=  B', 


3) 

A+0=^B—D 

4) 

A-\-B  =  —  C-~D 

ras  2)  und  4): 

6) 

A  +  A'^eO+C, 

»M  2)  und  3): 

6) 

oA  +  A'=B  +  cB' 

aus  2),  3)  und  4) ; 

7)  []+c)A  +  A'  = 

etc.,    und    aus    diesen    Gleichungei 


cB'-\ 


die  Werthe    folgende) 
Schnitts  Verhältnisse  durch  c  ausgedrückt;  aus  5)  und  6); 

(A,  A',  E,  F]  =  c, 
aus  5]  und  7): 

{a,a:,  E,I)  =  t +  t. 


lioppel- 
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aus  6}  und  7); 


Wir  haben  demnach  folgende  Relationen  zwischen  Doppelschnitts- 
verhältnissen : 

{A',  I,  A,  E)  =  {A',  I,  F,A]  =  —  {A,  A',  E,  F) 
=  (S',  K,B,F]  =  (B',  K,D,B)=^  etc.  =  —  o. 
Die  Gleichheit  der  beiden  ersten  Doppelschnitts  Verhältnisse  lässt 
sich  auch  so  ausdmcken,  dass  das  Verhältniss  A'A  :  AI  die  mittlere 
ProportionalgrÖsse    ist   zwischen    den    Verhältnissen    A'E  :  EI  und 
A!F :  FI,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  daas 
A'A^  :  lA^  =  A'E .  AF :  IE .  IF. 
Noch  bieten  sich  in  der  Figur  mehrere  Dreieckschnitts  Verhält- 
nisse zur  Untersuchung  dar.  —  Aus  den  Gleichungen  2),  3),  4)  fliesst: 

(c)  [BA'--  A:0){GB':  B'A)(AG':  C'B)  =  c. 
Bei  ferner 

BO-  B'C-=M,     CA-  C-A'~N,     AB    A'B'=  0, 
so  hat  man  aus  3}  und  4): 

j5_-  C=  — iJ'+  C'=  M, 
aus  5)i 

cC—A=  —  C''\-A'=N, 
aus  6): 

cA  —  B  =  —A'+cB'=  0. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Dreiecks chni ttsverh Ültniss e : 

(d)  (BM:MC]{ON:NA){A0:0B)  =  —\, 

(e)  {B'M:MC')[G'N:NA!](AO:  OB')^~c; 
und  wir  erhalten  damit  folgendes  Theorem  i 

Wird  in  ein  Dreieck  {ABC)  ein  anderes  [A'B'C]  beschrieben,  so 
ist  erstlich  das  Dreteckschnitisverkältniss  [d],  nach  welchem  die  Seiten 
des  umschriebenen  Dreiecks  von  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  ein- 
beschriebenen geschnitten  werden ,  gleich  dem  neffativen  Quadrate  des 
Umgehehrten  des  Dreieckschniitsverhältnisses  (e),  nach  welchem  die 
Seiten  des  einheschriebenen  Dreiecks  von  den  Seiten  des  umschriebenen 
geschnitten  werden;  und  zweitens  das  letztere  Dreieckschnütsverhältniss  {e) 
gleich  dem  negativen  Werthe  des  Dreieckschniitsverhältnisses  [c] ,  nach 
welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Dreiecks  von  den  Spitzen  des 
einbeschriebenen  getheilt  werden. 

Von  den  drei  Dreiecken  ABC,  A'B'G',  DEF  haben  die  zwei 
ersten  ihre  Spitzen  in  den  Seiten  (\es  dritten  liegen   und    sind  daher 
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als  in   das   dritte   einbeschrieben   zu   betrachten.     Nehmen   wir  nun 

zuerst    DEF   als    umschriebenes    xiiid    ABO   als    eiiibe  schrieben  es 

Dreieck,  so  ist  nach  dem  ersten  Theile  des  vorigen  Satzes,  und  weil 

EF-  BC=A',     FD-  CA  =  B\     1)E-  AB=  C: 

[EA-  ■  A'F)  {FB'  ■  B'D)  {D  C :  C'E) 

=  — I  ■.[{BA:A:C)[CB':B'A)(AC':  C'B)}^. 

Nehmen  wir  zweitens  A'B'C  als  das  in  DEF  einbe sehrieb ene 
Dreieck,  so  ist  nach  dem  zweiten  Theile  des  Satzes,  und  weil 
EF-  £'C'=I,  etc.: 

{B'I :  IC)  {CK:  KA!)  (A'L  :  LB') 
=  —  [EA' :  A'F)  {FB' :  B'D]  {D  C" ;  O'E). 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichur^en  erhalten  wir  aber 
zu  dem  obigen  Satze  noch  folgenden  daitten  Theil: 

Das  DreiecksoAnitisverhäUmss ,  nach  welchem  die  Seiten  des  ein- 
beschriehenen  Dreiecks  {A'B'C)  von  den  Geraden,  welche  die  Spitzen 
desselben  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  des  umschriebenen  {ABC) 
verbinden,  geschnitten  werden,  ist  gleich  dem  Quadrate  des  Xfmge- 
kehrten  des  Dreieckschnittsverhältmsses ,  nach  welchem  die  Seiten  des 
umschriebenen  Dreiecks  von  den  Spitzen  des  einbeschriebenen  geschnitten 
werden. 

4)    Als  letztes  Beispiel   diene   ein  Viereck  AB  OD  (Fig.  54),    in 
welches  ein  anderes  Viereck  EFGII  ein- 
beschrieben ist,  so  dass  E  in  AB, 
BO,   etc.  liegt.     Man    setze   diesen 
fachen  Bedingungen  zufolge: 

iA  +  B  +  C+D  =  0 

eA  +  B  +E  =  (i 

I)  /5  +  c-  +  -f  =-  0 

gO+D->rG  =  0 

(        hD -}- A -^  li  =  0. 

Alle  bei  dieser  Figur  statthabenden  Doppelschnitts-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnisse  werden  eich  daher  durch  e,  _/",  g,  h  ausdrücken 
lassen,  und  man  wird  folglich  aus  je  vier  solchen  Verhältnissen  den 
Werth  jedes  fünften  bestimmen  können.  Sei  demnach  die  Aufgabe 
vorgelegt : 

Aus  den  vier  Doppelschnittsverhältiiissen 

{E,  G,  BD,  AC)  =  a,     {F,  H,  AO,  BD)  =  b, 
{A,  O,  EG,  FH)  =  c,     {B,  D,  FH,  EG)  =  d, 


yGoosle 


306  Der  bacycentrisohe  Calcul.     Abschnitt  II.  §.  213. 

nach  welchen  die  Diagonaleu  des  einh es chri ebenen  Vierecks  von  den 
Diagonalen  des  umschriebenen,  und  umgekehrt  die  letzteren  von  den 
ersteren  geschnitten  werden,  das  Vierecks chnittsverhältniss 
[AE  :  EB]{BF :  FC][GO  :  GD]{DH:  HA]  =  x 
zu  finden,  nach  welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  von 
den  Spitzen  des  einbeschri ebenen  getheilt  weiden. 
Aus  den  Gleichungen  I)  folgern  wir: 

SE+na  +  e{l-g]D  +  g{l-e)B  =  (l, 

G  +  E^{\—e)A^{\—g)C=H, 

hF+fH+  h{l  _/]  e+/(l  -h)A  =  IS, 

H+F^{i^f)B  —  {l—h)D=D. 

nnd   hieraus  die    gegebenen  Doppelschnitteverhältnisse    in   AVerthen 

von  e h: 

(B,  a,BD,AC)  =  a^ 

[A,  C,  HO,  FH)  =  c  = 

Der  Weith  von  x  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  I)  r 
z=i:  ,fgh. 
Mittelst  der  viev  Gleichungen  für  a,  ..,  d  sind  nun  umgekehrt 
die  Werthe  von  e,  ..,  h,  durch  a,  ,,,  ä  ausgedrückt,  zu  suchen  und 
hierauf  in  der  Gleichung  für  x  zu  substituü-en ,  welches  nachstehende 
Rechnung  giebt.     Zuerst  hat  man: 

^-^--^^ 

acd  _  /i  — /■;■_  1  ß—fV. 

mithin,  wenn  man  zur  Abkürzung  a,  1>,  c,  d  resp.  ^  &},  ß^.  y'^,  <)'  setzt ; 


[F,  H,  AC,BU)  =  b 

h 

4(1 -«)(!-/)' 

ay        a^- 

-«' 

i-f 

[ierans  fliesst 

nun  sogleich 

"-    ßd- 

ay   ' 

/= 

ß(cri~ß) 

aßfi-l  • 

S  = 

e           aßS- 

J  = 

|3'        ßiKßyä- 

■ß 
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lind  man  bekommt,  wenn  man  noch  die  Quadratwurzel  von  x  mit  § 
bezeichnet,  folgendes  Resultat: 

Die  jetzt  betrachtete  Figur  besteht  eben  so  aus  zwei  in  einander 
beschriebenen  Vierecken,  wie  die  vorherige  {Fig.  53)  aus  zwei  Drei- 
ecken zusammengesetzt  war.  Es  lässt  sieh  daher  erwarten,  dass  mit 
den  sehr  einfachen  und  merkwürdigen  Relationen,  welche  wir  bei 
den  zwei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  entdeckten,  einige 
analoge  Relationen  auch  bei  der  Figur  der  zwei  Vierecke  vorkommen 
werden.  Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  folgere  man  aus  den 
Gleichungen  I): 

efA~C-\-f^~F  =  0,     f(/B  —  D-JrffF—O  =  0, 
ghG  —  A  +  hG~H=:(i,     heB  —  B  +  eH— E  =  0. 
Hiernach  ist,  wenn 

EF-AC~I,   FG-  BD  =  K,    GH-  AC=L,    HEBD  =  M 
gesetzt  wird: 

[«]         [A,  C,  I,  L)  =  {B,  I),  K,  M)  =  l  :  efgh 
[§]     [EI :  IF)  {FK  ■  KG)  {GL  :  LH)  {HM :  ME)  =  1  :  efg/i. 
Setzt  man  ferner 
EF-  BB  —  P,     FG  ■  CA=  Q,     GH-  DB  =  R,     HE-AC^S, 
so  ist  wegen  {\  —  e -^  ef)B  ~el>  + E-Ir  eF^  0; 

P=M  +  eF 
und  eben  so 

Q  =  F+fG,     R=  G  +  gH,     S=H+hE, 
folglich 

[c\     {EP  :  PF)  {FQ  :  QG)  {GM  :  MH)  {HS  :  SE)  =  efgli. 
Endlich  ist 

{e—\)gA  +  {\—g]I)^gE^G=i), 
(y  —  1 )  e  C  +  ( 1  -  e)  B  +  e  G  +  .E  =  0 , 

.  1  :  ßy, 

1  :  fh- 
Alles  dieses  zusammengenommen  bildet  nun  folgenden  Satz: 

Wird  in  ein  ebenes  Viereck  AB  CD  ein  anderes  einbeschrieben, 
dessen  Spitzen  E,  F,  G,  H  resp.  in  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA 
des  ersteren  fallen,  so  haben  gleiche   Werthe  mit  einander: 


und  daher 

m 

[E,  G,AD,B  C) 

und  eben  90 

m 

(F,  H,  AB,  CD) 
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1)  das  ViereckschnittsverhuUniss  [x],  nach  welchem  die  Seiten  des 
ersten  oder  umsohriehenen  Vierecks  von  den  Spitzen  des  zweiten  oder 
einheschriehenen  getheilt  werden; 

2)  das  ViereckschnittsverMltniss  [5],  }iach  welchem  die  Seiten  BF,  . . . 
des  zweiten  Vierecks  von  den  Diagonalen  AG,  BD  des  ersten  abwech- 
selnd geschnitten  werden; 

3)  das  Umgekehrte  des  Viereckschnittstierhältm'sses  [c],  nach  welchem 
die  Seiten  BF,  . . .  des  zweiten  Vierecks  von  den  Diagonalen  BD,  AC 
des  ersten  abwechselnd  geschnitten  werden; 

4)  jedes  der  svjei  Doppelschnittsverhältnisse  [«],  nach  welchen  die 
Diagonalen  AG ,  BD  des  ersten  Vierecks,  AG  von  den  Seiten  EF  und 
GH,  BD  von  den  Seiten  FG  und  HE  des  zweiten  Vierecks  getheilt 
werden ; 

5)  das  Produci  am  den  zwei  Doppelschnittsverhältnissen  [d],  nach 
welchen  die  Diagonalen  EG,  FH  des  zweiten  Vierecks,  EG  von  den 
Seiten  DA  und  BG,  FH  von  den  Seiten  AB  und  CD  des  ersten 
getheilt  werden. 


§.  244.  Es  ist  noch  übrig,  die  Anwendung  des  i 
Calculs  auf  Systeme  von  Punctoii  im  Räume  zu  zeigen.  Folgendes 
sind  die  hierzu  dienenden  Sät^e,  weiche  nach  dem,  was  in  den  vor- 
hergehenden §§.  über  Systeme  in  Geraden  und  Ebenen  gesagt  worden, 
von  selbst  verständlich  sein  werden. 

a)  Heissen  die  Puncte  des  Systems  im  Räume:  A,  B,  C,  D,  E, 
F,  G,  ...,  so  setze  man,  A,  B,  G,  D  zu  Fundamentalp uncten  ge- 
nommen ; 

^-f-S_(-C4-Z)  +  £  =  0, 

i:a  -\-  i'B  +  t"c-i-  ö  4-  p  =  0, 

riA-\-ri'B-^r{'C+D+  G  =  0, 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  successive  Elimination 
von  A,  B,  C,  D  eine  Gleichung  zwischen  je  fünf  anderen  Puncteu 
des  Systems  ableiten. 

b)  Soll  der  Punct  B  gefunden  werden,  in  welchem  eine  Gerade 
durch  die  zwei  Puncte  /,  K  von  einer  Ebene  durch  die  drei  Puncte 
L,  M,  N  des  Systems  geschnitten  wird,  so  entwickle  man  die  Glei- 
chung zwischen  den  fünf  Puncten  /,  K,  L,  M,  N: 

und  man  hat 
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c)  Jede  Gleicliiiiig  zwischen  drei  Pimcteii  allein,  ivie 

E  =  iI+/.K, 
giebt  zu  erkennen,   dasa   die  di-ei  Puncte  M,  I,  K  in  einer  Geraden 
liegen;  und  jede  Gleichung  bloss  zwischen  vier  Pnncten,  wie 

dass  die  yier  Puncte  K,  L,  M,  N  '\a.  einer  Ebene  enthalten  sind. 

d)  Die  Berechnung  der  Doppelschnitts-  und  recui-rir enden  Ver- 
hältnisse richtet  sich  hier  nach  denselben  Kegeln,  wie  bei  Systemen 
in  Geraden  imd  Ebenen,  nachdem  man  für  jedes  einfache  Verhältniss 
die  Gleichung  zwischen  den  drei  Puncten  desselben  hingestellt  hat. 
Um  den  Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisses  von  der  Form: 
(/,  K,  LMN,  POQ)  zu  berechnen,  entwickelt  man  die  Gleichungen 
zwischen  I,  K,  L,  M,  N  und  I,  K,  O,  P,  Q: 

i'I+y.'K+oO  +  TcP  +  qQ=  0, 
und  schliesst  hieraus  unmittelbar 

(/,  K,  LMN,  OPQ)  =  i'v.  :  v.i'. 

e)  Die  Anzahl  der  Coefficienten  ^,  £',  ...  bei  den  Gleichungen 
in  a)  beträgt  3(» — -5),  nämlich  drei  für  jeden  der  n- — 5  Puncte 
F,  G,  H,  ...  Sind  daher  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  im 
Eaume  3w  —  15  von  einander  unabhängige  Doppelschnitts-  oder 
Viele ckschnitts Verhältnisse  gegeben,  und  di-ückt  man  dieselben,  so 
wie  ein  (3m — ]4)tes  gesuchtes,  durch  die  3m  — 15  Coefficienten  aus, 
so  wird  die  Elimination  dieser  letzteren  aus  den  damit  entstehenden 
3  ?^  ^  ]  4  Gleichungen  das  verlangte  EesrrJtat  herbeiführen. 

/)  Aus  den  Gleichungen 

A  ^  B  -\-  C -\-  D  -\-  B  =  0, 

';a  +  t'B  -h  rc-f  D  -I-  _p-=  0, 

etc.  folgt: 

l  =  [A,  B.  BCE,BCF),      'C=  (B,  D,  ACE,  ACF), 
t"=  (C,  D,  ABE,  ABF), 

etc.     Jeder  der  Coefficienten   ^,  ^',  S",  i^,  ...  ist  daher  zugleich   der 
Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisees,     Vergl.  §.  225,  4. 

Liegt  F  in  der  Ebene  ABB,  so  ist  Z"=  d;  liegt  F  in  der 
Geraden  AD,  so  sind  C  und  ^'=^  0.  Mit  der  Bedingung,  dass  vier 
Puncte  des  Systems  in  einer  Ebene,  oder  drei  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  daher  ein  oder  zwei  Doppclschnitts  Verhältnisse  als  gegeben 
anzusehen. 
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§.  245.       Beispiel.       In    der    dreiseitigen    Pyramide    AB  OB 


(Fig.  55)    werdei 
Geraden  EF  i 


die    gegenüberstehenden   Seiten  AG,  BD   ■ 
den   Puncten  E,   F,    und   die   gegenüberstehenden 
Seiten  B  O,  AD  von  der  Geraden 
5'  GH  in   den  Puncten   G    und  U 

geschnitten. 

Um  dieses  System  von  Puncten 
in  Gleichungen  zu  setzen,  denke 
man  sich  durch  A,  G,  H  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Gerade 
EF  im  Puncte  M  schneide.  Als- 
dann liegen  in  einer  Ebene  die 
Puncte  B,  D,  F,  E,  M;  in  einer 
zweiten  Ebene  die  Puncte  A,  C, 
E,  F,  M;  in  einer  dritten  die 
Puncte  A,  D,  H,  G,  M\  und  der  Durchschnitt  der  ersten  dieser 
drei  Ebenen,  BDM,  mit  AC  ist  E;  der  zweiten  AOM  mit  BD 
ist  F;  der  dritten  ADM  mit  BC  ist  G.  Sei  daher  für  A,  B,  C,  D 
als  Fimdamentalpunctc : 

A^B^G-^  D-\-M=(\. 
so  folgt 

-{B^D+M)  =  E, 
-{A+G  +  M)  =  F, 
3]  B+0=—(A-\-D-[-M)=G. 

Sei    endlich    für    H,    als    einem    in    AD    liegenden    und    von    den 
übrigen  unabhängigen  Punct: 

A)  aA  +  D  =  H. 

Alle  aus  diesem  Systeme  von  acht  Puncten  entspringenden 
Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältuisse  werden  daher  Func- 
tionen der  einzigen  Grösse  «  sein,  und  es  wird  folglich  schon  zwischen 
je  zweien  dieser  Verhältnisse  eine  Relation  bestehen.  —  Dasselbe 
ergiebt  sich  auch  folgend ei-weise.  Bei  einem  Systeme  von  8  Puncten 
müssen  3.8  —  15  ^  9  Doppclschnittsverhältnisse  gegeben  sein.  Mit 
der  Bedingung  aber,  dass  die  4  Puncte  E,  F,  G,  H  resp.  in  den 
Geraden  A  C,  etc.  liegen  sollen,  sind  eben  so  viel  Paare  von  Doppel- 
schnittsverhältnissen schon  als  gegeben  zu  betrachten,  also  nur 
9  —  2  .  4  :=  1  noch  zu  wissen  übrig,  um  jedes  andere 
können. 

Werde    nun    verlangt ,    eine    Gerade   zu    ziehen , 
Geraden  AB.   CD,  EF,    GH  msgesammt  schneidet. 


B  +  D=- 


stimmon  zu 


Iche    die  vier 
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Man  bewege  eine  Gerade  dergestalt,  dass  sie  fortwährend  die 
drei  ersten  gegebenen  Geraden,  A  B,  CD,  BF,  schneidet,  und  somit 
ein  hj'perbolkches  Hyperboloid  erzeugt  (§.  111).  Wird  nun  von  dieser 
Fläche  die  vierte  Gerade  OH  geschnitten,  welches  dann  in  zwei 
Puncten  geschieht,  so  wird  die  bewegte  Gerade  in  jeder  der  beiden 
Lagen,  wo  sie  durch  den  einen  oder  anderen  dieser  Durchs chnitts- 
puncte  geht,  die  vier  gegebenen  Geraden  zugleich  treiFen,  und  mit- 
hin die  verlangte  sein.  —  Man  erkennt  hierdurch  schon  im  Voraus, 
dass  die  Lösung  der  von^elogten  Aufgabe  zu  einer  quadratisclien 
Gleichung  führen  muss. 

In  der  That,  treffe  die  gesuchte  Gerade  die  EF  und  GH  in  den 
Puncten : 

R  =  r  E  ^  F  =  r  A  +  B  -\-  r  G  -^  D , 
Ä=ÄG  +  H=«^+si?4-sC+i>. 


Sie  treffe  ferner 

die  Geraden  AB  und  CD  in 

den  Puncten; 

P=pR^S  = 

=  {pr  +  a)A  +  lP+')B  +  {p 

i'  +  »)C  +  (p  +  l)-D, 

Q^qE  +  S  = 

=  [gr  +  a]A+  ({  +  «)-B  +  (? 

r  +  s)0 +  (,+  !)/), 

Da   nun  P 

n  AB  und  Q  in  OD  liegen 

soll.    50   hat   man  dio 

Gleichungen: 

pr  +  8=. 

0,     j)  +  1=0,     }!■  +  «  = 

0,     5  +  5  =  0, 

welche  aufgelöst 

;;  =  —  !,     —  q  =  r  =  s  = 

K'ß, 

geben. 

Hierdurch  v 

iid 

!,)     R  = 

VäE  +  F, 

6)     Ä  = 

Väa  +  B, 

7)     P  = 

—  -fi  +  Ä  =  —  {!  —  y«)  (l^a 

^  +  -8), 

S)     ö  = 

—  ViB  +  S=  +  (i-Vi)  (VaC  +  D). 

Aus  diesen  Gleichungen  1],  ...,  8)  lassen  sich  alle  in  der  Figur 
vorkommenden  Vieleckschnittsverhältnisse  in  Werthen  von  o  be- 
rechnen. Wir  heben  damnter  folgende,  als  der  Einheit  selbst 
gleiche,  aus: 


[AF  :  PB)  [BF  :  FD)  [DQ:  QC]  [CE 
[AP:  PB)  (BS  :  GC)  (OQ  :  QD)  [DH 
[FE  :  BF)  {FD  :  DB)  (BP  :  PA)  [AC 
{FE  :  MF)  IFB  :  BD)  {DQ:  QC)  (CA 
(GS  :  SB)  [BD  :  DA)  {AP  :  PB)  {BC 
[GS  :  SB)  [BA  :  AD)  {DQ  :  QC)  {CB 


EA)  = 
BA)  = 
CE)  = 
AB)  = 
CG)  = 
BG)  = 
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Schon  mittelst  der  beiden  ersten  dieser  Formeln  lässL  sich  iiiui 
unsere  Aufgabe  vollkommen  lösen.  Denn  es  ergeben  sich  daraus 
die  Verhältnisse: 


AP  :  PB==  ViAE  :  EC)  {CG  :  GB]  {AH  :  IiB](DF  ;  FB) , 

CQ  :  QD  =  y{GG  :  GB]  {BF  :  FB)  {GE  :  EA)  {AH  :  SD), 

und  hiermit  die  zwei  in  der  gesuchten  Geraden  liegenden  Puncte  P 

und  Q.     Zugleich  sieht  man   aus  diesen  Formeln,    dase  die  Lösung 

nur  dann,  und  dann  immer,  möglich  iat,  wenn  die  zwei  Producte 

{BF:  FD)  {GE  :  EA)  und  [BG  :  GG)  (DH:HA] 
einerlei  Zeichen  haben,  dass  ferner,  je  nachdem  das  gemeinschaft- 
liche Zeichen  derselben  das  positive  oder  negative  ist,  die  Verhält- 
nisse AP  :  PB  und  CQ  :  QD  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen 
zu  behaften  sind*),  und  dass  es  endlich,  wie  schon  die  Wui'zelgrösse 
Yä  andeutet,  bei  möglicher  Lösung  immer  zwei  Linien  giebt,  welche 
der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Die  Puncte  R  und  S,  vpelche  nach  Ziehung  der  Geraden  PQ 
sich  als  Durchschnitte  derselben  mit  EF  und  GH  ergeben,  können 
auch  ohne  dieses  durch  die  Verhältniese  ER  :  RF  und  GS:  Sil 
bestimmt  werden,  deren  Werthe  sich  aus  den  voran  stehenden  Formeln 
ebenfalls  leicht  finden  lassen. 

Was  noch  die  gegenseitige  Beziehung  der  zwei,  die  Aufgabe 
lösenden,  Linien  anlangt,  so  erhellet,  dass,  wenn  P',  Q',  R!,  S'  die 
Puncte  beissen,  in  denen  die  zweite  Linie  die  Geraden  AB,  CD, 
BF,  GH  schneidet,  wegen  des  Wurzelzeichens  die  Werthe  der  Ver- 
hältnisse AP  :  PB  und  AP':  P'B,  CQ  :  QD  und  CQ':  Q'D  etc. 
paarweise  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt  sind,  oder,  was  das- 
selbe ausdrückt,  dass 

{A,  B,  P,  P')  =  (C,  D,  Q,  Q')  -=  {E,  F,  R,  R')  =  {G,  H,  S,S-]  =  ^\; 
d.  i.  jede  der  vier  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  EF,  GH  wird 
von  den  zwei  gesuchten  hanuonisch  getheilt. 

So  wie  endlich 

P  =  —  R-\-S,      Q  =  —  VäR  4-  S, 
eben  so  ist 

7''=  —  Ä'-i-  S',      Q'=  -+-  yäR'+  S', 
und  folghch: 

{P,  Q,  R,S)  =  ^  {P',  Q',  R',  S']  =  Va. 


*)  Die  hieraus  fliessenfien  Beflinguiigen  für  die  Lage  der  Puncte  JE,  F,  G,  H 
in  den  Linien  AO,  BD,  ...,  so  wie  die  hieraus  folgende  Ltige  von  P  und  Q  in 
AS  und   CD,   ivii'd  man  sich  leicht  seihst  entwickeln. 
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§.  246.  Von  den  vier  Geraden  AB,  CD,  EF,  GH,  welche 
im  vorteil  §.  mit  einet  einzigen  Geraden  geschnitten  werden  sollten, 
waien  die  beiden  ei-st«n  ein  Paar  gegenübei-steliender  Seiten  einer 
dreiseitigen  Pyramide,  wahi'end  die  dritte  und  vierte  die  beiden  an- 
deren Paai'e  gegenüberstehender  Seiten  der  Pyramide  durchschnitten. 
Es  kann  nun  hierbei  noch  die  Frage  angeworfen  werden,  ob  nicht 
jedwede  vier  Gerade,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
auf  die  eben  besagte  Weise  sich  auf  einander  beziehen  lassen,  oh 
also  nicht  durch  die  Rechnung  des  vorigen  §.  die  Aufgabe,  eine 
Gerade  zu  finden,  welche  vier  andere  gegebene  schneidet,  ganz  all- 
gemein gelöst  sei. 

TJm  dieses  näher  zu  untersuchen,  mögen  AB,  CD,  EF,  GH 
(Fig.  55)  ngend  vier  gerade  Linien  in  dem  Räume  vorstellen.  Man 
lege  durch  AB  und  einen  beliebig  gewählten  Punct  O  der  Geraden 
CD  eine  Ebene,  welche  EF  in  E  und  GH  in  G  schneide,,  und 
ziehe  CE  und  CG,  welche  AB  resp.  in  A  und  B  treffen.  Man 
lege  femer  durch  B  und  CD  eine  Ebene,  welche  der  EF  in  F  be- 
gegne, ziehe  .Si^,  welche  CD  in  D  schneide,  und  ziehe  ^Z).  —  Im 
Allgemeinen  wii-d  es  nun  zwar  nicht  der  Fall  sein,  dasa  AD,  wie 
erfordert  wird,  auch  durch  GH  geht.  Weil  aber  der  Punct  C  will- 
kürlich in  CD  genommen  worden  ist,  und  man  durch  eine  andere 
Annahme  von  C  auch  A  und  D  in  den  Linien  AB  und  CD  an 
anderen  Orten  erhält,  so  scheint  es  allerdings,  als  ob  C  so  gewählt 
werden  könne,  dass  AD  zugleich  die  GH  schneide.  Indessen  ge- 
schieht dieses  im  Allgemeinen  keineswegs;  vielmehr  soll  sogleich 
geze%t  werden,  dass,  wenn  füi-  eine  gewisse  Annahme  von  G,  AD 
und  GH  sich  schneiden,  dasselbe  auch  für  jedes  anders  gewählte  C 
erfolgt,  dass  mithin,  wenn  für  ein  gewisses  C  der  Durchschnitt  von 
AD  und  GH  nicht  erfolgt,  derselbe  auch  für  kein  anderes  C  statt- 
findet; dass  folglich  die  Lage  der  vier  Linien  AB,  CD,  ...  im 
vorigen  §.  nur  eine  specielle  ist. 

Dieses  Itann  man  auch  sehon  suis  der  oben  gofuudenon  Gleicliung: 

(P,  Q.  M,  S\  ^—  (P',  ö',  M\  S'] 

folgern.   —   Man  nehme  zwei  Gerade  p  und  p',    welche   nicht  in  einer  Ebene 

liegen,   und  in  jeder  derflelben  vier  Puncte  aaeh  Belieben:    P,   Q,  R,   S  in  ^; 

P' S'  mp'.    Man  siehe  hierauf  die  vier  Geraden:  PF',  QQ'.  RR',  SS'. 

"Wird  nun  umgekehrt  eine  Gerade  verlangt,  welche  diese  vier  Geraden  zugleieli 
schneidet,  so  wird  dieser  Forderung  jede  der  beiden  Geraden  p  und  p',  und 
keine  andere,  Genüge  leisten.  (Denn  die  hierzu  oben  gegebene  geometrische 
Auflrtsiing  vermittelst  des  Hypei'boloids  beschränkt  sieh  nicht  auf  eine  spe- 
cielle Lage  der  vier  Linien,  und  die  Antwort  muss  folglich  jederzeit  von 
quadratischer  Beschaffenheit  sein.)    Die  vier  gegebenen  Geraden  PP',  QQ",  ... 
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können  daher  von  den  gesuchten  in  keinen  anderen  Puncten,  als  in  den  vorhin 
von  einander  gana  unabhängig  genommenen  P,  ..,,  S  und  P',  ...,  S'  getroffen 
werden.  Die  obige  Gleichheit  der  Doppelsohnitta Verhältnisse  Ewiachen  diesen 
Puncten  giebt  folglich  eine  speeielle  Lage  der  vier  Linien  AB,  . . .,  OM  au 
erkennen, 

In  der  Pyramide  AB  CD  werden  die  gegenüberstehenden  Seiten 
AG,  BD  von  der  Geraden  EF  in  £,  F,  und  die  gegenüberstehenden 
Seiten  BC,  AD  von  der  Geraden  GH  in  Q,  H  getroffen.  Wird 
nun  eine  zweite  Pyramide  A'B'C'D'  construirt,  dergestalt,  dass  die 
Seite  AB'  mit  AB  und  die  Seite  CD'  mit  OD  in  derselben  Geraden 
liegt,  und  dass  A'C  und  B'D'  von  EF,  und  B'C  von  GH  geschnitten 
werden,  so  mrd  GH  auch  der  A'D'  begegnen. 

Beweis.  Die  Construction  der  zweiten  Pyramide  A'B'C'D'  ist 
folgende.  Man  nehme  in  CD  beKeb%  die  Spitze  C;  alsdann  schneidet 
eine  Ebene  durch  C"  und  FF  die  AB  in  A',  eine  zweite  Ebene 
durch  C  und  GH  die  AB  in  B',  eine  dritte  Ebene  durch  B'  und 
FF  die  CD  in  D';  und  es  ist  jetzt  noch  zu  einweisen,  dass  eine 
vierte  Ebene  durch  A'  und  GH  die  CD  ebenfalls  in  D'  trifft.  — 
Sei  wie   vorhin 

F=A-i-C,     F=B  +  D,    G  =  B+C,    H=aA  +  D, 

und  überdies 

C'=cC-{-D. 
Hieraus  folgt: 

cF-]-F--C'=cA+B  =  A', 
cG  +  H^C'^aA  +  cB==  B'; 
und  daraus  weiter: 

aE+cF—B'=aC-^cD  =  D', 
aG  +  cH—  aA'=  aC+  cD. 
Mithin  wird  CD  von  den  Ebenen  FFB'  und  GJIA'  in  einem  und 
demselben  Puncto 

D-=aC  +  eD 
geschnitten,  wie  zu  erweisen  war. 

Noch  sind  bei  dieser  Figur  folgende  Relationen  zwischen  Doppel- 
schnitts Verhältnissen  zu  bemerken.  Man  setze,  den  bisherigen  Be- 
zeichnungen analog; 

A'  C-  FF=  E',     B'D'  ■  FF  ^  F', 
B'C-  GH=  G',     A'D'-  GH=H', 
und  man  hat  vermöge  der  vorigen  Gleichungen; 
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E', 

-cE  +  F, 

G-  = 

cG  +  H, 

F  = 

aE+oF, 

H'  = 

aG  +  cH, 

und  a 

US 

diesen 

allen ; 

{A,B, 

A' 

',£')  = 

iO.D, 

C,  B)  =  (E 

,F,E' 

,  F)  =  (G,  i 

(G,  H,  G',  H')  =  ~  ■ 


Schlussbemerkungeii. 

§.  247.  So  wie  jede  der  bisher  erklärten  fünf  Verwandtschaften 
zu  einer  besonderen  Art  geometrischer  Aufgaben  führt,  eben  so  kann 
auch  umgekehrt  jede  Aufgabe  der  niederen  Geometrie,  wo  aus  ge- 
wissen, in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Stücken  eines  Systems 
von  Puncten,  Geraden,  oder  Ebenen,  andere  Stücke  des  Systems 
gefunden  werden  sollen,  aus  einer  der  fünf  Vei-wandtschaften  ent- 
sprungen, angesehen  werden.  Sind  nämlich  die  gegebenen  Stücke 
von  der  Anzahl  und  Beschaffenheit,  dass  damit  ein  dem  System,  zu 
welchem  sie  gehören,  gleiches  und  ähnliches,  oder  bloss  ähnliches, 
u.  s.  w.  construirt  werden  kann,  so  wird  man  die  Aufgabe  zu  der 
Verwandtschaft  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  der  Aehnlichkeit 
allein,  u.  s.  w.  zu  rechnen  haben.  Alle  Aufgaben  der  genannten 
Ai-t  lassen  sich  daher  in  fünf  Classen  theilen, 

Folgende  Tafel  giebt  eme  Uebersicht  hiei-von,  und  damit  zu- 
gleich von  den  Hauptsätzen,  welche  in  diesem  Abschnitte  gefunden 
worden  sind.  Zur  linken  Hand  stehen  die  fünf  Arten  von  Ver- 
wandtschaften, aus  denen  die  Aufgaben  ihren  Ursprung  nehmen. 
Die  drei  darauf  folgenden  mit  I),  II),  HI)  bezeichneten  Columnen 
enthalten  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Stücke,  welche 
bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Geraden,  oder  in  einer 
Ebene,  oder  im  Räume  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen 
finden  zu  können.  Zur  rechten  Seite  dieser  Columnen  ist  die  Be- 
schaffenheit der  gegebenen  und  gesuchten  Stücke  bemerkt.  Bei  den 
aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  entspringenden  Aufgaben  ist 
diese  Angabe  weggelassen,  weil  aus  der  Anzahl  der  Stücke  und  der 
Bedingung  ihrer  gegenseitigen  Unabhängigkeit  die  Beschaffenheit, 
wenigstens  die  negative,  schon  erkannt  wird.  (Bei  n  Puncten  in 
einer  Ebene  z.  B.  kann  zwischen  2«  — 3  Stücken,  welche  bloss 
Verhältnisse  sind,  keine  Unabhängigkeit  stattfinden.)  Eben  so  ist  es 
bei  den  Aufgaben,  welchen  die  Aehnlichkeit  zum  Grunde  liegt,  hin- 
reichend, zu  wissen,  dass  die  gegebenen  Stücke  nicht  räumliche 
Grössen  selbst,  sondern  nur  Verhältnisse  zwischen  denselben  sein 
dürfen.       Dass     man     aber    zu    diesen    Verhältnissen    nicht    bloss 
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§.  248. 


Veihältnisse  zwischen  den  Theilen  des  jedesmaligen  Haums  [Raum- 
theilen),  in  welchem  die  Figur  enthalten  ist  (§.  154  zu  Ende),  oder 
nicht  bloss  Vieleckschnittsverhältnisse  nehmen  darf,  fliesst  schon 
aus  der  Anzahl  iind  der  geforderten  Unabhängigkeit  der  gegebenen 
Stücke,  und  war  daliei  ebenfalls  nicht  nöthig  zu  bemerken.  (So 
können  In  —  4  Doppel schnitts Verhältnisse  bei  )*  Puncten  in  einer 
Ebene  nicht  von  einander  unabhängig  sein,) 


I. 

n. 

m. 

Gleichheit  und  Aehn- 

lichkeit 

«—1 

2n— 3 

3n  — 6 

Aehnlichkeit 

»  —  3 

2«  — 4 

3)1  —  7 

VerhiiUnisse. 

Gleiohieit 

ji  — 1 

2>i  — S 

3)1  —  11 

Ritumtheile. 

Affinität 

n  —  2 

2»^6 

3jj  — 12 

Verhältnisse  BK-ischen 

C  ollineations  verwan  dt- 

sehaft 

,t-'S 

2J^■^8 

3«-15 

Vieleekschnittsyerhält- 

§.  24S.  Eine  Aufgabe  ist  als  gelost  zu  betrachten,  wenn 
zwischen  den  gegebenen  Stücken  und  dem  gesuchten  eine  Relation 
oder  Gleichung  gefunden  worden  ist.  Man  kann  hierdurch  veran- 
lasst werden,  auch  diese  Relationen  und  die  Eigenschaften  der 
Figuren  überhaupt  in  fünf  Classen  zu  theilen,  so  dass  nämlich  eine 
Eigenschaft  in  die  Classe,  welche  z.  B.  aus  der  Affinität  entspringt, 
zu  setzen  wäi-e,  wenn  die  Figur  diese  Eigenschaft  mit  allen  ihr 
affinen  Figuren,  als  solchen,  gemein  hätte.  Da  aber  die  Relationen 
zwischen  den  Theilen  einer  Figur  nicht  von  der  absoluten  Grösse, 
sondern  bloss  von  dem  gegenseitigen  Verhältniss  der  Theile  ab- 
hängen, so  kommt  jede  bei  einer  gewissen  Figur  stattfindende 
Relation  immer  auch  jeder  anderen  Figur  zu,  welche  der  ersteren 
ähnlich  ist.  Hiemach  würden  die  beiden  ersten  Classen  von  Rela- 
tionen, welche  aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  allem  ihren 
Ursprung  nehmen,  in  eine  zusammengehen,  so  wie  auch  die  beiden 
folgenden  Classen,  denen  die  Gleichheit  und  die  Affinität  zum  Grunde 
liegt  (§.  163,  5);  oder  vielmehr,  man  kann  nur  drei  Classen  von  Eigen- 
schaften der  F:^ren  aufstellen:  die  erste  geht  hervor  aus  der  Aehn- 
lichkeit, die  zweite  aus  der  Affinität,  und  die  dritte  aus  der  Ver- 
wandtschaft der  CoHineation.     Da  ferner   ähnliche  Figuren  zugleich 
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affin,  und  affine  Figiu'en  zugleich  collinear  veiwandt  sind,  so  werden 
wir,  um  nicht  die  eine  Classe  in  der  anderen  eingeschlossen  zu  er- 
halten,   auf  folgende  "Weise  diese   Classen  zu   unterscheiden  haben. 

Eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  findet  zwischen  solchen 
Verhältnissen  und  Bedingungen  statt,  welche  die  Figiir  mit  einer 
anderen  gemein  haben  muss,  wenn  sie  dieser  anderen  collinear  ver- 
wandt heissen  soll.  {Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse 
und  alle  dadurch  ausdriickbaren  Bedingungen.) 

Eine  Eigenschaft  ist  zur  zweiten  Classe  zu  rechnen,  wenn  sie 
zmschen  Verhältnissen  einer  Figur  besteht,  die  in  allen  affinen, 
nicht  aber  zugleich  in  bloss  coUinear  venvandten,  Figuren  dieselben 
Werthe  haben.  (Verhältnisse  zwischen  Abschnitten  einer  Geraden, 
zwischen  Theilen  einer  Ebene,  zwischen  Theilen  des  Baums,  die  sich 
nicht  zu  Vieleckschnitts  Verhältnissen  zusammensetzen  lassen*). 

Alle  übrigen  Eigenschaften,  bei  welchen  daher  Verhältnisse  vor- 
kommen, die  nur  ähnliche,  nicht  aber  zugleich  affine  Figuren  mit 
einander  gemein  haben,  bilden  die  erste  Classe.  (Verhältnisse  zwischen 
Abschnitten  verschiedener  Geraden,  zwischen  Theilen  verschiedener 
Ebenen,  "Winkel,  als  Functionen  solcher  Verhältnisse.) 

Ganz  übereinstimmend  mit  dieser  Classificimng  ist  folgende, 
wobei  die  zur  Entwickelung  der  Eigenschaften  dienenden  Hülfsmittel 
zum  Eintheilui^sgrunde  genommen  sind.  —  Jede  Eigenschaft,  welche 
sich  mittelst  des  abgekürzten  bai-ycentrischen  Calcula  finden  läflst, 
gehört  zur-  dritten  Classe.  Die  E^enschaften,  welche  mit  Hülfe  des 
barycenti-ischen  Calculs  selbst  und  nicht  zugleich  mittelst  des  abge- 
kürzten gefunden  weiden  können,  begründen  die  zweite  Classe.  Die 
Eigenschaften  endlich,  welche  nicht  durch  den  bai-ycentrischen  Calcul 
selbst  und  folglich  auch  nicht  durch  den  abgeküi'zten  enveislich  sind, 
sondern  wozu  die  Lehre  von  den  Winkeln  (der  pythagorische  Lehr- 
satz, trigonometrische  Formeln,  u.  s.  w.)  unumgänglich  erfordert  wird, 
machen  die  erste  Classe  aus**). 

Diese  Eintheilung  der  Eigenschaften  in  Classen  ist  aber  nicht 
bloss  auf  Systeme  von  Geraden  und  Ebenen  beschränkt,  sondern 
kann  auch  auf  ki-umme  Linien  und  Flächen  ausgedehnt  werden.  Im 
Allgemeinen  igt  hiervon  zu  merken,  dass  in  das  "Wesen  des  Krummen 


«1   Z.  B.  die  Relation  in  §,  löO   (Fig.  32): 

A'D  _,    B'D   __  BC 
AW^  B'B  -^  C'C 
*'j    Auszunehmen  sind   hiervon   die  Pioportionen  in  f 
welche   die  Gtundlage   des   bacyeentiiseheu  Caloiili  hildeu, 
die  Lehre  von  den  Winkeln  gleichiiolil  nn,ht  Piit'ichit  ivcidi 
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selbst  die  Eigenschaften  der  zweiten  Classe  weniger  eingehen,  als 
die  der  ersten,  und  die  der  dritten  Classe  noch  weniger,  als  die  der 
zweiten.  Denn  der  nicht  ahgekürzte  bai^centiische  Calcul  kann  mit 
Hülfe  der  Analysis  des  Unendlichen  bloss  Probleme  der  Quadratur*) 
und  Kubatur  behandeln,  ßectificiren  und  Applaniren  aber  ist  ohne 
Beti'achtung  von  Winkeln  unmöglich.  Für  den  abgekürzten  Calcul 
bleiben  in  dieser  Hinsicht  nur  die  Berührungen  und  die  verschiedenen 
Ordnungen  derselben  zu  untersuchen  übiig,  ausgenommen  die  Be- 
rührungen in  unendlicher  Entfernung  oder  die  Lehre  von  den  Asym- 
ptoten, welche  noch  Gegenstand  des  nicht  abgekürzten  Calculs  sein 
kann.  Die  Verschiedenheit  der  Krümmung  aber,  und  folglich  die 
Grösse  des  Krümmungshalbmessers,  kann  nur  mit  Zuziehung  von 
Winkeln  untersucht  werden  und  gehört  daher  zu  den  Gegenständen 
der  ersten  Classe. 

Was  insbesondere  die  Eigenschaften  der  Linien  der  zweiten 
Ordnung  anlangt,  mit  denen  wir  uns,  den  barycentrischen  Calcul  zu 
Hülfe  nehmend,  sogleich  näher  beschäftigen  werden,  so  gehören  der 
ersten  Classe  eigenthümlich  an,  und  können  folglich  hier  nicht  in 
Betracht  kommen:  der  Unterschied  zwischen  Kreis  und  Ellipse, 
zwischen  gleichseitiger  und  ungleichseitiger  Hyperbel,  die  Lehre 
von  den  Hauptaxen  und  den  Breunpuncten.  Von  der  dritten  Classe 
bleiben  ausgeschlossen,  können  aber  noch  in  der  zweiten  behandelt 
werden:  der  Unterschied  zwischen  den  drei  Arten  der  Kegelschnitte, 
die  Lehren  vom  Mittelpimcte ,  von  den  conjugirten  Diametern  und 
den  Asymptoten.  Die  E^enachaften  der  di-itten  Classe  finden  für 
alle  drei  Arten  von  Kegelschnitten  zugleich  statt  und  betreifen  haupt- 
sächlich merkwürdige  Doppelschnitts  Verhältnisse  bei  sehr  einfachen, 
weder  durch  Winkel  noch  Parallelismus  bedingten,  Verbmdungen 
gerader  Linien  mit  Kegelschnitten,  merkwürdige  Lagen  der  durch 
solche  Verbindungen  bestimmte  Puncte,  u.  dergl.  m. 


*)  Itit  pA-\~  gB -\-r  C  der  Ausdruck  einer  ebenen  Curve,  ao  findet  sieh,  den 
Inhalt  des  Fundamectaldreiecks  ASC^  1  gesetzt,  das  Flächenelement ,  welches 
von  einem  Elemente  der  Ourve  und  von  den  zwei,  von  A  an  die  Endpnnete  dieses 
Elements  gezogenen.  Geraden  begrenzt  -wird, 

^     q&r  —  r&q 

~   (?  +  !  +  »■)'■ 
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Anwendung  des  barycentrischen  Calcnls 

auf  die  Entwickelung  mehrerer  Eigenschaften 

der  Kegelschnitte. 
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Erstes  Capitel. 

Bestimmung  eines  Kegelschnitts  dnrcli 
gegebene  Puncte. 


§.  249.     Der  a]lgemeine  Ausdruck  eines  durch  die  drei  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,  C  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.  64, 1): 
ai^-ß^^-.y)A  +  b(v-y){^-a)S  +  olv-«nt>-ß}C. 

Es  kann  aber  dieser  Ausdi^uck  bedeutend  Tereinfacht  werden. 
Weil  nämlich  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Puncte  bestimmt  ist,  und 
gegenwärtiger  schon  durch  die  drei  Fiindamentalpuncte  geht,  folg- 
hch  zu  seiner  vÖll^en  Bestimmung  nur  noch  zwei  gegebener  Puncte 
bedarf,  so  müssen  sich  die  sechs  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden 
Constanten  his  auf  zwei  yerminderii  lassen.  Dieses  kann  folgender- 
gestalt  geschehen.  —  Man  dividire  den  Ausdruck  durch  {v — y)  {v — a), 
so  wird  er: 

Nun  hat  man  die  identische  Gleichung: 

(/»-j-X»- "J  +  ü—oK-'-ffl +  ("-«(»-?)  =  o- 

Setzt  man  daher: 
SO  wird 


Hiermit  in  dem  Ausdrucke   statt  v  die  Grösse   x  als  Veränder- 
liche eingeführt,  erhält  man: 
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und  wenn  man  die  Constanten 

setzt : 

oder 

WO  von  den  drei  noch  übrigen  Constanten  f,g,h  die  eine  nach 
Beheben,  z,  B,  gleich  1,  genommen  werden  kann,  welches  wir  aber, 
um  die  Symmetrie  nicht  zu  stören,  unteriassen  wollen. 

§.  250.  Die  Verhältnisse  f :  g  :  h  werden  im  Allgemeinen  (bei 
der  Ellipse  und  Hyperbel}  bestimmt,  wenn  nächst  den  drei  Funda- 
mentalpuncten  noch  zwei  andere  Punete  gegeben  sind,  durch  welche 
die  Curve  gehen  soll.     Sei  der  eine  dieser  Punete 

D^aA  +  hB-^-cC, 
so   folgt  durch  Vergleichung  seines  Ausdrucks  mit  dem  des  Kegel- 
schnitts I)  {§.  24,«); 

/      .        „  .    ^^ 
\  —  x 


mithin 


/   -iL 


—  ^  ]  — X  :  —  \  :  X, 
und  daher 

,)  /-  +  |  +  A  =  o, 

die  Bedingungsgleichung  dafür,    dass   der  Punct  D  in  dem  Kegel- 
schnitte I)  enthalten  ist. 

Sei    der   andere  Punct,    diirch   welchen   der  Kegelschnitt  noch 
beschrieben  werden  soll, 

E~a'A-it-b'B-\-e'G, 
so  findet  sich  eben  so 

und  durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  vorigen; 
wenn  man 


zur  Abkürzung  setzt. 
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Der  Ausdruck   für  den  durch  die  fünf  Puncte  A,  B,   G,  D,  E 
beachriebenen  Kegelschnitt  ist  mithin: 

a[ß  —  y)xA^h{y-a)x{-[-x)B  +  c{a-iS)[l^x)C. 
Durch  A  geht  die  Guive  für  x  =  \ ,  durch  B  für  x  =  (y:i,  diirch  C 
für  at  =  0 ,  durch  D  für 

X  ^  ~{a- §):[■/ ~a), 
durch  E  für 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 

(«-/»);(/-")  =  -», 

und  folglich 

{ß-y):[y~-a)  =  ~\+m, 
so  reducirt  er  sich  nuf 

11)      a{\—m)xA+bx{\—x)B-ircm{].—x)C, 
welches,  wenn  m  unbestimmt  gelassen  wird,  der  allgemeine  Ausdruck 
für  jeden  Kegelschnitt  ist,   in  welchem  die  vier  Puncte  A,  B,    C,  D 
liegen,  —  Denselben  erhält  man  auch  schon,  wenn  man,  zufolge  der 
Gleichung  1), 

setzt,  wodurch 

f :  ff  :  h  =  a{l  —  m)  :  —  b  :  cm 
wird. 

§.  251.     Sei  jetzt 

I)  =  aJ  +  bB  +  cC 
irgend    ein  in   der  Ebene    des  Kegelschnitts  I)    befindlicher  Punct, 
und  durch  denselben  an  den  Kegelschnitt  eine  Tangente  zu  legen.  — 
Der  Ausdruck  für  die  Tangente  an  J)   in   dem  Puncte,  für  welchen 
X  =  x'  ist,  findet  sich  nach  §,  77: 

Soll  nun  diese  Tangente,   wie  gefordert  wird,   durch  den  Punct 
aA-^bB-]-cC  gehen,  so  muss  sich  verhalten; 

/ 


(1 

oder,  wenn  man  einstweilen 


*tweilen 


setzt: 

1  —  x'+  V  :  —1  :  x'—  v=^i{\  —  x'f  :  k  : 
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Dies  giebt; 

i{l  —  xy  +  A  +  Ix""  =  0, 
die   Gleichung,   diiroli  deren  Auflösung  man  den  Werth  von  .r  für 
den  Berühiungspunct  erhält,   und   somit  die  Tangento  ziehen  kann. 
Es  ist  aber  diese  Gleichung  nach  x'  geordnet; 

und  ihre  zwei  Wui'zeln  sind  mithin  möglich  und  verschieden,   oder 
möglich  und  gleich,  oder  unmöglich,  je  nachdem 

(.■+i)(i  +  *)-i'  =  "  +  «  +  "'  =  jyx(4  +  i  +  T) 
negativ,  null,  oder  positiv  ist.  Im  ersten  Falle  lassen  sich  von  dem 
gegebenen  Puncte  an  den  Kegelschnitt  zwei  verschiedene  Tangenten, 
in  dem  zweiten  zwei  identische,  in  dem  diitten  gar  keine  ziehen. 
Das  Erste  findet  statt,  wenn  der  Punct  auf  der  erhabenen  Seite,  also 
ausserhalb  des  Kegelschnitts,  hegt;  das  Zweite,  wenn  er  ein  Punct 
der  Curve  selbst  ist;  das  Dritte  ereignet  sich,  wenn  er  auf  der  hohlen 
Seite  und  mithin  innerhalb  des  Kegelschnitts  Hegt.  Wir  ziehen  hier- 
aus die  Folgerung: 

Der  Punct  aA'\~hB-\-cC  liegt  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  I),   je  nachdem  die   Summe   der  drei   Quotienten 

— ,  -V-,  — ^  mit  dem  Producte   derselben  einerlei   oder  verschiedene 
a      0      c 

Zeichen  hat,     Ist  aber  diese  Summe  gleich  0,   so  Hegt  der  Punct  in 

dem  Kegelschnitte    selbst,    wie  schon    in   dem  vorigen   §.   gefunden 

worden. 

§.  252.  Ein  durch  seinen  Ausdruck  gegebener  Kegelschnitt  ist 
eine  Hyperbel,  oder  ElHpse,  je  nachdem  die  Coefficienten summe  des 
Ausdrucks  in  zwei  reelle  Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht.  Sind 
die  Factoren  reell  und  gleich,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel. 
(§.  6J   bis  63.) 

Nun  ist  die  Coefficientensumme  des  Ausdrucks  I): 
fx  —  gxH  -X)  +  A(l  -X)  =  ffx^-{g  +  h—f)T,  +  k, 
und   der  Ausdruck   gehört   folgHch    einer  Hyperbel,    Parabel,    oder 
Ellipse  an,  je  nachdem 

to  + ''  -/)"  -  is'<  =/■  +  s'  +  '•'  -  ato*  +  V+fsl 

positiv,  nnU,  oder  negativ  ist. 

Für  die  Parabel  insbesondere  wird  daher  erfordert: 
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folglich 

/=(yy_yj)'. 

Der  Ausdruck  für  eine  Parabel,  welche  durch  die  drei  Fundament  al- 
puncte  geht,  iat  demnach: 

[yg-Yh)^xA-gx{\-x)B  +  h{\~-x)C, 
oder  einfacher,  wenn  man 


1/1  = 


(\  —  efxA~-x{i~x)B  +  e^{\  —x)C , 
wobei  die  Summe  der  Coefficienten  =  (e-^xf. 

§.  253.  Weü  in  diesem  Ausdrucke  für  die  Parabel  nur  eine 
Constante  noch  zurück  ist,  so  ist  eine  Parabel  schon  durch  vier  Punote 
vollkommen  bestimmt.  Sei  daher  nächst  A,  B  und  C,  der  vierte  Punct, 
durch  den  die  Parabel  geführt  werden  soll, 

B^aA  +  hB  +  cC, 
so    hat    man    zur    Bestimmung    von    e    die    quadratische    Gleichung 
(§-250,1): 

^  +  |  +  -:;^o. 

oder 

la  +  c)be''^2bce+ia  +  b}c  =  0. 

Es  fo%t  hieraus,  dass  sich  durch  die  vier  Puucte  A,  B,  C,  D 
im  Allgemeinen  entweder  zwei  verschiedene  Pai'abeln,  oder  gar  keine 
beschreiben  lassen,  je  nachdem  nämlich  die  beiden  Wurzeln  dieser 
nach  e  aufgelösten  Gleichung  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 
also  die  Grosso 

bic^  —  [a  +  b){a  +  c]bo  =  —abc{a  +  b  +  c)  =  abcd, 
wenn  man 

a  +  b  +  c-\-d=  0 
setzt,  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Ist  aber  dieses 
Product  positiv,  so  sind  zwei  seiner  Pactoren  positiv,  die  beiden  an- 
deren negativ,  und  alsdann  liegt  jeder  der  vier  Puncte  A,  B,  C,  D 
ausserhalb  des  von  den  di-ei  übrigen  gebildeten  Dreiecks  (§.  32,  Zu- 
satz), Ist  hingegen  das  Product  negativ,  so  hat  der  eine  Factor  das 
entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  der  drei  übrigen,  und  der  eine 
Punct,  welchem  dieser  Factor  als  Coefiicient  zukommt,  liegt  inner- 
halb des  Dreiecks,  zu  welchem  die  di-ei  anderen  Puncte  die  Spitzen 
abgeben.  —  Also: 
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Haben  vier  Puncte  in  einer  Ehene  eine  solche  Lage  gegen  einander, 
dass  Jeder  derselben  ausserhalb  des  DreiecJcs,  welches  die  drei  anderen 
bilden,  befindlich  ist,  so  lassen  sich  durch  sie  zwei  verschiedene  Parabeln 
beschreiben.  lAegt  dagegen  einer  der  vier  Puncte  innerhalb  des  von 
den  drei  anderen  gebildeten  DreiecAs.  so  l'ann  durch  sie  heine  Parabel 
beschrieben  werden. 

In  dem  vorhin  niuht  berührten  Falle,  wo  das  Product 
abcio  +  h+c   =0 
i^wd      ind  d  e  beiden  ^^urzeln  dei  Gleictung  emander  gleich  weide  1      od  eil 
die   zwei  möglichen  Parabeln  m  eine   zusamn  eu     Wird  nambch  \   n  den  \iei 
Faetoren  jenes  Products  einei  der  drei  ersten    z    B   a  =  0    ?o  tiillt  D  m  die 
Fundamentallinie  SC     Wenn  nii      \oi  dem  wurkhoheii  Einfallen     duich  die 
Tier  Puncte  z^iei  l'aribeln  oonafiuirbir  waren     so  wird  jede  diesei  Parabeln 
je  naher  D  an  SC  ruckt    sich  desto  melu  der  Geraden  SC  und  der  durch  A 
damit  gezogenen  Parallele  nahem     bis  dais     wenn  D  in  SC  selbst  au  hea;en 
kommt   jede  Parabel  in  dis  Sjoti-m  dieaei  zuei  Paiallelen  übergeht 
Setzen  wir  zweitens  den  Factoi 

Ro  KnrdDein  ineidli^h  entfemtei  P  inct  md  es  erhellet  dass  je  iieitei  leli 
I)  ^on  A  B  C  enttemt  doch  «o  dasa  immei  zwei  Parabeln  ei  eoistriiien 
möglich  bleiben  diesi,  awei  Paiabeln  sich  desto  nehr  aneinandei  Hohliessen 
■fterden  bis  aie  fui  ein  unendbeh  entferntes  D  111  e  le  zusammenfallen  iielohe 
n\chat^  -B  C  noci  duich  dieEichtmg  1  est  mmt  wird  nachnelcl  ri)  liegt 
ind  11  elcher  die  D  uchmesser  dci  Parabel  jaralkl  SLin  nus  en 

g  254  Ziehen  wii  jetzt  aussei  den  Piiabeln  noch  die  andLien 
Kegelschnittt  m  Betrielit  welche  durch  die  Mer  Puncte  A  B  C  D 
be«chiieben  weiden,  können  ■ —  Dei  ill^ememe  iusdiuck  tui  die=!e 
Cniven  II}  mit  dem  Auadruche  I)  -verghchen,  giebt 

f^a{i—m),    g  =  —  b,     h  =  cm, 
oder 

f  r=  ap,     g  =:  bq,     h:r=cr, 

wenn  man  der  Symmetrie  willen  die  Verhältnisszahlen 

].  — «i=^,     —1=?,     m==r 
setzt,  wo  daher 

p  +  q  +  r  =  {i. 

Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel 

/■  +  f  +  If  -  Igh ^Ihf- Ifg 
(§.  252)  in 

ftä^s  ^  js^2  _|_  p2j.ä  —  ^bcip- —  1carp-—1ah'pq. 
Weil  man  aber,  wegen 
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die  Coefficienten  von  a^,  b^,  o^: 

j)^  =s — rp — pq,     g^  ^ — PS- — q>'>     r'^  =  —  qr — rp 
setzen  kann,  so  zieht  sich  die  Formel  zusammen  in : 

—  (§  +  ef(/r  -  (c  -h  a]'rp  -  («  +  b^pg, 
und  wird,  wenn  man  wieder  m  einführt; 

{h^c)^^-(c  +  ar-m{i-m)  +  {a  +  hr{\~~m]. 

Der  durch  die  vier  Puncte  A,  B,  G  und  aA^bB  -{-cO  be- 
schriebene Kegelschnitt  II)  ist  also  eine  Hyperbel,  Parabel,  oder 
Ellipse  (§.  252),  je  nachdem  die  letzterhaltene  Formel 

/=-H---2^Ä--... 
positiv,  null,  oder  negativ  ist.  Soll  aber  diese  Function  von  m,  die 
wh  in  dem  Folgenden  mit  Ji"  bezeichnen  wollen,  null  werden  können, 
soll  es  also  möglich  sein,  durch  die  vier  Puncte  Parabeln  zu  be- 
schreiben, so  mr^s  M,  nach  m  aufgelöst,  in  zwei  reelle  Factoren 
zerlegbar  sein.    Hierzu  wird  erfordert  (vergl,  §.  252),  dass,  wenn  man 

h-^c  =  i,     c  +  a  =  k,     a-\-b  =  l 
setzt, 

=  — 16a5c(«-f-5  +  c)  =  iöabcd 
eine  positive  Grösse  sei,  was  wir  auch  schon  im  vorigen  §.  als  Kenn- 
zeichen für  die  Parabel  gefunden  haben.  Zugleich  aber  erhellet, 
dass  alsdann  M  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  m  null,  und  da- 
her für  andere  Werthe  von  m  bald  positiv  bald  negativ  wird,  Ist 
dagegen  abcd  negativ,  so  kann  M  niemals  null  werden,  sondern 
behält  für  jeden  Werth  von  m  ein  und  dasselbe  Zeichen,  und  zwar 
das  positive,  weil  es  sich  unter  anderen  für  ra  =  0  auf  {a  -}-  b)^  re- 
ducirt.  —  Da  nun  einem  positiven  M  die  Hyperbel,  einem  negativen 
die  Ellipse,  und  einem  verschwindenden  die  Parabel  zugehört;  da 
ferner,  nachdem  «öc(7  positiv  oder  negativ  ist,  die  vier  Puncte -4,  ..,  O 
die  eine  oder  die  andere  der  zwei  im  Äl^emeinen  möglichen  Lagen 
gegen  einander  haben  (voriger  §.) ;  so  ist  das  eben  erhaltene  Resultat, 
geometrisch  ausgedrückt,  folgendes: 

Wenn  von  vier  Funden  in  einer  Ebene  Jeder  derselben  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  liegt,  so  lassen  sich 
durch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschiedene  Parabeln 
beschreiben.  Liegt  aber  der  eine  innerhalb  des  von  den  drei  anderen 
gebildeten  Dreiecks,  so  können  durch  sie  weder  Ellipsen  noch  Parabeln, 
sondern  bloss  Hyperbeln  geführt  werden. 
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Heisse  in  dem  Folgenden  der  Kürze  willen  die  erstere  Lage  von 
vier  Puncteii;  die  parabolische,  und  die  letatcre  die  hyperbolische. 


§.  255.  Wir  wollen  nunmehr  die  Untersuchung  auf 
von  fünf  Piincten  A,  B,  C,  D,  E  in  einer  Ebene  ausdehnen,  und 
aus  der  gegenseitigen  Lage  derselben  die  Art  des  einz^en  durch  sie 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  erforschen  suchen.  Hierzu  schicken 
wir  folgenden  leicht  erweislichen  Satz  voraus. 

Hat  man  ein  System  von  fünf  Puncten  in  einer  Ebene,  von 
denen  keine  di-ei  in  einer  Geraden  liegen,  so  giebt  es  unter  den 
fünf  Quaternionen ,  welche  sich,  je  vier  dieser  Puncte  besonders  ge- 
nommen, bilden  lassen,  wenigstens  eine,  deren  vier  Puncte  eine 
parabolische  Lage  zu  einander  haben. 

Unter  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  seien  nun  die  vier  ersten 
j4,  B,  C,  D  (Fig.  56)  die  Puncte  einer  solchen  Quaternion ,  und  zwar 
60,  dass  die  Geraden  AC  und  BD  sich 
innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneiden 
(§.  32,  Zusatz).  Man  ziehe  die  vier  Ge- 
raden AB,  BC,  CD,  DA.  Durch  sie 
wird  im  Allgemeinen  die  Ebene  in  elf 
Theile  zerlegt,  von  denen  die  vier,  welche 
von  aussen  an  die  Seiten  des  Vierecks 
AB  OD  gi^enzen,  mit  G,  die  übrigen 
sieben  mit  H  bezeichnet  worden  sind. 
Liegt  nun  der  fünfte  Punct  E  in  einem 
dieser  letzteren  Theile,  so  ist  aus  der 
Figur  ersichtlich,  dass  es  alsdann  immer 
drei  von  den  Puncten  A,  B,  G,  D  giebt, 
mit  denen  sich  E  in  hyperbolischer  Lage 
befindet,  dass  also  in  diesem  Falle  durch 
die  fünf  Puncte  immer  eine  Hyperbel 
bestimmt  wird.  Liegt  aber  der  Punct  E 
in  einem  der  vier  mit  6  benannten  Theile, 
so  sind  sämmtliche  fünf  Quaternionen  der 
fünf  Puncte  parabolisch,  und  es  kann  mit- 
hin, nach  der  jedesmaligen  besonderen 
diesen  Theilen,  durch  ihn  und  die  vier 
übrigen  bald  eine  Hyperbel,  bald  eine  Ellipse,  bald  eiae  Parabel  be- 
schrieben werden,  oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen:  E  ist 
alsdann  bald  hyperbolisch,  bald  elHptisch,  bald  parabolisch.  Um  zu 
bestimmen,  wenn  er  das  letztere  ist,  beschreibe  man  durch  A,  B, 
C,  D  die  zwei  möglichen  Parabeln  [Fig.  57),   die  also  nur  durch  die 


des   Punct  es 
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Räiime  G  sich  fortaieiieii  können.  Liegt  nun  dei  Punct  E  in  einer 
dieser  Parabeln  selbst,  so  ist  er  parabolisch;  liegt  er  nicht  dai-in, 
so  ist  er  es  nicht,  indem  sonst  durch  A,  B,  0,  D  noch  andere 
Parabeln  müssten  besehrieben  werden  können,  welches  nicht  mög- 
lich ist. 

Es  wird  aber  durch  diese  zwei  Parabeln  die  Ebene  in  sechs 
Räume  abgesondert.  Der  eine  ist  das  von  den  Parabelbögen 
AB,  BC\  CD,  DA  eingeschlossene  Viereck  und  gehört  beiden 
Parabelflächen  gemeinschaftlich.  Vier  andere,  welche  in  der  Figur 
mit  L  bezeichnet  sind  und  an  die  Seiten  dieses  Vierecks  grenzen 
liegen  innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  Parabel. 
Ausserhalb  beider  Parabeln  liegt  der  noch  übrige  sechste  Baum.  Ich 
behaupte  nun,  dass  alle  Puncto  eines  und  desselben  dieser  ßäume 
von  einerlei  Beschaffenheit  sind,  nämlich  alle  entweder  hyperbolisch, 
oder  alle  elliptisch;  und  beweise  dieses  folgendergestalt. 

Der  Werth  von  m  (§.  250  und  §.  254)  ist  bekannt,  sobald  nächst 
den  vier  Puncten  A,  . .,  D,  die  hierbei  als  fest  betrachtet  werden, 
noch  der  fünfte  £  gegeben  ist.  Jedem  Orte  von  JE  entspricht  daher 
ein  gewisser  Werth  von  m,  und  folgHch  auch  von  M,  als  einer 
Function  von  ni.  Liegt  JE  in  einer  der  Parabeln  selbst,  so  ist  M  =  0, 
und  umgekehrt.  Denken  wir  uns  nun  den  Punct  E  nach  Belieben 
sich  stet^  fortbewegend,  jedoch  so,  dass  er  dabei  keiner  der  beiden 
Pai-abeln  begegnet,  und  folglich  in  demjen^en  der  sechs  Räume,  in 
welchem  er  beim  Anfange  der  Bewegung  ist,  foi-twährend  bleibt,  so 
wh-d  auch  die  Function  M  sich  stetig  ändern,  aber  nicht  gleich  Null 
werden,  und  fo^Hch  immerfort  dasselbe  Zeichen  behalten*).  Da 
aber,  je  nachdem  M  positiv  oder  negativ  ist,  die  fünf  Punote  in 
einer  Hyperbel  oder  Ellipse  liegen,  und  mithin  der  Punct  E  zu  den 
hyperbolischen  oder  elliptischen  gehört,  so  ist  damit  die  Richtigkeit 
der  obigen  Behauptung  dargethan. 

Nun  waren  alle  Puncto  des  geradlinigen  Vierecks  AB  CD  hyper- 
bolisch, mithin  müssen  es  auch  alle  Puncte  des  mit  den  Parabel- 
bÖgen  begrenzten  Vierecks  sein;  und  eben  so  folgt,  dass  alle  Puncte 
des  sechsten,  von  den  beiden  Parabeln  ausgeschlossenen,  Raums 
hyperbolisch  sind.    Von  den  vier  übrigen  mit  L  bezeichneten  Räumen 


*j  iir  ist  eine  quadratisehe  Funetion  von  m,  und  kann  daher  nur  durch  0, 
nicht  auch  durch  CO,  aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  und  umgekehrt,  über- 
sehen. —  Es  wird  m  =  CO,  und  folgKch  M  =  CO^,  für  a  =  y,   d.  i. 


a  E  in  die  Gerade  SD  zu  liegen  kommt. 
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wild  aber  jeder  bloss  elliptieche  P.imcte  enthalten.  Denn  denkt  man 
sich  durch  A,  B,  C,  D  eine  Ellipse  beschrieben,  so  kann  diese  nur 
in  den  Räiimen  L  enthalten  sein,  wird  aber  durch  jeden  dieser 
ßäunie  gehen,  weil  sie  eine  in  sich  zuriicklaufeude  Linie  ohne  Spitzen 
ist,  Folghch  giebt  es  in  jedem  der  Bäume  L  eine  Reihe  elliptischer 
Puncto,  folglich  müssen  alle  Puncto  eines  jeden  dieser  vier  Räume 
eUip tisch  sein. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  ist  daher  übersichtlich 
folgendes : 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  fünf  Puncte  gegeben,  von  denen 
heine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Die  Art  des  Kegelschnitts  au  be- 
stimmen, welcher  durch  die  fünf  Funete  beschrieben  werden  kann. 

Auflösung.  Unter  den  fünf  Puncten  lassen  sich  immer  vier 
auswählen,  von  denen  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  anderen  ge- 
bildeten Dreiecks  liegt.  Es  sei  dieses  geschehen,  und  man  beschreibe 
durch  solche  vier  Pu/ncte  zfwei  Parabeln,  was  immer  möglich  ist*). 
Liegt  nun  der  filmte  Punct  in  einer  dieser  Parabeln  selbst,  so  ist  diese 
Parabel  der  Kegelschnitt,  welcher  sich  durch  alle  fünf  Punote  be- 
schreiben lässt.  lAegt  der  Punct  innerhalb  heider  Parabeln,  oder  ausser- 
halb beider,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen 
innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  befi/ndlich,  so  liegt  er 
mit  den  vier  übrigen  in  einer  Ellipse. 

§.  256.  Zusätze.  «)  Stellt  man  sich  durch  die  vier  Puncte 
A,  B,  G,  D  (Fig,  57)  alle  möglichen  Kegelschnitte  beschrieben  vor, 
so  wird  durch  jeden  fünften  Punct  der  Ebene  einer  derselben  gehen, 
und  folghch  die  Ebene  mit  Kegelschnitten  ganz  überdeckt  sein.  Weil 
ferner  durch  fünf  Puncte  ein  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt  ist, 
so  werden  sich  je  zwei  derselben  nur  in  den,  ihnen  allen  gemein- 
schaftlichen, Puncten  A,  B,  C,  D  schneiden;  an  jeder  anderen  Stelle 
der  Ebene  aber  werden  die  zunächst  liegenden  Elemente  dieser 
Curven  einander  parallel  sein.  Endlich  werden  in  die  vier  Räume  L 
bloss  elliptische  Täögen  fallen,  und  die  zwei  übr^en  bloss  mit  hyper- 
bolischen Bögen  angefüllt  sein. 

b]  Durch  vier  Puncte  einer  Ebene,  von  denen  der  eine  inner- 
halb der  drei  anderen  Hegt,  lassen  sich  nur  Hyperbeln  beschreiben. 
Man  denke   sich   ähnlicherweise  durch   solche  vier  Puncte   alle   nur 


*)  Sind  die  Geraden  AB  und  CD  (Fig.  57)  einander  parallel,  so  ist  die 
Parabel  SADC  dem  System  dieser  Parallelen  gleich  zu  achten;  und  wenn  auch 
AD  mit  BC  parallel  ist,  so  hat  man  die  vier  ins  Unendliche  verlängerten  Seiten 
des  Parallelogramms  ABCD  für  die  zwei  Parabeln  au  nehmen. 
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möglichen  Hyperbeln  beschrieben,  so  wird  auch  hiermit  die  ganze 
Ebene  überzogen  sein,  und  keine  zwei  derselben  werden  sich  ii^endwo 
anders,  als  in  den  vier  Puncten  schneiden. 

c)  Auf  eine  dritte  Weise  eine  Ebene  mit  Kegelschnitten  zu  über- 
ziehen, welche  sämmtHch  durch  vier  Puncte  der  Ebene  gehen,  ist 
nicht  möglich,  weil  vier  Puncte  einer  Ebene  im  Allgemeinen  nur 
eine  der  zivei  in  a)  und  h)  angenommenen  Lagen  gegen  einander 
haben  können. 

d)  Da  jede  dieser  beiden  Lagen  gleich  gut  möglich  ist,  und 
weil  die  Fläche  einer  sich  in  das  Unendliche  ersti'eckenden  Parabel 
sich  zu  der  unendlichen  Ebene,  in  welcher  sie  liegt,  wie  eine  end- 
liche Grösse  zu  Vco  verhält,  so  kann  man  immer  die  Quadratwurzel 
aus  dem  Unendlichen  gegen  ein  Endliches  wetten,  dass'fünf  in  einer 
Ebene  mll&ürlich  genommene  Puncte  eher  in  einer  Hyperbel,  als  in 
einer  Ellipse  Hegen. 

§.  257.     Die    Bestimmungsweise    der    Art    eines    Kegelschnitts 
nach  der   jedesmaligen  Lage   des    fünften  Punctes    gegen    die    zwei 
durch  die  vier  ersten  Puncte   möglichen   Parabeln   lässt   sich  auch 
folgendergestalt  bloss  durch  Calcul  als  richtig  darthun. 
Der  Ausdruck  für  einen  durch 

A,  B,  G,  n~aA^hB  +  cG 
gehenden  Kegelschnitt  ist  [§.  250): 

«{1  _  m)xA  +  bx(i—x)£  -f-  cm{\  —  x)  C; 
und  ein  solcher  Kegelschnitt  eine  Parabel,  wenn  (§.  254) : 

itf=  {b-i-c)^m  —  {c  +  aj^m(i  —  m]  +  {a  +  l)'' [l  ~  m)  =  0. 
Heissen   demnach   m'  und  m"  die    beiden  Wurzeln   dieser    nach  m 
aufgelösten   quadi-atischen  Gleichung,   so   geben   dieselben,   im  Aus- 
drucke des  Kegelschnitts  nach   einander   suhstituirt,  die  Ausdrücke 
der  zwei  duich  A,  B,  C,  D  möglichen  Parabeln  selbst. 
Der  fünfte  Punct 

E=a'A  +  b'B^c'C 
liegt  nun  nach  §.  251   innerhalb   oder  ausserhalb   der  einen  Parabel, 
für  welche  m  ^=  m',  und  mithin 

/=«(! -«.'),     !,  =  -»,     /.  =  .».' 
ist,  je  iiacMcm 

«{l-m'j       b       cm'[a(l-m')         b     ,     cm"] 
?        ■  y  ■    «■  L      "'  V         o'  J 

=  -  aßy[i  ^m')m-[a- ß  +  {y - a],ri] 
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(§.  250)  positiv  oder  negativ  ist;   imd  eben  so  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  anderen  Parabel,  für  welche  m  =  ?»",  je  nachdem 

—  ß/Sj- (1  -  m'>"[a  -  ^ -l- [;- —  a)m"] 
positiv  oder  negativ  ist.     E  liegt  folglich  innerhalb  beider  Parabeln, 
oder  ausserhalb  beider,  wenn 

«.■«."(l-m'l(l-»»")[o-^  +  (/-c.)rf][«-^  +  (j/-o)»>"l 
positiv;    dagegen    innerhalb   der   einen  und   ausserhalb  der  anderen, 
wenn  dieselbe  Grösse  negativ  ist.     Es  fliesst  aber  aus  der  quadrati- 
schen Gleichung  Jtf^O,  dass 


und  eben  so,  wenn  man  m  mit  1  — m,  und  a  mit  c 
tauseht,  als  wodurch  die  Formel  M  unverändert  bleibt; 

Mithin  ist   das  Product   m'm"  [1 — m')  (1 — »*")   immer    positiv,    und 
die  eben  gedachten  zwei  Bedingungen  reduciren  sich  auf 
[«-/»+ (,-o)m'l[o-;»  +  (^-ol»."J>,  <0. 
Es  sind  femer  die  Bedingungen,  unter  welchen  ein  durch  A,  B, 
G,  D  gehender  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist  (§,  254): 
M={c-\-af{m.  —  m')[m  —  m')';;>,  <  0. 
Mithin  ist   der  durch  A,  B,  C,  D,  E  zu  beschreibende  Kegel- 
schnitt,  als  für  welchen  nach  §.  250 

eine  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem 

[«_^  +  (j,_„)^'][„_^^.{j,_«)^"]>  oder  <0, 
Bedingungen,     welche    mit    den    vorigen,     die    Lage     von    E    gegen 
die  zwei  Parabeln  betreffend,   auf  die   erforderliche  Weise  überein- 
stimmen. 
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Zweites  Capitel. 

Bestimmung  eines  Kegelschnitts  dnrch  gegebene 
Tangenten. 


§.  258.  Der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  Kegelschnitt,  der 
von  den  drei  Pundamentallinien  BG,  CA,  AB  berührt  wird,  ist 
nach  §.  64,2: 

a[^-aYA  +  h[v-ßYB  +  c(v-yYa 
Es  lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck    auf  ganz   ähnliche   Weise,   wie 
der  Ausdruck  in  g.  249,  vereinfachen,   indem  man 

und  sodann 


setzt.     Hierdurch  wii'd  der  Ausdruck 

ip'^A  +  ktfB^Jr''C, 
und  wenn  man  noch,  M'cgen 

die  Verhältnisse 

p:q:r=\—y:—\   :  y 
setzt: 

I)  i{\—yfA^kB^lfC. 

§.  259.     Die  Siimme  der  Coefiicienten  dieses  Ausdriicks  ist: 

und  mithin  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,   Parabel,   oder  Hyperbel, 
nachdem  (§.  252) 

[i  -^l)[i-irk)  —  i^  =  kl'^U-^ik 
positiv,  null,  oder  negativ  ist. 

Um   daher  den   allgemeinen  Ausdruck  für   eine   Parabel  zu   er- 
halten, welche  die  drei  Fundamentalseiten  berührt,  setze  man 

111 
kl  :  1%  :  ik -^  -T-  .  -y  \      -  =  1  —  e  :  —  1  :  e, 


y  Google 


334  Der  barycentrische  Calcul,     Abschnitt  III.  §.  2fi0. 

mithin 

und  der  Ausdi'iick  wird 

e(l~-,]'A-ell-e)B  +  (l-e),/C, 
wobei  die  Summe  der  Coefflcienten  :=^  (e  —  y)^. 

§.  260.  Die  Berührungspuncte  des  Kegel^chnittä  I)  mit  den 
Seiten  des  Fundamentaldi'eiecks  sind 

kB  +  W,  IC+iA,  iA  +  JcB, 
für  y  ^=  1,  CO,  0.  Es  folgt  hieraus,  wie  schon  in  §.  64  bemerkt 
worden,  dass  sich  die  drei  Geraden,  von  den  Spitzen  eines  um  einen 
Kegelschnitt  beschriebenen  Dreiecks  nach  den  Berührung^uncten  in 
den  gegenüberliegenden  Seiten  gezogen,  in  einem  Puncte  schneiden. 
"Diesem  Puncte  kommt  hier  der  Ausdruck 

iA  +  kB^W 
zu. 

Da  dvrrch  einen  boKobig  in  der  Ebene  ABC  gegebenen  Punct 
D  =  iA-\-}cB-^lC 
jedes  der  Verhältnisse  i  :  k  :  l,  und  durch  dieselben  der  Kegel- 
schnitt I)  vollkommen  bestimmt  ist,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass, 
wenn  man  einen  nach  Willkür  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  {ABC) 
genommenen  Punct  {D,  Fig.  43)  mit  den  Spitzen  des  Dreiecks  durch 
Gerade  verbindet,  es  immer  einen,  und  nur  einen,  Kegelschnitt  giebt, 
welcher  (Ue  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Durchschnitten  [A' ,  B' ,  C] 
mit  Jenen  Geraden  berührt.  Da  also  jedem  Puncte  D  der  Ebene 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ent- 
spricht, so  entsteht  die  Frage :  für  welche  Puncte  der  Ebene  ist  der 
zugehörige  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  für  welche  eine  Parabel,  etc.; 
oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  woUen:  welche  Puncte  der  Ebene 
sind  in  dieser  Beziehung  elliptisch,  welche  parabolisch,  welche  hyper- 
bolisch? 

Die  Antwort  hierauf  ist,  zufolge  des  vor^en  §.,  dass  ein  Punct 
iA-^J^B  -\^IC  zu  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art  gehört,  nach- 
dem kl-\-li-\-ik  positiv,  null  oder  negativ  ist.  Die  parabolischen 
Puncte  insonderheit  werden  daher  eine  Curve  bilden,  in  deren  Aus- 
drucke zwischen  den  drei  Coefflcienten  i,  k,  l  die  Relation 

kl+li  +  ik  =  0 
stattiindet.     Man  setze  hiernach 

kl  :  li  :  ik  =  l—z  ■  —]    :  z, 
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SO  wird 

i:  k:  l  =  z  :  —z{l—g]  :  i—z, 
und  der  Ausdruck  der  CuiTe 

Die  Curve  ist  daher  (§.  252)  eine  durch  A,  B,  C  gehende  Ellipse, 
die,  zufolge  dessen,  was  das  nächste  Capitel  über  die  Bestimmung 
des  Mittelpunctes  eines  Kegelschnitts  lehren  wird,  den  Punct 
A-'r B  +  C,  d,  i.  den  Schweipunct  des  Dreiecks  AB C,  zum  Mittel- 
puncte  hat. 

Da  endlich  nach  §.  251 ,  wenn  wir  die  dortigen  f,  g,  h,  a,  b,  c 
mit  ],  1,  1,  i,  k,  l  vertauschen,  der  Punct  iA  +  kB  -\-lO  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  sA  —  etc.  liegt,  nachdem 
klr^-li-^ik  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  innerhalb  der 
Ellipse  liegenden  Puncte  elliptisch,  die  ausserhalb  derselben  befind- 
lichen hyperbolisch;  und  das  Ergebnisa  lässt  sich  nun  folgender- 
gestalt  zusammenfassen. 

Aufgabe,  Mn  Punct  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  wird  mit  den 
Spitzen  des  Dreieoks  durch  Gerade  verbunden.  Die  Art  des  Kegel- 
schnitts  leu  bestimmen,  tvelcker  die  Seiien  des  Dreiecks  tn  den  Durch- 
schnitten derselben  mit  jenen  Geraden  berührt. 

Auflösung.  Man  beschreibe  um  das  Dreieck  eine  Ellipse,  welche 
den  Schwerpunct  desselben  zum  Mittelpunot  hat;  und  der  Kegelschnitt 
ist  eine  Parabel,  Ellipse,  oder  Hyperbel,  Je  nachdem  der  erstgedachte 
Punct  in  der  Peripherie  dieser  Ellipse,  oder  innerhalb,  oder  ausserhalb 


§.  261.     Der  Ausdruck  der  Tangente  an  den  Kegelschnitt 
I)  iil—y)^A  +  kB  +  ly^C 

in  dem  Puncte,  für  welchen  p  ^=  y,  findet  sich  nach  §.  77 ; 

i[\  —yyi  -y--1t)A  +  kB  +  ly' [y'^%v)C, 
oder,  wenn  man 

y-+^v^w 

1)  i(\-^y'){i-w)A  +  hB  +  lywC. 

Die  Durchschnitte   dieser  Geraden   mit   den  Fundamentallinien 
sind : 

kB  4-  ly'C,     ly'C~i[\  —  y')A,     ^(l  --y')A  +  kB. 
Sei    nun  in  der   Ebene  ABC   eine    beliebige   Gerade 
welche  die  Fundamentallinien  in  den  Puncten 

bB  —  cG,     cC^aA,     aA  —  bB 
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(§.  39,  a)  schneide,  und  deren  Ausdi-uck  daher 
(C)  a['i~v)A  —  hB  +  cvC. 

Es    wird    die    Bcdingungsgleiehung    verlangt,    unter    welcher    diese 
Gerade  eine  Tangente  an  den  Kegelschnitt  I)  ist, 

Soll  die  Tangente  1)  für  einen  gewissen  Weith  von  y'  mit  der 
Geraden  b  identisch  werden  können,  so  müssen  für  denselben  Werth 
von  y'  auch  die  Durchschnitte  beider  mit  den  Fundainentallinien 
zusammenfallen.  Wie  sich  durch  Vei^leichung  dieser  Puncte  er- 
giebt,  muss  sich  daher  verhalten: 

mithin 

T'T-i:  =  '~^"~'-i'-  .md^  +  A  +  £.  =  o. 
welches  demnach  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 
Noch  folgt  aus  diesen  Proportionen: 

'  ■    "  *    ■  ~"   1  —  »/'   ■  ■   y'' 

Hierdurch  wird  der  Ausdruck  I) ; 

»■('  -  !/)■ 
l-,/    ■ 

der  Ausdruck  für  alle  Kegelschnitte,  die  von  den  drei  Fundamental- 
linien   und    der  vierten  Geraden   b  berührt   werden,     Für   den  Be- 
ruhiungspunct  mit  letzterer  ist  y  ^  y',  und  daher  dieser  Punct  selbst: 
a[\~y']A~hB  +  <:y'C. 
Soll  noch  eine  fünfte  Gerade 

(e)  «'  (1  —  w)Ä  —  b'B  +  c'w  C 

den  Kegelschnitt  I)  berühren,  so  tritt  die  Be dingung sgleicliung 

hinzu,  aus  welcher,  in  Verbindung  mit  der  vorigen, 

,1.1-1^  L._  .  1  .  1 

hc' — b'c  '  cd — o'a  '  ab' — dh 
folgt.     Der  Ausdruck  des  Kegelschnitts,    der  von   den  drei  Funda- 
mentallinion  und  den  Geraden  b,  e  berührt  wird,  ist  demnach 

Da  hierin  keine  unbestimmte  Constante  mehr  vorkommt,  so 
schKessen  wir,  dass  an  fünf  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  immer 
ein,    und  nicht  mehr  als  ein,    Kegelschnitt  beschnehen  werden  Tiann, 


-bB+^C, 
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dass  folffUch  ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen   durch  fünf  Tangenten 
vollkommen  bestimmt  ist. 

§.  262.  Eine  Parabel  ist  schon  durch  vier  Tangenten  Toll- 
kommen  bestimmt.  Denn  soll  die  von  den  drei  Firndamentallinien 
berührte  Parabel 

(§.  259)   noch  von  der  vierten   Geraden  b  berührt  werden,    so  muss 
zufolge  des  vorigen  §. 

ail  —  e)-~b-\~ce  =  0, 
mithin 


sein.     Hierdurch  wird  der  Ausdruck  der  Parabel: 

('^^y^  +  -J_j  +  -lLa 

An  vier  in  einer  Ebene  befindliche  Gerade  lässt  sich  daher  immer 
eine,  und  nur  eine,  Parabel  berührend  legen. 

Heissen  die  Berükrungspuncte  der  Parabel  mit  den  drei  Funda- 
mentallinien :  D,  E,  F  {¥\g.  58),  so  hat  man: 

(a~b)B  -^{c  —  a)C  +{h~c)D  =--  Ü, 
für  g=l-, 

[b~c]C  ^{a~b)A+[c-a)E  =  (i, 
für  y  =  ix)\ 

(<,__„)^  +  (J_c)B+(a-ä)i'=0, 
für  )/  =  0. 

Hieralis  fliessen  die  Proportionen; 

CB:BD:DC=EA  :  AC  :  GE  =  AF :  FB  :  BA 
=  b  —  c:c  —  a:a  —  b, 
die  sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken  lassen: 

Legt  man  an  eine  Parabel  zwei  Tangenten,  AE  und  AF,  so 
werden  die  TheÜe  derselben  zimschen  ihrem  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnitte A  und  den  Berührungspuncten  E  und  F  von  jeder  dritten 
Tangente  OB  in  umgekehrten  Verhältnissen  geschnitten  {AE  in  C, 
wie  FAui  B). 

Diese  einfachen  Proportionen  sind  die  Quelle  mehrerer  an- 
derer merkwürdiger  Eigenschaften    der   Parabel.   —  Es    verhält    sich 
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(§.  18,4): 

ABE:  ÄFE  =AB:AF=^(a  —  b):  (i  —  c), 
folglich 

ABC  .  AFE=  ((!  — a)(o— S)  :  (J  — c)'; 

folglich,  wenn  man 

(5-„)(»~«)(»-J)=y 


und  eben  so 


AEF  =  —  AB  C .  [b  —  cy  :  p, 

BFD  =  —ABC.[c  —  aY  -.p, 
ODE  ^  —  ABC .{a  —  bY  : p. 


Zieht  man  aus   diesen   drei  Gleichungen  die  Kubikivuizeln  und 
addii't  sie  hierauf,  so  kommt; 

1)  AEF^  +  BFJ}^^  +  GDE^  ^  ^. 
Das  Vroduct  aus  den  drei  Gleichungen  giebt; 

2)  ABF.  BEB.  ÜDE  =  —  ÄBC\ 
Weil  endlich 

(7,_c)^  +  (c-«r  +  («  — ip  =3(6  — c)(e  — «)(«  —  §)  =  3i* 

ist,  30  kommt,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  unmittelbar  addirt; 

3]  AEF+  BEB  +  ODE  =  —^ABG, 

oder 

AFE  —  BED^CDE=  ZABC, 

und   hieraus   mit  Hinblick   auf  die  Figur,   in   welcher   die   Dreiecke 
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der  letzteren  Formel,   AFE,   BFD,   ,..,   insgesammt  einerlei  Vor- 
zeichen haben: 

4)  FED=1ABC''). 

Aus  diesen  Gleichungen  1),  ..,  4)  ziehen  wir  nun  folgende  Sätze. 

Legt  man  an  eine  Parabel  drei  Tangenten,  so  ist  von  den  drei 
Dreiecken,  imloke  von  je  zweien  dieser  Tangenten  und  der  durch  die 
Berührtmgspuncte  derselben  gezogenen.  Geraden  begrenzt  werden,  die 
Kubikwurzel  aus  dem  Dreiecke,  welches  die  zwei  äussersten  Tangenten 
zu  Seiten  hat,  dej  Summe  dei  KubikvMrzeln  aus  den  beiden  anderen 
Dreiecken  gleich.     (Dei  m  §  174,  2  angewendete  Satz.) 

Das  JProduct  aus  diesen  diel  Kubikwurzeln  ist  dem  von  den  drei 
Tangenten  eingeschlossenen  Dieiecke  selbst  gleich.    (Analog  mit  §.  174,  3). 

Dieses  umschriebene  Dreieck  ist  auch  gleich  der  Hälfte  des  ein- 
beschriehenen  Dreiecks,  dessen  Spitzen  die  Berührungspuncte  in  den 
Seiten  des  ersteren  sind  (§.  174,  6).  Eine  leichte  Fo^e  hiervon  ist, 
dass  überhaupt  Jedes  um  eine  Parabel  beschriebene  Vieleck  halb  so 
gross  ist,  als  das  einbeschriebene  Vieleck,  welches  die  Berührungspuncte 
des  umschriebenen  zu  seinen  Spitzen  hat. 

Zusatz.  Bezeichnen  A',  B',  C  die  Puncte,  in  denen  die  vierte 
Gerade  t  von  den  Fundanientallinien  geschnitten  wird,  so  ist 

{c  —  a)B'  —  cC+aA==0,     {a^  b]C —  aA+ bB  =  0, 
und  folglich 

Mittelst    dieser    Proportion    lässt    sich,    wie    man    bald    wahrnimmt, 
folgende  Aufgabe  lösen. 

ff  iler  Figur  nutliis:  zu  Iiaboii  k\mi  mm  zu  diesem 
6  auch  fulgenderjB^tilt  duuli  Anwendung  der  \11- 
lang£n 

:  ABC  -l-ACn  +  ADS, 

=  DCA  +  BAE  +  DEC, 

BAB  +  BBF+DFA, 

m  liegen  (§.18,6);  und 

SEF^AEF  +  AFD  +  ABS 

Addirt  man  diese  vier  Gleichungen,  so  kommt: 

DEF^  ASC  +  AM F  +  DB F  +  D E C, 
m  diese  Summe  aur  Gleichung  3)   addirt! 
DUF  =  —  2ABC, 


'    Ohne    die  Betrachtun 

Efultate    1U8   dci 

Gleiehun^c 

gemeinen  Formeln 

in  §   19  ge 

Es  ist 

0  = 

iveil  J),  S,   C, 

0  = 

weil  E,  C,  A, 

0  = 

weil  F,  A,  S  in 

einer  Gerad 
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Es  sind  vier  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  gegeben.  Die  Puncte 
zu  Jinden,  in  denen  die  Geraden  von  der  an  sie  zu  beschreibenden. 
Parabel  berührt  werden. 

§.  263.  Betrachten  wir  jetzt  die  geg^eiis eilige  Lage  des  Kegel- 
schnitts 

i[\—yfA-^kB-{-ly''0, 
und  der  Geraden 

aii~v)A~hB  +  ciiO 
im  Allgemeinen.     Für  die   gemeinschaftlichen  Puncte  beider,   wenn 
es  anderes  deren  giebt,  muss  sich  verhalten; 

i{\—yf:k:  ly^  =  a{\—v)  : —b  :  cv. 
Hieraus  folgt  nach  der  oft  gebrauchten  Schluesart; 

i:{i-»'r  +  -^+^!/'  =  o, 

eine  quadratische  Gleichung,  durch  deren  Auflösung  man  die  Werthe 
von  y  für  die  Durch schnittspuncte  erhält.  Die  Gerade  wird  dem- 
nach den  Kegelschnitt  entweder  in  zwei  Puncten  sehneiden,  oder  in 
einem  berühren,  oder  gar  nicht  treffen,  nachdem  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  möglich  und  verschieden,  etc.  sind,  nachdem  also  (vergl. 
§.259) 

kl        li        ih         ihl  i  a  h  c\ 

Jj+™  +  i6  =  Ä(T  +  T+T| 

negativ,  null  (§.  261),  oder  positiv  ist. 

Um  diese  Bedingungen  insbesondere  für  die  gegenseitige  Lage 
der  Geraden  e  und  der,  an  die  drei  Fundamentallinien  und  b  be- 
schriebenen,   Parabel  zu  finden,    hat    man   in   der    vorigen   Formel 

a,  b,  c  mit  «',  b',  c'  und  i,  k,  l  mit     —  -,  ■■■—  ■■ ,      zu  vertauschen^ 

und  man  erhält: 


oder 


db'c'[b-c]{c-a)[a-t]        >  "' 
a'b'{i-d,H-l)[,~i]       >    "■ 


wenn  man,  weil  es  immer  nur  auf  das  gegenseitige  Verhältniss  der 
Coefficienten  ankommt,  c  =  c'  =  1  setzt,  a  und  h  sowohl,  als  a' 
\ind  b',  sind  alsdann  nicht  bloss,  wie  vorher,  in  bestimmten  Verhält- 
nissen zu  einander  stehende  Zahlen,  sondern  bestimmte  Zahlen  selbst. 

§.  264.      Da  durch  fünf  Tangenten  ein  Kegelschnitt  vollkommen 
bestimmt  ist,   so   soll  nunmehr  eine  ähnliche  Untersuchung,   wie  in 
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§.  255 ,  angestellt,  und  gezeigt  werden ,  wie  aus  der  gegenseitigen 
Lage  fünf  gerader  Linien  in  einer  Ebene  die  Art  des  an  sie,  als 
Tangenten,  zu  beschreibenden  Kegelschnitts  bestimmt  werden  kann. 
Mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen  ist  der  an  die 
drei  Fundamentallinien  und  die  Geraden  b  und  e  beschriebene 
Kegelschnitt  (§.  261]  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  nachdem 
die  Function  {kl-\-li+ik,  §.259) 

bc'  —  b'c  +  ca'—o'a  +  al>'  —  a'b 
{bo'-b'c){ca--c'a)[ab'~a-h) 
oder 

a' ^a->rb  —  b' -\-ah' —  a'h 


y^'i  (_a'-a}(b-b'){ab'-a'b)   ' 

wenn  man,   wie   im  vorigen  §.,   c  =  c' ^  1  setzt,  positiv,  null,  oder 
negativ  ist. 

Sei  nun  ABC  (Fig.  58)  das  Fundamentaldreieck ,  dessen  Seiten 
von  der  vierten  Geraden  b  in  den  Puncten 

bB—C^A',     C—aA  =  B',     aA  —  bB=C' 
geschnitten  werden.     Sämmtliche  vier  Gerade  nehmen  wir  fest,  und 
daher  a  und  b  unveränderlich  an,  und  beschreiben  die  diese  Geraden 
berührende  Parabel.     Die  fünfte  Gerade  e,  welche  die  Fundamental- 
linien in  den  Puncten 

b'B  —  C,  C  —  a'A,  a'A  —  h'B 
schneidet,  denken  wir  uns  in  beliebiger  Bewegung,  also  «'  und  b' 
nach  Willkür  veränderlich;  und  unsere  Untersuchung  wird  auf  die 
Bestimmung  der  Fälle  hinauskommen,  in  denen  bei  der  Bewegung 
von  e  die  von  a'  und  b'  abhängige  und  mit  N  bezeichnete  Function 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  oder  umgekehrt,  übergeht.  Nur 
wollen  wir  die  Bewegung  von  e  noch  durch  die  Bedingung  be- 
schränken, dass  diese  Gerade  keinen  zweien  der  sechs  Puncte  A,  B,  .., 
B',  C,  in  denen  sich  die  vier  ersteren  Geraden  schneiden ,  zugleich 
begegnet,  folglich  auch  bei  der  Berührung  der  Parabel  mit  keiner 
dieser  Geraden  zusammenfällt. 

Wird  nun  zuerst  die  Gerade  e  über  den  Punct  A  wegbewegt, 
so  dass  folglich  ihre  Durchschnitte  G—a'A  und  a' A  —  b'B  mit  AO 
und  AB,  in  diesen  Linien  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  von  A 
rücken,  so  geht  a'  diirch  das  Unendliche  aus  dem  Positiven  in  das 
Negative,   oder  umgekehrt;    die  Function   N  aber,   welche   sich  für 

«'  =  oo   auf  —    ,,  ,, —rjz  reducht ,    verändert    ihr   Zeichen    durch 

a  fi\b  — b) 

Null.     Auf  gleiche   Art  gehen   b'   dui-ch  co  und  N  durch  0  in  das 

wenn    e    über   B    fortgeführt    vriid.      Geht    die 
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Bewegung  über  C,  so  dass  die  Dui'ch schnitte  von  e  mit  A  C  und  B  C, 
C — a' A  nnd  h'B—C,  in  diesen  Linien  gleichzeitig  von  der  einen 
auf  die  andere  Seite  von  C  rücken,  so  verändern  a'  nnd  b'  ihre 
Zeichen   diirch    Null;    und    N,    welches    sich    für    m'  =  S'  ^  ü    auf 

r',   ,,■ TTT  redncirt,  wechselt  sein  Zeichen  durch  oo. 

ab  [ab  —  a  0) 

Setzen  wir  zweitens,  dass  die  Linie  e  über  den  Pnnct  A'  bewegt 
wh'd,  dass  fo^lich  ihr  Durchschnitt  b' B — C  mit  BÜ  in  dieser 
Linie  an  A'  ^  hB—  O  vorbeirückt,  so  geht  b'  an  b  vorüber,  d.  h. 
die  Differenz  Ö  - —  i'  ändert  ihr  Zeichen  durch  0,  und  die  Function  N, 
welche  b  — -b'  zum  Factor  dos  Nenners  hat,  verwandelt  sich  durch  co 
in  das  Entgegengesetzte.  Eben  so  erhellet,  dass,  wenn  e  über  B' 
oder  C  bewegt  wii'd,  die  Differenzen  a'  —  a  oder  ab'  —  a' b  durch  0, 
und  mithin  N  durch  oo,  ihre  Zeichen  ändern. 

Wird  endlich  die  Gerade  e,  wenn  sie  anfänglich  der  Parabel 
nicht  begegnete,  bis  zum  Schneiden  derselben  fortgeführt,  oder  um- 
gekehrt, so  erleidet,  zufolge  des  vorigen  §. ,  im  Momente  der  Berüh- 
rung der  Zähler  von  N  und  mithin  jV  selbst  einen  Zeichen  Wechsel 
durch  Null,  Es  ist  nämlich  der  Zähler  der  dort  mit  n  bezeichneten 
Function  einerlei  mit  dem  Zähler  von  N;  die  veränderlichen  Fac- 
toren  a'  und  b'  im  Nenner  von  n  behalten  aber  bei  der  Berührung 
endUche  Werthe,  indem  sonst  e  mit  einer  der  Fundamentallinien 
zusammenfallen  wüi^de,  welches  gegen  die  vorhin  gemachte  An- 
nahme ist. 

So  oft  also  bei  der  Fortbewegung  von  e  einer  der  sieben  Fälle 
eintritt,  dass  einer  der  sechs  Puncte  A,  B,  C,  A',  B',  C"  von  der 
einen  auf  die  andere  Seite  von  e  zu  liegen  kommt,  oder  dass  e  die 
Parabel  zu  schneiden  anfängt,  wenn  sie  derselben  vorher  nicht  be- 
gegnet war,  oder  umgekehrt,  eben  so  oft  verändert  die  Function  N 
ihr  Zeichen;  ausser  diesen  Fällen. aber  in  keinem  anderen,  weil  um- 
gekehrt, so  lange  als  e  weder  einen  jener  sechs  Puncte  trifft,  noch 
die  Paiabel  berührt,  die  Coefficienten  a'  und  b'  endHche  Werthe 
haben,  die  drei  Factoren  des  Nenners  von  N  eben  so  wenig,  als  der 
Zähler  dieser  Function,  ^0  werden  können,  und  mithin  N  selbst 
eine  endliche  Grösse  bleiben  muss. 

Da  nun  bei  jedem  Zeichenwechsel  von  iV,  die  fünf  Linien,  wenn 
sie  vorher  eine  Ellipse  berührten,  nachher  die  Tangenten  einer 
Hyperbel  werden,  und  umgekehrt,  so  ist  nur  noch  übrig,  für  eine 
gewisse  Lage  der  Linie  e,  in  der  sie  die  Pai^abel  nicht  berührt  und 
auch  durch  keinen  der  sechs  Puncte  geht,  die  Art  des  dadurch 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  erforschen,  um  somit  für  jede  andere 
Lage  von  e  auf  die  Art  des  zugehörigen  Kegelschnitts  einen  Schluss 
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machen  zu  können  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass 
die  Paiabel  von  e  nicht  ^etioftcn  weide,  und  dass  die  sechs  Puncte 
mit  der  Paiibel  luf  emcilei  Seite  ^on  e  liegen.  Wenn  aber  fünf 
Gerade  eine  Ellipse  heiiihien  -iO  mid  von  denselben  ein  entweder 
ganz  odei  doch  zum  Theil  begienztei  Kaum  gebildet,  dergestalt,  dass 
man  von  jr  dem  Puncte  desselben  zu  jeder  der  fiinf  Geraden  gelangen 
kann,  ohne  dabei  eine  der  \iei  ubiigen  schneiden  zu  müssen.  Es 
lehrt  aber  die  unmittelbare  Anschauung,  dass  ein  solcher  Eaum 
nicht  entsteht  wenn  e  sich  m  dei  eben  angenommenen  Lage  be- 
findet; nuthm  ist  fiii  diese  Lage  dei  Kegelschnitt  eine  Hyperbel. 
Ist  nun  iigend  eine  andere  L^ge  der  Linie  e  gegeben,  ao  bewege 
man  sie  ins  der  voihm  ingenommenen  bis  zu  der  gegebenen  fort, 
und  je  nachdem  wählend  diesei  Bewegung  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  dei  obigen  sieben  FdUe  sich  ereignet,  -wird  der  zugehörige 
Kegelschnitt  entweder  ebenfalls  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse 
sein.     Dies  hefeit  uns  folgendes  Resultat. 

Aufgabe  Fünf  Qei ade  tn  eimj  Ebene  sind  gegeben,  von  denen 
keine  drei  sirh  tn  einem  Pitncte  schneiden.  Die  Art  des  Kegelschnitts 
zu  bestimme?!,    welchem   sie  tnsgesammt  berührt. 

Atiflosung  Man  lege  an  beliebige  vier  der  gegebenen  Geraden 
die  sie  beiühende  Patabel  und  unteischeide  dann  folgende  drei  Fälle: 

1)  Wtid  die  fünfte  Qetade  von  dieser  Parabel  nickt  getroffen, 
so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  odet  Hyperbel,  je  nachdem  auf  der 
einen  und  folglich  auch  auf  dei  anderen  Seite  der  fünften  eine  ungerade 
oder  gerade  Anzahl  der  sechi  Puncte  liegt,  in  welchen  sich  die  vier 
erstej-en  Oeioden  schneiden 

2)  Wenn  die  fünfte  Gefade  die  Parabel  berührt,  so  ist  der 
Kegelschnitt  kein  änderet    als  diese  Parabel  selbst. 

3)  Wit d  die  Parabel  lon  det  fünften  geschnitten,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse  odei  Hypetbel  je  nachdem  auf  der  einen  und  also 
auch  auf  dei  andeten  Seite  det  funfteti  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  dei  sechs  Dui  chschmtt^unrte  der  vier  ersteren  Geraden  be- 
griffen ist 

Die  Betrachtung  der  speciellen  FHlle,  wo  ein  oder  zwei  Paare  der  fünf 
Geraden  Parallellmien  sind  übergehe  ich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden. 
Dec  Fall  VlO  die  Geiade  eiiindei  pirallel  laufen,  ist  demjenigen  gleich  zu 
achten    wo  diei  C  erade  siih  1 1  e  lem  Pi  i  cte  schneiden,  und  bleiht  daher  aus- 


§.  265.  Die  in  §.  260  erwiesene  merkwürdige  Eigenschaft  eines 
um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Dreiecks  veranlasste  mich  zu 
untersuchen,  ob  nicht  auch  bei  der  analogen  Figur  im  Räume,  einer 
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um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  beschriebenen  dreiseitigen 
Pyramide,  die  vier  geraden  Linien,  welche  die  Spitjzen  der  Pyramide 
mit  den  Berührungspuneten  'in  den  gegenüberliegenden  Seiten  ver- 
binden, sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Wiewohl  ich  nun  bald 
wahrnahm,  dass  hier  eine  so  einfache  Relation  nicht  stattfinden 
könne,  so  gelang  es  mir  doch,  an  der  Stelle  der  vermutheten  Eigen- 
schaft eine  andere  zu  entdecken,  die  mir  merkwürdig  genug  scheint, 
um  sie  nebst  ihrer  Entwickelung  diesem  Capitel  als  Anhang  noch 
beizufügen. 

Seien  A,  B,    0,   D   (Fig,  59)    die    Spitzen   der    umschiiebenen 
Pyramide;    E,   F,    G,  H    die    ihnen    resp.    gegenüberliegenden    Be- 
rührungspuncte.   —  Um  zuerst  2u  zeigen,   dass  sich  die  vier  Linien 
AE,    BF,    ...    im    Allgemeinen    nicht 
schneiden,  so  denke  man  sich  die  Fläche 
selbst    und    die    drei    in    ihr    liegenden 
Puncto  E,  F,  G  gegeben.     Hiermit  sind 
auch  der  Punct  D,  als  der  gemeinschaft- 
liche  Durchschnitt  der  in   E,  F,  G  an 
die  Fläche   berührend   gelegten  Ebenen, 
und    die   Geraden  DA,    DB,    DC,    als 
die    Durchs chnittsKnien    dieser   Ebenen, 
p.    ^g  gegeben.    Von  den  drei  Puncten  A,  B,  O 

aber  können  beliebige  zwei,  z,  B.  A  und 
B,  in  den  Linien  DA  und  DB  nach  "Willkür  genommen  werden, 
wodurch  dann  der  dritte,  0,  als  der  Durchschnitt  der  durch  AB  an 
die  Fläche  berührend  gelegten  Ebene  mit  DG,  gefunden  wird. 
Sollten  nun  für  jede  Armahme  der  zwei  Puncte  A  und  B  in  den 
Linien  DA  und  DB  die  Geraden  AE  und  BF  sich  schneiden, 
sollten  also  immer  die  vier  Puncte  A,  B,  E,  i*  in  einer  Ebene 
liegen,  so  müseten  E  und  F  in  der  Ebene  DAB  selbst  enthalten 
sein,  welches  gegen  die  Annahme  ist. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  die  Fläche  einhüllenden  Kegel  vor, 
vi-elcher  D  zur  Spitze  hat.  Dieser  Kegel  wird  die  durch  D  gehen- 
den und  die  Fläche  m  E,  F,  G  hei-ührenden  Ebenen  DBC,  DCA, 
DAB  in  den  Geraden  DE,  BF,  DG  berühren,  und  die  Ebene 
ABO  in  einer  Curve  schneiden,  welche  von  den  Geraden  BO,  CA 
AB  in  den  Puncten  I,  K,  L  berührt  vrird,  in  denen  diese  Linien 
resp,  von  DE,  DF,  DG  geschnitten  werden. 

Es  ist  aber  bekannt,  dass  die  Linie,  in  welcher  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  von  einem  sie  umhüllenden  Kegel  berührt  wird, 
in  einer  Ebene  liegt  und  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  dass  folglich 
ein  solcher  Kegel    auch  von  jeder  anderen   Ebene,    wie   ABG,    in 
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einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  geschnitten  wird.  Mithin  müssen 
sich  die  drei  Geraden  AI,  BK,  GL  in  einem  Puncte  M  treffen 
(§,  260). 

Hieraus  fliesst  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  DAI,  DBK, 
DGL  in  der  Geraden  DM  schneiden,  und  dass  folglich  die  drei 
in  diesen  Ebenen  resp.  liegenden  Linien  AE,  BF,  CG  der  Geraden 
DM  begegnen;  oder,  was  dasselbe  sagt:  dass  sich  durch  D  eine 
Gerade  DM  ziehen  lässt,  welche  die  drei  Linien  AE,  BF,  GG, 
und  somit  alle  vier  AE,  .  .,  DH  zugleich  schneidet.  Auf  dieselbe 
Art  wu-d  bewiesen,  dass  man  durch  G  eine  Gerade  GN,  und  durch 
B  eine  Gerade  BO  [so  wie  auch  diirch  A  eine  Gerade  AP)  legen 
kann,  welche  den  vier  Geraden  AE,  ..,  DH  zugleich  begegnet. 
Nimmt  man  daher  DM,  GN,  SO  zu  den  di-ei  leitenden  Linien 
eines  hyperboHsohen  Hyperboloids,  so  sind  AE,  ..,  DH  vier  ver- 
schiedene Lagen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Linie;  welches 
(vergl.  §.  dl2  zu  Ende)  folgenden  Satz  giebt: 

Wird  um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordming  eine  dreiseUigie  Pyra- 
mide hesehriehen ,  und  werden  die  der  Spitzen  der  Pyramide  mit  den 
in  die  gegenüberliegenden  Seiten  fallenden  Berührungspuncten  durch 
vier  gerade  Linien  verbunden,  so  schneidet /ede  andere  Gerade,  welche 
dreien  dieser  vier  Linien  begegnet,  auch  die  vierte. 


Drittes  Capitel. 

Von  den  DiirclimesserE  und  dem  Mittelpnncte  eines 
Kegelsclinitts  nnd  den  Asymptoten  der  Hyperbel. 


§.  266.     Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht,  ist  (§.  249): 
fxA  —  g(v[i~-x)B  +  hii  —x)G. 
Seien  P  und  Q  zwei  Puncte  desselben,  für  ersteren  a;  =  ^,   für 
letzteren  x  ■=  q,  so  hat  man: 

p'P  =  fpA-gp[l^p)B  +  h{-\  ~p)C, 
q'Q  =  fqA^f/q{l^q)B  +  h{l-q)G. 
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Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  A: 

p'qP—pq'Q  =  ffp  q(p  —  q)B  —  h{p~  q)  C 
^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  PQ  und  BO. 

"Wir  wollen  nun  annehmen,  dasa  die  Sehne  des  Kegelschnitts, 
PQ,  mit  der  Fundamentallinie  S C  parallel,  und  mithin  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnitt  unendlich  entfernt  sei,  Hierzii  wird  er- 
fordert: 

p'q  —p  q'=spq{p  —  q)  —  h{p  —  q)  =  0. 
Da  aher   der  Factor  ^  —  i?  dieser  Gleichung  nnr  dann  gleich  0  ist, 
wenn  P  iiiid  Q  zusammenfallen,  so  wird  schon 

gpq  —  h  =  0 
die    ziim    Parallelismus    von    PQ    und    BO    nöthige    "Redingungs- 
gleichung  sein. 

Man  addire  jetzt  die  Gleichungen  füi-  P  und  Q,  nachdem  man 
sie  vorher  lesp.  mit  5  und  p  multiplicirt  hat,   und  es  kommt: 

p'qP^pq'Q  =  %fpqA  —  gpq{^—p^q)B  +  h{p  +  q  —  2pq)C. 
Unter  derselben  Voraussetzung  nun,  dass  PQ  parallel  mit  BO,  imd 
daher 

p'q—pq'=(i 
ist,  wird 

2yqP  +  pq'Q~P+Q 

^  dem  Mittelpuncte  der  Sehne  PQ,    und   wenn   wir   diesen  mit  M 
bezeichnen,  für  p  q  den  aus  der  Bedingungsgleichiing  entspringenden 
Werth  k  :  g  substitniren  und  grösserer  Einfachheit  willen 
p  +  q  =  2h:z 

M  ~fzA  +  g(h-z)B  +  h{g^  z)  ü. 

§.  267.  Folgerungen.  1)  In  dem  eben  gefundenen  Aus- 
drucke für  den  Mittelpunct  einer  mit  BC  parallelen  Sehne  ist  von 
einer  Sehne  zur  anderen  bloss  z  veränderlich.  Es  gehört  folglich 
dieser  Ausdruck  mit  der  Veränderlichen  z  der  Linie  an,  in  welcher 
die  Mittelpuncte  aller  mit  BC  parallelen  Sehnen  enthalten  sind. 
Diese  Linie  ist  fo^lich  eine  Gerade;  und  weil  man  jede  Sehne  zur 
rundamentallinie  BC  nehmen  kann,  so  ist  zu  schlieasen: 

Die  Mittelpuncte  dreier  oder  mehrerer  mit  einander  paralleler 
Sehnen  eines  Kegelschnitts  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Man  nennt  eine  solche  Gerade  einen  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 

2]  Weil  f,  g,  h  gleichartig  ans  den  Constanten  a,  b,  c,  a,  ß,  y 
des  symmetrischen  Aiisdrucks  in  §.  64, 1  ziisammen gesetzt  sind  (§.  219), 


y  Google 


§.267.  Cap.  3.     Von  den  Durolimessera  u,  s,  w,  347 

SO  erhält  man  ans  dem  Ausdi'ucke  des ,  die  Sehne  B  C  {für  s  =  0) 
und  die  mit  ihr  parallelen  Sehnen  halhirenden,  Durchmessers 

H  f,A  +  s{h-:)B  +  h[!,-z)C 

den  Ausdruck  des  Durchmessers,  welcher  die  mit  CA  parallelen 
Sehnen  halbirt,  wenn  man  in  («]  die  Buchstaben  A  in  B,  B  in  C, 
C  i-a  A,  f  in.  g,  ^  in  h,  h  in  f  verwandelt.  Es  ist  daher  dieser 
Durchmesser 

(J)  f[h-w)Ä  +  swB  +  Hf-v,)C; 

und  durch  dieselbe  Verwandlung  ergieht  sich  hieraus  der  Durchs 
messer  (c),  in  welchem  die  Mittelpuncte  von  AB  und  der  damit 
parallelen  Sehnen  liegen. 

Nun  ist  der  Durchschnitt  von  («)  mit  A  C 
~fA  +  {ff~h)C, 
für  z  =  /r,  \iud  der  Durchschnitt  von  (fi)  mit  BC 

=  gB+[f-h)C, 

für  w  =  h. 

Wird  daher  A  in  dem  Umfange  des  Kegelschnitts  so  bestimmt, 
dass  AC  mit  [a)  parallel  läuft,  so  ist  ersterer  Durchschnitt  ein  un- 
endlich entfernter  Punct,  und  mithin 

folglich  auch  letateier  Durchschnitt  unendlich  entfernt,  d.  i.  BG 
parallel  mit  (i);  also: 

Wenn  von  zwei  Durchmessern  eines  Kegelschnitts  der  eine  [a] 
parallel  ist  mit  den  Sehnen.{AC),  welche  der  andere  (b)  halbirt,  so  ist 
auch  dei-  andere  parallel  mit  den  Sehnen  {B  0) ,  durch  deren  Mittel- 
puncte der  erstere  geht. 

Zwei  Durchmesser,  die  in  einer  Beziehung  zu  einander  stehen, 
heissen  zusammengehörige  Durchmesser.  Noch  folgt  hieraus, 
dass,  wenn  von  zwei  zusammengehörigen  Durchmessern  der  eine  zu- 
gleich eine  Sehne  ist-,  er  von  dem  anderen  halbirt  wird. 

3)  Für  die  Puncte,  in  denen  der  Durchmesser  («)  die  Curve 
schneidet,  verhält  sich: 

mithin 

z  :  h  =  X  :  x^  und  z  :  g  ^  x  :  1 , 
woraus 

z  =  ±'^gh  und  x  ^  ±.  y  — 

folgt.     Der  Durchmesser  {«)   schneidet  daher   die  Curve  entweder  in 
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awei  Puncten,  oder  in  keinem,  jo  nachdem  y  und  Ji  einerlei  oder 
verschiedene  Vorzeichen  haben. 

Für  die  Ellipse  ist 

(!?  +  ''-/)• -4?'' 
negativ  (§.  252),  und  daher  ^gh  immer  positiv;  folglich,  weil  je  zwei 
Puncte  der  Ellipse  die  Stelle  von  B  und  O  vertreten  tonnen : 

Die  Ellipse  wird  von  Jedem  ihrer  Durchmesser  in   zwei  Puncten 
geschnitten. 

Für    die    Pnncte,    in    denen    der    Durchmesser  [h]    dem  Kegel- 
schnitte begegnet,  findet  sich  eben  so 

Setzen  wir  nun,  wie  in  2), 

f+S-i  =  l>, 
und  sind  daher  {«)  und  [b)   zwei  zusammengehörige  Durchmesser,   so 
Teducirt  sich  die  Formel 

auf  —Afg.  Bei  der  Hyperbel,  wo  diese  Formel  immer  positiv  isi., 
müssen  folghch  alsdann  f  und  g  verschiedene  Vorzeichen  haben, 
woraus  sich  mit  Betrachtung  der  Werthe  von  x  für  [«)  und  (5)  weiter 
ergiebt,  dass,  wenn  [d)  die  Hyperbel  schneidet,  (S)  ihr  gar  nicht  be- 
gegnet, und  umgekehrt;  also: 

Von   zwei  zusammengehörigen  Durchmessern    der  Hyperbel   trifft 
der  eine  die  Hyperbel  in  zwei  Puncten,  der  andere  in  keinem. 

4)  Setzt  man  in  dem  Ausdnicke  von  M  oder  («) 

^  =  i(s'  +  *-/), 

so  wiiü  er: 

M  =  fis  +  k-f)Ä  +  g[h+f-g)B  +  l,IJ  +  3~li)C. 
Da  sich  dieser  Äusdnick  bei  der  in  2)  angedeuteten  Verwand- 
lung der  "Buchstaben  nicht  ändert,  so  ist  der  damit  ausgedi-ückte 
Punct  nicht  allein  in  dem  Durchmesser  [a),  sondern  auch  in  den 
beiden  anderen  [b]  und  (c)  begriffen;  woraus  wir  schliessen:  Je  drei 
Durchmesser  und  folglich 

Alle    Durchmesser   eines    Kegelschnitts   schneiden    sich    in    einem 
Puncte.     Dieser  Punct  heisst  der  Mittelpunct  des  Kegelschnitts. 

Alle  Durchmesser,   welche  zugleich  Sehnen,  sind,   haben  daher  den 
Mittelpunct  des  Kegelschnitts  zu  ihrem  eigenen  Mittelpuncte. 

5)  Die   Summe    der  Coefficienten    in    dem  Ausdrucke    für    den 
Mittelpunct  ist: 

-r-</-h'  +  ^gh  +  1hfJr'ifg- 
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Da  diese  Summe  bei  der  Parabel  gleich  0  ist  (§.  252),   so  folgt: 
Alle  Durchmesser  einer  Parabel  sind  einander  parallel. 

§.  268.     Zusätze,    a]  Der  Ausdruck  eines  in  das  Fundamentitl- 
dreieck  ^5  C  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.258): 

i{l—y)^A  +  kB-\'ly^a 
Um    für    diesen  Kegelschnitt   den  Ausdruck  seines  Mittelpuncts   zu 
finden,  nehme  man  die  Beriihrungspuncte  (§.  260): 

kB  +  W  =fA',     W  +  iA  =  ffB'.     iA  +  kB  =  hC, 
{Fig.  60),  wo  daher 

f=:k  +  l,    ff  =  l  +  i,     h  =  i-\-h, 


zu  Fundaraentalpuncten ,   s\ibstituirc   also   im  vorigen  Ausdrucke  für 
iA,  kB,  IC  reap. 

i{sB'+hC'-fA'),     ilhC'+fA'-gB'),     H/A'+f/B'^hC'), 
und  man  erhält  nach  gehöriger  Beduction: 

fyA'-ffy{l-y)B'+h{l  —  y)C\ 
Für  den   solchergestalt  ausgedrückten  Kegelschnitt  ist  aber  der 
Mittelpunct : 

M^ftl  +  i-f)A-+gll,+f-i)B'+l,lf+i,-/,)0\ 
Wird  nun  hierin  statt  fA\  gB',  hO'  wiederum  kB-{~lC,   etc.,  und 
statt  ff  +  h—f,  ...  resp.  2«,  ...  gesetzt,   so  kommt: 

M=  i(k -\-l)A  +  k{l-\~ i]B  4-  ?(*■  +  ^) C, 
als   Ausdruck    für    den  Mittelpunct    des    in  das  Dreieck  ABC   be- 
schriebenen Kegelschnitts. 

b)  Aus  den  Ausdrücken  für  A',  B' ,  C  folgt: 

^jS'=/^'+ÄC"— 2^.B. 
Eliminirt  man   hiermit  B'  aus  dem  Ausdrucke   des  um  A'B'C 
beschriebenen  Kegelschnitts  und  aus  dem  Ausdrucke  für  den  Mittel- 
punct desselben,  so  ergiebt  sich: 

/fA'+2kyil—y}B  +  hli-y)'C', 
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und 

oder  einfaclier,  wenn  man 

aetzt  {§.  61,  V): 

(xA'+vB  +  v^C  und  M=^aJ:— B -\-^aG' , 
der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher  in  J!  und  C" 
von  A!B  und  C'B  bei"ühvt  wird,   und  der  Ausdruck  für  den  Mittel- 
punct  desselben. 

c)  Nennt  man  N  den  Mittelpunct  von  A'O',  so  wird 

M=AaN—B; 
also; 

Werden  an  einen  Kegelschnitt  zwei  Tangenten  gezogen,  so  liegen 
der  Durchschniit  dieser  Tangenten  und  der  Mittelpunct  der  Sehne, 
welche  die  Berührungspuncte  veriindet,  mit  dem  Mittelpuncte  des 
Kegelschnitts  in  einer  geraden  Linie. 

Wird  daher  in  ein  Dreieck  ABC  ein  zweites  A'B'O'  so  be- 
schrieben, dass  die  Geraden  durch  die  gegenüberliegenden  Spitzen, 
AA',  ...,  sich  in  einem  Puncte  sehneiden,  so  treten  sich  auch  die 
Geraden,  welche  die  Mittelpuncte  der  Seiten  B'O',  ...  des  einte- 
schriebenen  Dreiecks  mit  den  Spitzen  A,  ...  des  umschriebenen  ver- 
binden, in  einem  Puncte,  in  dem  Mittelpuncte  des  Kegelschnitts,  welcher 
die  Seiten  des  umschriebenen  Dreiecks  in  den  Spitzen  des  einbeschriehe- 
nen  berührt. 

d)  Die  Durchschnitte  der  Geraden  BNM  mit  dem  Kegelschnitte 
sind ;  _  _ 

ß^'+  VaB  +  ö6"=  2y  aiV+  B, 
für  t;  =  +  yä; 

aA'—-\/äB  +  aC-=2VäN—B, 
für  ü  =  —  V«. 

Heisse  der  eine  Durchschnitt  K,  der  a,ndere  L,  so  folgt  aus 
diesen  Ausdrücken  in  Verbindung  mit  M'^  ictN — B: 

BM:NM=  BK^  ;  NK'  =  Bi=  :  NL^  {=  4a  :  1). 

§,  269.  In  das  Dreieck  ABC  {Fig.  61}  ist  das  Dreieck  A'B'C, 
in  dieses  das  Dreieck  A"B"C",  in  dieses  das  Dreieck  A"'B"'C"',  u.  s.  w. 
einbeschrieben,  dergestalt,  dass  jede  der  drei  Reihen  gleichnamiger 
Spitzen,  A,  A',  .  .  .,■  B,  B',  . ..;  C,  C",  ...  in  einer  Geraden  liegt,  und 
diese   drei  Geraden  sich  in  einem  Puncte  D  schneiden.     Alsdann  lässt 
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sich  in  das  Dreieck  ABO  ein  KegeUohnitt  beschreiben,  der  die  Seiten 

desselben  in  den  Punoten  A',  B',   C"  berührt;  in  das  Dreieck  A'B'C 

ein  Kegehehnitt,  dessen  BerUhrungspuncte 

A!',  B",   O"  sind;   in  A"B"0"  ein  Kegel- 

schnitt f  dessen  BerUhrungspuncte  A'",  B" , 

C"'\    und  so  fort   ohne  Ende.      Ich    be- 

Jtmtpte  nun,    dass   die  Mittelpuncte   aller 

dieser    Kegelschnitte    in    einer    durch    D 

gehenden  Geraden  liegen. 

Beweis.      Man    setze    erstlich    zur 
Abkürzung ; 

k-irl=i',     l-^i^k' 

k'-\-l'=i\     l'+i'^k"; 

h"+  l"=  i'",     l"-\-  i'"=  k" 

u.  s,  w.     Sei  nun 

dD  =  iA-\-kB  +  lC. 
wo 

d  =  i  +  k-^l, 

i'A'=kB  +  lC,     k'B'=lO+iA,     VC'=iA-\-hB, 

folglich 

i'A'-\-  k'B'-^ rC'~  iA  +  kB  +  lC=D, 

folglich,  weil 

A'D-B'Ü'=A'; 

etc. 

i"A"=  k'B'+  VC,     k"B"=  VG'-^  i'A',     rO"=  i'A'+  UB\ 
Es  ist  aber  der  Mittelpunct  M  des  Kegelschnitts,    welcher   das 

Dreieck  ABC  in  den  Puneten 

A'~JiB->rlG,  ... 
berührt  (§.  268,ß): 

mM  =  i{k  +  r}A-{'...=  ii'A  +  kk'B  +  WC, 
wo 

771  =  ii'^kk'+U'; 

und  eben  so  der  Mittelpunct  M'  des  folgenden  Kegelschnitts,  welcher 
das  Dreieck  A'B'C  in  den  Puneten 

A'^k'B'^l'C,  ... 
berührt : 

vi'M'  =  i' [k'+  l') Ä~^  ...  =  i'i"A'+  k'k"B'+  l'l"0' 
=  i"{kB  -|_  IC)  -f  k"{lC-{-iA)  4-  l"{iA-\-  kB) 
=  i[k"-{-  l")A  +  ...  =  ii"'A  -JrkM"B  +  IV'C, 
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WO 

Aus  diesen  Ausdrücken  für  M  und  M'  folgt  nun  weiter : 

m'M'-^mM  =  i{i-"—i']A  +  /c{F'—  k')B  +  /(/'"—  V)  C, 
und,  weil 

i"'~-  i'=  k"+  V—  i'=  j'+  k'-\-  r=1[i-^k^l)  =  2rf, 

itnd  eben  so 

l-J"—k'=l"'—l'=^d 

ist*"), 

m'M'~mM=1d{iA  +  kB  +  lC)  =  1d^D. 

Es  liegen  demnach  M  und  ü/',  und  eben  so  die  Mittelpuncte 
je  zweier  anderer  auf  einander  folgender  Kegelschnitte,  folglich  die 
ganze  Reihe  von  Mittelpuncten,  in  einer  durch  D  gehenden  Geraden. 

Um  noch  das  Gesetz  ausfindig  zu  machen,  nach  welchem  die 
Mittelpuncte  in  dieser  Geraden  vertheilt  sind,  so  hat  man 

und  eben  so 

m"Jf"—  m'M'=  2(*"+  Ä'+  l'fl^  =  %'PD; 
folglich 

M=m'M'—^d^D,  und  M"=m'M'+^d^D, 

folglich  (§.  237) 

{W,  D,  M,  M")  =—  ^, 
und  eben  so 

{M",D,M',  M''']  =  —-\, 
u.  s.  w.,  woraus  man,  wenn  D,  M  und  M'  gegeben  sind,  die  folgen- 
den Mittelpuncte  M'\  M'",  . . .  finden  kann. 


*}   A\if  gleiche  Art  ist 

ii""  -\-hk""  +  U""  =  i'i'"  +  k'k'"  -|-  Vi'"  =  i'"'  +  i"^  +  ?"^ 
und  allgemein: 

iiip) -i^  hk<s')  +  U(p)  =  i(sH^  —  i>  +  ..., 

wo  p  und  2  positive  gaBBe  Zahlen  bezeiehnen,  und  p~^  q  ist. 

**)    Auch    diese  Relationen  lassen   sich  noch   allgemeiner   darstellen.     ]3enn 
eratlioli  ist ;  /  ,         ,  , 

iO)  +  S  W  +  iW  =  21'  li+h  +  l). 

Ferner  hat  mani 

h  —  i  =  i' — ^'=  h" —  i"=  i'" —  &'"=  etc. 
iW  —  i'M)  =  liii')  —  'k<-'<)  =  lip)  —  l{i)  =  ^(2-P  — 2'J)(sH-^  +  ;;i, 
■wenn  p  —  g   eine  positive  gerade  Zahl  ist. 

Sind  endlich  t,  u,  v,  w  positive  gfmze  Zahlen,  und  t -\- u —^  b -~  io  eine  posi- 
tive gerade  Zahl,  so  findet  sich: 
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Noch  fliesst  aus  dieaen  Dopp eis chnittsverhältnis seil  (§,  1S4): 
{Äf,  M",  D,  M)  =  5,     (M',  M",  M"\  D)  =  f, 
folglich  (§.  185): 

(M',M",M"',M)  =  ^, 
folglich 

{M,M',M",M"')  =  ^^, 
und  eben  so 

{M',M",M"',M"")^^^, 
u.  s.  w,,   wodurch  das  Gesetz   der  Mittelpuncte  nach  Art  der  recur- 
rirendeji  Reihen  bestimmt  ist. 


§.  270.  Der  allgemeine  Ausdnick  eines  Kegelschnitts,  welcher 
von  den  FundanientaUinien  AB  und  CB  iu  den  Fundamentalpiincten 
A  und  C  bemhrt  wird,  ist  (§,  61 ,  V) : 

aA  +  vB  +  v'C, 
und  der  Ausdruck  für  eine  Tangente   an   denselben  in  dem  Puncte, 
für  welchen  v  =  v'  ist,  [§,  77) : 

aA-\~{v'  +  x}B  +  {v'^  +  2v'x)C, 
oder,  wenn  wir  v'  +  2.«  =  y  setzen: 

2aA  +  {v'  +  y)B  +  2v'yC. 
Eben  so  hat  eine  zweite  Taugente,   für  deren  Berührungspunct 
V  :=  v"  ist,  den  Ausdruck: 

2aA  +  [v"  +  z)B  +  2v"z  0. 
Seien  nun  v'  und  »"  die  Wurzeln   der  quadratischen   Gleicliiiiig 

also  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  (§.  252),  die  zwei  Berührungs- 
puncte  unendlich  entfernt  {§.  89),  und  die  zwei  Tangenten  die 
Asymptoten  der  Hyperbel.  Es  folgt  aber  aus  der  quadratischen 
Gleichung,  wenn  man  zuvor,  weil  k  <[  -J-  sein  rauss,  a  ^  ^[1  — m^) 
setzt: 

v'  =  —\{i—m),     »"  =  — i(H-m). 
Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdrücken  der  Tangenten, 
so  kommt: 

(l  —m')A  +  {2y ~1  +  m}B -^iil  ~^m)yC, 
(i—m'')A-\-{2z  —  l—m)B  —  2{i+m]zC, 
oder  einfacher,  wenn  man 

2^==(l-m)i  und  2z={l+m)ic 

(1  ^  m)J  ^  {1  ^  i]B  —  {\  ^  m)tC, 
^l^rn]A-{l-u)B~{l+m)uC. 
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Dies  sind  demnach  die  Ausdi-üeke  für  die  beiden  Asymptoten 
der  Hyperbel,  die  zum  Ausdrucke 

hat.     Wir    wollen    hieraus    einige   der  vorzüglicheren   Eigenschaften 
dieser  Linien  zu  entwickeln  suchen. 

§.  271.  Zuerst  findet  sich  für  den  gegenseitigen  Durchschnitt 
der  Asymptoten, 

also  der  Durchschnitt  selbst; 

{l^?n^)A  —  2B-\-(i—  m']  C, 
welches  der  Mittelpunct  der  Hyperbel  ist  [§.  268,  b) ;  also : 

Die  zwei  Asymptoten  einer  Hyperbel  schneiden  sich  in  dem  Mittel- 
puncte  der  letzteren. 

Heissen  ferner  die  Durchschnitte  der  einen  und  anderen  Asymp- 
tote mit  den  Fundamentallinien  'BG^  CA,  AB  resp.  D,  E,  F; 
D',  E',  F'  (Fig.  62),  so  hat  man: 

„ij)^B  —  (1  — m)  C,  —  mD'  =  i?  —  in-  m)  C, 

—  1mE={\—m)C-'{\+m)A,    2mE'  =  {]  +  m){0—{l —m)A, 
mF={i-irm}A  —  B,  —  mF'  =  {l—m)A  —  B. 


Durch  Verbindung  dieser  sechs  Gleichungen  ergiebt  sich  nun: 

1)  D-\-D'  =  2C    und    F+F'  =  -2A, 

d.  h.   C  ist  der  Mittelpunct  von  DD',  und  eben  so  A  von  FF';  also: 

Lefff  man  an  eine  Hyperbel  eine  Tangente,  so  wird  das  zwischen  die 

Asymptoten  /allende  Stüch  derselben  in  dem  Berührungsp%mcte  halbirt. 

2)  E  +  E'  =  G-\-A, 

d.  h.  EE'  und  GÄ  hahen  denselben  Mittelpunct;  also: 
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Von  einer  die  Hyperhel  schneidenden  Geraden  haben  der  zwischen 
die  Hyperbel,  tind  der  zwischen  die  Asymptoten  fallende  Tkeil  einerlei 


3)  D-\-F=1E    und     D'  -{■  F'  =  1 B' , 

d.  h.  E  ist  der  Mittelpiinct  von  DF,  und  E'  von  D'F'\  mithin: 

Werden  an  eine  Hyperbel  zwei  Tangenten  gezogen,  so  werden  die 
von  denselben  in  der  einen  und  der  anderen  Asymptote  abgeschnittenen 
Theüe  durch  die  Gerade,  welche  die  Berührungspuncte  verbindet,  halbiri. 
4)  m{D  —  F')  =  {\—m){A  —  0)  und  m[F— D')  =  {\ -\-m){Ä— 0), 
d.  h.  DF'  und  FD'  sind  mit  AO  parallel,  oder; 

Die  Geraden,  welche  die  Puncte  vei'binden,  in  denen  zwei  an  eine 
Hyperbel  gelegte  Tangenten  die  Asymptoten  schneiden,  sind  untei-  sich 
und  mit  der  Sehne  durch  die  Berührungspuncte  parallel. 


Viertes  Capitel. 


Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  Puncten  und 
geraden  Linien  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 


§.  272.  Die  im  vorigen  Capitel  bemerkten  Eigenschaften  paral- 
leler Sehnen  eines  Kegelschnitts  können  durch  Betrachtung  einer 
damit  coUinear  verwandten  Figur  noch  sehr  verallgemeinert  werden. 

Seien  A,  B,  0,  D  und  A',  B',  C,  D'  zwei  Systeme  von  vier 
Puncten,  deren  jedes  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  und  bei  deren 
jedem  keine  drei  Puncte  in  einer  Geraden  liegen.  Man  setze  diese 
Puncte  der  Reihe  nach  einander  entsprechend,  A'  dem  A,  B'  dem  B^ 
XL.  s.  w. ;  so  kann  man  nach  dem  Gesetze  der  Coli  ine  ations  Verwandt- 
schaft für  jeden  fünften  Punct  des  einen  Systems  den  entsprechen- 
den fünften  des  anderen  finden  (§.  219). 

Werde  nun  dxirch  erster e  vier  Puncte  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben. Diesem  wird  eine  durch  letztere  vier  Puncte  gehende 
Curve  entsprechen,  welche  gleichfalls  ein  Kegelschnitt  ist  (§.  220,  c), 
also  jedem  Puncte  des  einen  Kegelschnitts  ein  Punct  des  anderen, 
so  vde  auch  der  Tangente  in  dem  ersteren  Puncte  die  Tangente  in 
dem  letzteren. 
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§.  272. 


In  dem  durch  A,  . .,  D  beschriebenen  Kegelschnitte  seien  E 
■und  F  (Fig.  63)  noch  zwei  andere  Puncto,  so  genommen,  dass  sich 
die  drei  Sehnen  AB,  OD,  EF  in  einem  Puncte  Z  schneiden;  so 
wird   auch,   wenn  E',  F'   die   den  E,  F  entsprechenden   Puncte  in 


dem  anderen  Kegelschnitte  sind,  die  Sehne  E'  F'  durch  den  dem  Z 
entsprechenden  Punct  Z'  ^  A'B'  ■  G'D'  gehen.  Weil  ferner  die 
anfai^licheii  zwei  Systeme  von  vier  Puncten,  A,  ..,  D  und  A! ,  ..,  D', 
von  einander  ganz  unabhängig  genommen  werden  können,  so  wollen 
wir  setzen,  A'B'  und  O'D'  seien  mit  einander  parallel,  also  Z'  ein 
unendlich  entfernter  Punct,  folglich  auch  E'F'  mit  diesen  Sehnen 
parallel.  Bezeichnen  wir  alsdann  die  Mittelpuncte  von  A'B',  CD', 
E'F  resp.  mit  M' ,  N',  0',  so  liegen  diese  Puncte,  nach  §.  267,  in  einer 
durch  den  Mittelpunct  des  Kegelschnitts  gehenden  Geraden,  welche  z' 
heisse;  und  es  werden,  wenn  M,  N,  0  die  entsprechenden  Puncte 
in  den  Linien  AB,  GD,  EF  der  ersten  Figur  sind,  auch  diese 
Puncte  in  einer  Geraden  z  liegen.  Aber  noch  mehr:  wegen  der 
Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse  zwischen  sich  entsprechen- 
den Puncten  in  eollinear  verwandten  Figuren  (§.  221,2],  muss  sein; 
[A,  B,  Z,  M)  =  [A!,  B',  Z',  M'). 
Da  nun  Z'  unendlich  entfernt  ist,  so  sind  AZ'  und  B'Z'  als 
gleich  zu  betrachten,  und  daher  A!Z'  =  —  Z'B' ;  folglich,  weil  auch 
A'M'  =  M'B'  ist, 

{A',  B',  Z',  M')  =  —  1 ; 


also  aiich 


und  eben  so 

((?,  D,  Z,  N)  = 
welches  uns  folgenden  Satz 


(A,  B,  Z,  M)  =  ^1, 

V)  =  —  1 ,     {E,  F,  Z,   0)  = 
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1)  Hat  man  ein  System  dietei'  oder  mehrerer  Sehnen  eines  Kegel- 
Schnitts,  welche  sich  in  eitwtn  und  demselben  Puncte  Z  schneiden,  und 
bestimmt  man  in  Jeder  dieser  Sehnen  einen  noch  anderen  Punct  so,  dass 
die  Sehne  durch  ihn  und  durch  den  Punct  Z  harmonisch  getheilt  wird, 
so  liegen  alle  diese  anderen  Puncte  (M,  N,  0,  . .)  in  einer  geraden 
lÄnie  z. 

Man  ziehe  an  den  zweiten  Kegelschnitt  in  JÜ  und  B'  Tangenten, 
80  liegt  ihi-  gegenseitiger  Durchschnitt  mit  dem  Mittelpuncte  M'  von 
A'B'  und  mit  dem  Mittelpuncte  des  Kegelschnitts  in  einer  Geraden 
(§.  268,  c),  d.  i.  in  der  Geraden  ä';  folglich,  wenn  wir  dieses  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  anwenden; 

2)  In  der  Linie  z  sind  die  Durchschnitte  je  zweier  Tangenten 
hegriffen,  welche  an  die  Endpunete  derselben  Sehne  gelegt  werden  (an 
A  und  B,  an  G  und  Z>,  etc.). 

Man  setiie 

AC-BD~r    und    AD-BG=W: 
so  ist  nach  §.  198,  3 

[Ä,  B,  Z,   VW)  =  [C,  D,  Z,    VW)  =  —  1. 
Die  Gerade   T^TF  ist  foJghch  emeilei  mit  z;  d.  h. 

3}  Die  Linie  z  enthalt  aurh  d/e  Durchschnitte  je  zweier  Geraden, 
womit  die  Endpunete  je  zwiey  Sehnen  verbunden  werden. 

Weil  endlich 

{Ä  B  Z,z)=  —  \, 
und  daher,    wenn  Z   ausserhalb  A  und  B  liegt,    der  Durchschnitt 
Ton  z  mit  AB  zwischen   A  und  B  fallen   muss,    also    auch    dann 
noch  dazwischen  fallen  muss,   wenn  A  und  B  einander  unendlich 
nahe  Hegen,  d.  h,  wenn  ZAB  zur  Tangente  wird,  so  schhessen  wir: 

4)  Liegt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Sehnen,  Z,  ausser- 
halb des  Kegelschnitts,  und  zieht  man  an  letzteren  von  Z  aas  zwei 
Tangenten,  so  fallen  die  Berührungspuncte  ebenfalls  in  die  Linie  z, 
sind  folglich  einerlei  mit  den  Punoten,  in  denen  diese  Linie  die  Gurve 


§.  273.  Nimmt  man  umgekehrt  in  der  Geraden  z  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  einen  beliebigen  Punct  U  und  zieht  von  demselben 
zwei  Tangenten  UG  und  UH  an  eisteren,  wo  G^  und  H  die  Be- 
rührungspuncte sind,  80  liegen  G  und  H  mit  Z  in  einer  Geraden. 
Denn  wäre  dieses  nicht,  so  schneide  Z  G  die  Curve  noch  einmal  in  H, , 
und  es  raüsste  der  Durchschnitt  der  Tangenten  an  G  und  an  H. 
ein  Punct  von  z  sein;  folglich,  weil  die  Tangeute  an  G  die  z  in  U 
schneidet,    so    müsste    auch    die    Tangente    an    H,  durch   ü  gehen; 


y  Google 


358  Der  'bfliycentj'iaclie  Oalcul.    Abschnitt  in.  §.  274, 

folglich  müssteii  von  JJ  drei  Tangenten  JJG ,  UH,  UH,  an  den 
Kegelschnitt  gezogen  werden  können,  welches  nicht  möglich  ist;  also; 

Hat  man  m  einer  Ebene  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  s, 
und  zieht  man  von  drei  oder  mehreren  Puncten  der  Geraden,  welche 
ausserhalb  der  Cur-ve  liefen,  Tangentenpaare  an  dieselbe,  so  werden 
sich  alle  die  Geraden,  welche  die  £erährungspuncte  je  eines  Paares 
verbinden,  in  einem  und  detnselben  Puncte  Z  schneiden. 

So  wie  also  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  jedem  Puncte  Z 
in  dessen  Ebene  eine  Gerade  z  entspricht,  eben  so  entspricht  auch 
umgekehrt  jeder  Geraden  z  ein  Punct  Z,  rücksichtlich  dessen  die 
Gerade  die  vorhin  erörterten  Eigenschaften  besitzt, 

§.  274.  Sei  wie  vorhin  AB  eine  der  durch  Z  gehenden  Sehnen 
und  M  der  Durchschnitt  dieser  Sehne  mit  z,  so  ist 

[A,  B,  Z,  M)  =  —  \. 
Es  folgt  hieraus,  dass  von  den  zwei  Puncten  Z  und  M  der  eine 
innerhalb,  der  andere  ausserhalb  AB  fallt,  dass  mithin,  nachdem  Z 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  z  denselben 
schneidet,  oder  ihm  nicht  begegnet.  ■ —  Liegt  der  Punct  Z  ausser- 
halb des  Kegelschnitts,  und  rückt  er  alsdann  bis  an  die  Curve  selbst 
fort,  so  gehen  die  zwei  durch  Z  zu  legenden  Tangenten  und  die, 
die  Berührungspuncte  verbindende ,  Gerade  z  (§,  272,  4)  in  eine  zu- 
sammen, so  dass,  wenn  Z  in  den  Umfang  des  Kegelschnitts  fällt, 
z  eine  Tangente  in  diesem  Puncte  wird.  Für  ein  unendlich  ent- 
ferntes Z  endlich  werden  die  Sehnen  einander  parallel  und  z  ein. 
Durchmesser  des  Kegelschnitts;  welches  der  zum  Grunde  gelegte. 
Normalfal!  ist. 

g.  275.  Soll  für  einen  gegebenen  Punctif 
die  entsprechende  Gerade  z  gefunden  werden, 
so  geschieht  dies,  wenn  Z  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  am  einfachsten  dadurch, 
dass  man  von  Z  an  den  Kegelschnitt  zwei 
Tangenten  ZS,  ZT  (Fig.  64)  legt,  wo  dann 
die  Gerade  .ST,  welche  die  Berührungs- 
puncte verbindet,  die  gesuchte  z  sein  wird. 
Pi^  (j4  Allgemein   anwendbar   ist  nach  §.  272,  2 

folgendes  Verfahren,  mag  der  gegebene 
Punct  Y  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen.  Man 
ziehe  durch  Y  zwei  die  Curve  schneidende  Gerade  ST  und  UV, 
und  an  die  Endpuncte  dieser  Sehnen  Tangenten,  welche  sich  resp.  in 
Z  und  W  schneiden;  so  ist  ZW  die  verlangte,  dem  Y  entsprechende 
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Gerade  y.  —  Zugleich  folgt  liieraus,  dass,  wenn  Z  ausserhalb  liegt, 
jedem  Puiicte  Y  der  Geraden  z  eine  dnrch  Z  gehende  Gerade  tj 
entspricht. 

Liege  Y,  wie  in  der  Figur,  zwischen  S  und  T,  also  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  und  sei  X  ein  beliebter  dritter  Punct  in  der  als- 
dann ausserhalb  fallenden  Geraden  ZJV  oder  y,  so  wii'd  nach  §.  273 
die  Gerade,  gelegt  durch  die  Berülirungspuncte  der  von  X  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten,  durch  Y  gehen.  Da  nun  diese 
Gerade  die  dem  Pnncte  X  entsprechende  Linie  ist  (§.  272,4),  so 
schhessen  wir,  dass  auch  bei  einem  innerhalb  liegenden  Puncte  Y 
und  der  dann  ausserhalb  fallenden  ihm  entsprechenden  Geraden  y, 
jedem  Puncte  X  der  letzteren  eine  durch  den  ersteren  gehende 
Gerade  entspricht. 

Weü  endlich  dem  Puncte  S  des  Kegelschnitts  selbst  die  daran 
gezogene  Tangente  SZ  (voriger  §.),  und  dem  Puncte  Z  derselben 
die  durch  S  gehende  Gerade  ST  entspricht,  so  können  wir  allge- 
mein folgenden  Satz  aufstellen. 

1)  Entspricht  dem  Puncte  X  die  Gerade  x,  so  entspricht  auch 
umgekehrt  jedem  Puncte  von  x  eine  durch   X  gehende  Gerade. 

Wir  folgern  hieraus  leicht  weiter; 

2)  Sind  X,  Y  zwei  Puncte  und  x,  y  die  ihnen  entsprechenden 
Geraden,  so  entspricht  dem  Durchschnitts  puncte  von  x,  y  die  durch 
X  und  y  gezogene  Gerade. 

Denn  einem  Puncte  in  x  entspricht  eine  Gerade  durch  X,  und 
einem  Puncte  in  y  eine  Gerade  durch  Y,  fo^lich  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  von  x  und  y  die  Gerade,  welche  diirch  X  und  Y 
zugleich  geht. 

Ist  Z  ein  dritter  Punct  der  Geraden  X  Y,  so  muss  die  ihm  ent- 
sprechende Gerade  z  durch  den  der  Geraden  X  Y  entsprechenden 
Punct  x-y  gehen.  Und  umgekehrt,  wird  durch  den  Punct  x'y 
eine  dritte  Gerade  z  gezogen,  so  muss  2  in  X  Y"  hegen,  indem  sonst 
dem  gemeinschaftlichen  Durchschnitte  von  x,  y,  z  drei  verschiedene 
Gerade   YZ,  ZX,  X  Y  entsprechen  würden.     Also: 

3)  Liegen  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so 
schneiden  sich  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  Puncte, 
und  umgekehrt. 

Man  bemerke  dabei  noch,  dass,  wenn  die  Gerade,  in  welcher 
die  Puncte  X,  Y,  Z  liegen,  unendhch  entfernt  angenommen  wird, 
die  in  einem  Puncte  zusammentreffenden  Geraden  x,  y,  z  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  werden,  \ind  dass  man  somit  auf  den  Satz 
zurückkommt    dass  alle  Durchmesser  sich  in  einem  Puucte  schneiden. 
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§.  276,  Wie  man  bald  wahrnimmt,  lassen  sich  die  eben  er- 
haltenen Sätae  sehr  vortheilhaft  dazu  anwenden,  um  aus  gewissen 
schon  gefundenen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  neue ,  analoge 
Eigenschaften  abzuleiten.  So  wie  nämlich  jedem  Puncte  in  der 
Ebene  einer  solchen  Curvß  eine  Gerade  entepricht,  und  umgekehrt, 
eben  so  giebt  es  für  jede  zur  dritten  Classe  (§.  248)  gehörige  Eigen- 
schaft der  Kegelschnitte,  wonach  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  oder  gewisse  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  eine  ent- 
sprechende, mit  Hülfe  jener  Sätze  zu  findende  Eigenschaft,  wo  Puncte 
mit  Geraden  und  das  Liegen  in  einer  Geraden  mit  dem  Zusammen- 
treffen in  einem  Puncte  gegenseitig  vertauscht  sind. 

Um  dieses  vorläufig  durch  ein  Paar  einfache  Beispiele  zu  er- 
läutern, wollen  wir  zuerst  das  um  einen  Kegelschnitt  beschriebene 
und  denselben  in  A',  B',  C  berührende  Dreieck  ABG  (Fig.  60)  in 
Betrachtung  ziehen.  Hier  entsprechen  den  Puncten  A' ,  B',  C  die 
Geraden  BC,  CA,  AB;  folglich  den  Puncten  ^4,  B,  O  die  Geraden 
B'C,  CA',  A'B';  folglich  den  Geraden  ^^',  BB',  CO'  die  Puncte 
BCB'C,  CA-  CA',  AB  '  A'B'.  Da  nun  jene  drei  Geraden  sich 
in  einem  Puncte  schneiden  (§.  260),  so  müssen  diese  drei  Puncte  in 
einer  Geraden  liegen;  wie  dies  auch  schon  aus  §.  198,4  folgt. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Sind  A,  B,  G,  D  vier  Puncte 
eines  Kegelschnitts,  und  bezeichnet  man  der  Küi-ze  willen  die  an  A 
gelegte  Tangente  mit  tA,  etc.,  so  liegen  die  Puncte  t^  ■  tB  und 
tC-tD  mit  AG -BD  in  einer  Geraden  (§.272,2,3);  folglich  auch, 
wenn  man  B  und  X*  gegenseitig  vertauscht:  tA'tD  und  tB'tC 
mit  AG  BD  in  einer  Geraden.  Dies  giebt  mit'  Hinblick  auf 
Fig.  65,  wo 

tA'tB  =  E,     tB-tO=F,     tO-tD=G, 
iD-iA  =  H,     AOBD  =  N 
ist,  den  bekannten  Satz: 

Beschreibt  man  um  einen  Kegelschnitt  ein  Viereck  [ABGD]  und 
ein  anderes  [EFGR)  um  denselben,  dessen  Berührungspuncte  die 
Spitzen  des  eisteren  sind,  so  schneiden  sich  die  vier  Diagonalen  beider 
Vierecke  in  einem  Puncte  [N). 

Um  nun  für  diesen  Satz  den  analogen  aufzufinden,  so  entspricht 
der  Geraden  AG  der  Punct  t^-tC^7,  der  Geraden  BD  der 
Punct  tß  ■  tZ>  ^  K,  den  Puncten  E  und  G  die  Geraden  AB  und 
CD,  folglich  der  Geraden  EG  der  Punct  AB-  CD^L,  und  eben 
so  der  Geraden  FH  der  Punct  AD-BG^M.  Da  nun  die  vier 
Geraden  AC,  BD,  EG,  FH  sich  in  ehiem  Puncte  schneiden,  so 
müssen  die  vier  Puncte  /,  K,  L,  M  in  einer  Geraden  liegen;   d.  h.: 
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Bei  zwei  auf  eben  die  Weise  in  und  um  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Vierecken  Hegen  die  vier  Durchschniitspuncte  der  gegen- 
überstehenden Seiten  in  gerader  Linie. 


Noch  kann  bei  tlieaer  Figur  bemerkt  werden,  dass  die  Gerade 
ENG  auch  durch  den  Punct  M  geht,  indem  die  vier  Puncte  E,  G, 
N,  M  in  der  dem  Puncte  L  entsprechenden  Geraden  liegen.  Auf 
gleiche  Art  sind  auch  F,  H,  JV,  L  in  einer  Geraden,  in  der  dem 
Puncte  M  entsprechenden,  enthalten.     Nach  §.  198,  3  ist  nun 

[Ä,  B,  L,  NM]  =  —  1 ; 
mithin  wird  von   den  vier  Geraden  NA,  NB,  NL,  NM,   d.  i.  von 
AC,   BD,  FH,    EG    die    Gerade   ABL,    und   folglich    auch   jede 
andere  Gerade  (§.  189)    harmonisch  geschnitten.      Da    endlich   EA, 
EB,  ENM  die  Gerade  IL  in  /,  K,  ilf  schneiden,  so  ist  auch 

[/,  K,  L,  M)  =  —  \; 
also: 

Von  den  vier  Diagonalen  beider  Vierecke  wird  jede  andere  Gerade 
harmonisch  geschnitten;  und  eben  so  bilden  auch  die  mer  in  einer 
Geraden  liegenden  Durchschnittspuncte  der  gegenüberstehenden  Seiten 
eine  harmonische  Theilung. 


Eigenschaften  in  nnd  lun  einen  Kegelsclmitt  bescliriebener 

Seelisecke, 

§.  277.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
jede  der  diei  Fundamentalseiten  in  zwei  Puncten  schneidet,  ist  nach 
§.63,1; 

a[„^a)[„-a')A  +  ß[v-b){v-h')B+..., 


yGoosle 


362 


Der  'baryceiitriselie  Calcul.     Abschnitt  III. 


§.  278. 


oder,  wenn  wir  nur  Vieleckschnitts  Verhältnisse  entwickeln  wollen 
und  uns  daher  des  abgekürzten  Calculs  bedienen,  nach  welchem  die 
Coefficienten  et,  ß,  y  mit  den  Buchstaben  A,  B,  G  vereinigt  werden 
können : 

[^^a){i>-~d)A  +  {v-h){i,-h')B->r{v-o){v-c-)a 
Heissen  die  Durchschnitte  der  Curve  mit  BC,  CA,  AB,   resp. 
M,  P\  N,  Ü;   0,  E  (Fig.  66],  so  hat  man: 


für  u  =  « 

ilf  =  (i.  -  S)  (o  -  i'l-B  +  (o  -  c)  (<.  —  c')  C, 

für  »  =  } 

A'=(S  — f)(6  — «')C+(S  — o)(J  — «V, 

ftir  i;  =  c 

0  =  (c  — «](c  — ß']^  +  (c  — 5)(c  — 5')-ö, 

für  v  =  a' 

F={a'—  b)  (a-~b'}S  +  (ii'—  c)  {a'—  c')C, 

für  0  =  ä' 

a  =  (S'—  0)  (*'—  c')  c  +  (S'—  o)  (S'—  o  V , 

für  v  =  c' 

M  =  (o'—  o)  (o'—  f.')  A  +  (c'~i}  ((!■—  i')B, 

Hier» 

IS  flicssen  die  Dreieckschmttsverhültnisae- 

BM     CN    AO            a^c'      l—  a'      c  —  b' 

MC  '  NA      OB            ci~b'  '  b^c'  '  c  —  a" 

BP      Oa      AM            ,1—0     V—a     c'—b 

PÖ  ■   QÄ'  RB            <i'— S  ■  i'—c  ■  «'—,(• 

folglich  ist 
I) 
ä.  h. 

BM.BP      CN.CQ      AO.AIt 
MC  .PC  "  NA  .  QA'  OB  .  RB~    ' 

j                                    Hat  mm  ein  Dreieck  ABC  und 

/l\                  n'      einen ,  jede  Seite   desselben   oder  ihre 

schnitt,  so  ist  das  Product  aus  den 
sechs  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  des  Dreiecks  Bö,  CA,  AB, 
jede  zweimal,  von  dem  Kegelschnitte 
getheilt  werden,  der  Einheit  gleich. 


§■  278.      Wird    umgekehrt    aus 
sechs   Puncten  M,  ...,  li   in    einer 
Ebene  ein  Dreieck  ABC  construirt,  indem  man 

NQ-  OR  =  A,     OB-  MP  =  B,    MP-NQ-=G 
setzt,  und  findet  alsdann  zwischen  den  Segmenten  der  Dreiecks  Seiten 
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die  Gleichling  I]  statt,  so  liegen  die  sechs  Puncte  in  einem  Kegel- 
schnitte. —  Denn  durch  fünf  Puncte  ist  ein  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt.  Träfe  nun  der  durch  M,  N,  0,  P,  Q  bestimmte 
Kegelschnitt  die  Gerade  AB  nächst  0  nicht  noch  in  JS,  sondern  in 
einem  anderen  Pnncte  M',  so  müsste  die  vorige  Gleichung  1}  noch 
bestehen,  wenn  man  darin  E'  für  M  substitiiirte ;  es  müsste  folglich 
sich  verhalten 

AM  :  EB  =  AR':  R'B, 
welches  nicht  möglich  ist. 

Nun  haben  wir  in  §.  243,2  gesehen,  dass  dieselbe  Gleichung  1} 
auch  bei  zwei  Dreiecken  ABC  und  A!B'C"  (Fig.  52)  statt  hatte,  bei 
denen  die  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  sich  in  einem 
Puncte  schnitten,  folglich  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten 
in  einer  Geraden  lagen,  und  wo  M,  N,  ...,  M,  eben  so  wie  hier  in 
den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  vertheilt,  die  Durchschnitte  der  un- 
gleichnamigen Seiten  waren.  Dies  giebt  uns,  in  Verbindung  mit  dem 
eben  umgekehrten  Satze  des  vorigen  §,,  fönendes  Theorem: 

Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene,  ABC  und  AB' 0',  eine 
solche  Lage  gegen  binander  haben,  dass  die  drei  Geraden  durch  die 
gleichnamigen  Spitzen,  AA',  BB',  CG',  in  einem  Puncte  sich  schnei- 
den, so  liegen  die  drei  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten,  BC-  B'C , 
CA  •  CA',  AB  ■  A'B'  in  einer  Geraden,  und  die  sechs  Durchschnitte 
der  ungleichnamigen  Seiten,  BC'C'A!,  BGA'B',  CA- A'B',  etc. 
in  einem  Kegelschnitte. 

§.  279.  Der  aus  §.  243  angezogene  Satz  kann  auf  doppelte 
Weise  umgekehrt  werden. 

fi)  Liegen  die  Puncte  B  C  ■  B'C,  CA  ■  CA',  AB  ■  A'B'  in  einer 
Geraden,  so  schneiden  sich  umgekehi't  die  Geraden  AA',  BB',  CC 
in  einem  Puncte,  und  es  besteht  folglich  zwischen  den  Segmenten 
der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Gleichung  I).  —  Denn  ginge  GC 
nicht  durch  den  Punct  AA'  ■  BB',  so  schneide  die  durch  C  und 
diesen  Punct  geführte  Gerade  die  B'C  in  C",  und  es  müssten  zu- 
folge des  directen  Satzes,  und  weil  B'C"  in  B'C  fällt,  die  Puncte 
BC-B'C,  CA- CA',  AB -A'B'  in  einer  Geraden  liegen;  in  der 
Geraden  durch  BCB'C  und  AB  A'B'  müsste  folglich  nächst 
CA  ■  CA'  noch  CA  ■  CA!  enthalten  sein ;  folglich  müssten  sich  die 
drei  Linien  CA,  CA!,  CA!  in  einem  und  demselben  Puncte  dieser 
Geraden  schneiden,  welches  nicht  sein  kann,  da  die  letzteren  zwei 
sich  schon  in  A!  begegnen. 

h)  Besteht  zwischen  den  Segmenten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
die   Gleichung   I) ,  so   werden   die   Durchschnitte   der  gleichnamigen 
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Seiten  beider  Dreiecke  in  einer  Geraden  liegen,  und  folglich  nach  a) 
die  Geraden  diirch  die  gleichnamigen  Spitzen  sich  in  einem  Puncte 
schneiden.  —  Denn  läge  in  der  Geraden  durch  die  Puncte  BC ■  B'C 
und  AB  ■  A'B'  nicht  auch  der  Punct  OA  ■  O'A',  so  werde  diese 
Gerade  von  CA  in  X,  und  AB  von  MX  in  i?  geschnitten.  Als- 
dann müsste  nach  a)  die  Gleichung  I)  noch  bestehen,  wenn  darin 
H'  für  M  substituirt  würde,  welches  aber,  wie  schon  in  §.  278  gezeigt 
worden,  nicht  möglich  ist. 

Aus  dieser  doppelten  Umkehrung  des  Satzes  in  §.  243  und  der 
Urakehrung  des  Satzes  in  §.  277  fliesst  nun  leicht,  dass  von  den 
vier  Bedingungen; 

1)  die  drei  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  schneiden 
sich  in  einem  Puncte; 

2]  die  drei  Puncte ,  in  denen  sich  die  gleichnamigen  Seiten 
schneiden,  liegen  in  einer  Geraden; 

3)  die  sechs  Durchschnitte  der  ungleichnamigen  Seiten  liegen  in 
einem  Kegelschnitte; 

4)  die  Gleichung  I); 

eine  jede  zur  Voraussetzung  gemacht,  und  die  jedesmal  drei  übrigen 
zu  Folgen  genommen  werden  können.  Dies  gicbt,  mit  tJebergehung 
der  vierten  Bedingung,  drei  verschiedene  Sätze,  von  denen  der  eine 
schon  in  §.  278  aufgestellt  worden.  Die  beiden  anderen,  wo  3)  als 
Folge  von  2)  und  umgekehrt  genommen  wird,  sollen  den  Inhalt  des 
nächsten  §.  ausmachen. 

§.  280.  1)  Wenn  von  zwei  Dreiecken  ABC  und  AB' C  in  einer 
Ebene  die  drei  Durchschnitte  dej'  gleichnamigen  Seiten  in  einer  Geraden 
liegen,  so  kann  durch  die  sechs  Durchschnitte  der  ungleichnamigen 
Seiten  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden.     Oder; 

Wenn  bei  einem  Sechsecke  {MPNQ  OS)  die  drei  Durchschnitte 
der  drei  Paare  gegenüberstehender  Seiten  (MP  ■  QO,  PN  ■  OS, 
NQ  '  SM),  in  einer  Geraden  liegen,  so  sind  die  Spitzen  des  Sechs- 
ecks in  einem  Kegelschnitte  enthalten. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  sehr  leicht  die  Aufgabe  lösen: 
Zu  fünf  gegebenen  Puncten  einer  Ebene,  M,  P,  N,  Q,  0,  noch  andere 
Puncte  der  Ebene  zu  ßnden,  welche  in  dem  durah  die  gegebenen  fünf 
zu  beschreibenden  Kegelschnitte  liegen.  —  Man  ziehe  durch  0  eine 
beliebige  Gerade  OB,  suche 

OB-  NP~X,     MP-  0Q=  Y,     XY-  QN^  Z, 
und  es  ist  Z3f-  OB  ^  S  ein  sechster  Panct  des  Kegelschnitts. 
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2)  Bei  einem  in  eineti  Kegelschnitt 
die  drei  Puncle,  in  denen  sich  je  zwei 
selben  schneiden.,  in  einer  geraden  Linie. 


•enen  Sechsecke  Hegen 
Seiten  des- 


Der  Entdecker  dieses  sehr  merkwürdigen  Sataes  ist  Eotei 
Siehe  dessen  Sect.  oon.  V,  47. 


Kegel- 


§,  281.  Zusätze,  a)  Aus  dem  letzteren  Satze  können  ! 
die  im  Vorigen  eiifwickelten  Eigenschaften  eines 
schnitt  beschriebenen  Vierecks  sehr  leicht  abge- 
leitet werden.  Läsat  man  nämlich  die  zwei  End- 
puncte  einer  Seite  RM  des  einbeschriebenen 
Sechsecks,  in  dem  Kegelschnitte  bis  zum  Zu- 
sammenfallen sich  einander  nähern,  so  wird  die 
Seite  selbst  gleich  Null,  ihre  Verlängerung  aber 
zu  einer  Tangente  des  Kegelschnitta.  Setat  man 
nun,  dass  eben  so  Q  mit  N  zusammenfalle,  so 
verwandelt  sich  das  Sechseck  in  das  einbeschrie- 
bene Viereck  MPNO,  und  die  drei  Puncte, 
welche  in  einer  Geraden  liegen  sollen,  werden  mit 
Anwendung  der  in  §.  276  gebrauchten  Bezeich- 
nung für  die  Tangenten:  MF  NO,  PNOM, 
tN'tM;  übereinstimmend  mit  Fig.  63  und  65, 
wenn  man  die  dortigen  A,  B,   C,  D  mit  M,  N,   O,  P  vertauscht. 

b)  Die  hierbei  verschwindend  angenommenen  Seiten  dos  Sechs- 
ecks sind  zwei  einander  gegenübei'stehende.  Lässt  man  aber  zwei 
solche  Seiten  in  Null  übergehen,  die  nur  eine  zwischen  sich  haben, 
z,  B.  QO  und  MM,  so  erhält  man  das  Viereck  MPNO  mit  den 
drei  in  einer  Geraden  hegenden  Puncten:  MPtO,  PN-  OM, 
NO  ■  tM.  Siehe  Fig.  67.  Dies  lässt  sich  folgendergeatalt  durch 
Worte  auedrücken: 

Dei'  Schneidepunct  der  Diagonalen  eines  in  einen  Kegelschnitt  he- 
schriehenen  Vierecks  MNOP  liegt  in  gerader  Linie  mit  den  zwei 
Puncten,  in  welchen  die  Tangenten  an  die  Endpuncte  einer  Diagonale 
MO  zwei  gegenüberstehende  Seiten  MP,  NO  schneiden. 

c)  "Wendet  man  diese  Construction  auf  beide  Paare  gegenüber- 
stehender Seiten  und  auf .  beide  Diagonalen  an ,  so  erhält  man  den 
achteckigen  Stern  in  Fig.  68 ,  welcher  sich  fo%endergeatalt  be- 
schreiben lässt. 

AB  CD  ist  ein  Viereck  in  einem  Kegelschnitte,  EFGH  ein 
anderes  um  denselben,  dessen  Berührungspuncte  die  Spitzen  des  ersieren 
sind.     Alsdann   bilden   die  Durchschnitte   der  Seiten  des  einen  mit  den 
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Seiten  des  anderen  Vierecks  die  Spitzen  eines  Achtecks  MNOPQRST, 
dessen  Seiten  MN,  NO,  OP,  ...  abwechselnd  in  die  Seiten  des  einen 
und  des  anderen  Vierecks  fallen,  und  welches  nachstehende  Eigen- 
i  besitzt: 

1)  Die  vier  Diagonalen  beider  Vier- 
ecke, AO,  BD,  EG,  FH,  schneiden 
sich  in  einem  Puncte  (§.  276). 

2)  In  demselben  Ptincte  treffen  auch 
die  viel-  Diagonalen  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  des  Achtecks, 
MQ,  NR,  OS,  PT,  zusammen.  (Vor- 
hergehender Satz.) 

3)  Durch  alle  acht  Spitzen  des 
Achtecks  lässt  sich  ein  Kegelschnitt  be- 
schreiben. 

Dieses    letztere    kann    ao    bewie- 
sen werden.    —   Von   dem   Sechsecke 
Pig^  05^  MNOPQR  schneiden  sich  die  gegen- 

üherstehenden  Seiten  MN  und  PQ 
in  D,  NO  und  Q  R  in  C.  Auch  hegen  nach  dem  vorigen  Ab- 
schnitte dieses  §.  die  drei  Puncte 

AB-  CD,     tA'  BC,     tB-  AD. 
d.  i. 

OP-  OD,  M,  M, 

und  fo^lich  OP  -  UM,  D,  C,  d.  i.  der  Durchschnitt  des  dritten 
Paares  gegenüberstehender  Seiten  mit  den  Durchschnitten  des  ersten 
und  zweiten  Paares  in  einer  Geraden.  Es  sind  folglich  die  sechs 
auf  einander  folgenden  Spitzen  des  Achtecks,  M,  N,  ...,  R,  in  einem 
Kegelschnitte  enthalten.  Eben  so  werden  auch  die  sechs  auf  ein- 
ander folgenden  Spitaen  N,  0,  P,  Q,  R,  S  in  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Da  nun  diese  letzteren  sechs  Puncte  mit  den  sechs  ersteren 
die  fünf  Puncte  N,  0,  P,  Q,  R  gemein  haben,  durch  fünf  Puncte 
aber  niu-  Ein  Kegelschnitt  bestimmt  wird,  so  müsaen  alle  sieben 
Puncte  M,  N,  ...,  S  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  aus  gleichem 
Grunde  auch  die  sieben  Puncte  N,  0,  . . .,  T,  und  zwar  in  demselben 
wie  die  vorigen;  mithin  liegen  alle  acht  Puncte  M,  iV.  ...,  T  in  einem 
und  demselben  Kegelschnitte. 


§.  282.  Wir  wollen  jetzt  von  dem  Satze,  dass  die  drei  Durch- 
schnitte der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in  einen  Kegelschnitt 
beschriebenen  Sechsecks  in  gerader  Linie  liegen,  den  analogen  auf- 
suchen. —  Sei  ABCDEF  (Fig,  69)   ein   in   einen   Kegelschnitt  be- 
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schriebenes  Sechseck.   Man  lege  an  die  Spitzen  desselben,  A,  B,  0,  etc. 
die  Bei-ührenden  MG,  GH,  HI,  etc.:   so  entsprechen  sich  AB  und 
iA-iB=G,    BC    und    tB-tC=H,     OD    und    /,   etc.;   folglich 
AB  ■  DE  und  GK,  BC  ■  EF  und  HL,  CD  •  FA 
und  IM.     Da  nun  nach   obigem  Satjse  die  drei 
Puncte  AB  ■  DE,  BC  ■  EF,  CD  ■  FA  in  einer 
Geraden  liegen,   so  müssen  sich  die  drei  Gera- 
den GE,  HL,  IM  in  einem  Puncte  schneiden 
(§.  275,3);  also; 

Beschreibt   man   um  einen  Kegelschnitt   ein 
Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen,  vi^.  oq. 

welche  die  gegenühm'liegenden  Spitzen  verbinden, 
in  einem  Puncte. 

Dieser  ebenfalls  sehr  merkwürdige,  von  Brianchon  entdeckte 
Satz  gilt  auch  umgekehrt,  so  dass,  wenn  hei  einem  Sechsecke  GHIELM 
die  drei  Diagonalen  durch  die  gegenüberliegenden  Spitzen,  GK,  HL,  IM, 
sich  in  einem  Puncte  sehneiden,  in  dasselbe  ein  Kegelschnitt  beschrieben 
werden  kann.  Denn  berührte  der  an  die  fünf  Seiten  GH,  HI,  IK, 
KL,  LM  beschriebene  Kegelschnitt  [§.  261)  nicht  auch  die  sechste 
MG,  so  würde  eine  von  G  an  denselben  gelegte  Tangente  die  Seite 
LM  m  einem  von  M  verschiedenen  Puncte  M'  schneiden.  Mithin 
miisste,  nach  dem  directen  Satze,  nächst  IM  auch  IM'  durch  den 
Schneidepunct  von  GS"  und  HL  gehen,  welches  nicht  möglich  ist. 

Hieraus  fliesst  zugleich  eine  leichte  Methode,  um,  wenn  fünf 
Gerade  GH,  HI,  IK,  KL,  LM  gegeben  sind,  fui  den  durch  sie  als 
Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt  so  viel,  als  man  will,  noch  andere 
Tangenten  su  finden.  —  Man  nehme  in  LM  einen  behebigen  Punct 
M,  und  suche,  weil  H,  I,  K,  L,  als  die  Dunhschnitte  der  ersten 
und  zweiten,  ,  .  .,  vierten  und  fünften 
Tangente,  gegeben  sind,  die  Puncte 

HL  ■  IM—  X,     EX-  GH~  G, 
so  ist  MG  die  verlangte  sechste  Tangente. 

§.  283.  Noch  ein  Paai-  andcre_Sätze 
mögen  ihrer  Eleganz  wegen  hier  eine 
Stelle  finden. 

Seien  AB  C,  DEF  (Fig.  70)  zwei  um 
einen  Kegelschnitt  beschriebene  Dreiecke.  pig.  70, 

Man  setze 

AB  ■  DF=  G,     AC-  DE~H, 
so  ist  BGFEHC  ein   um  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck. 
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Mithin  schneiden  sich  sich  die  drei  Geraden  BE,  GH,  FC  in  einem 
Puncte,  oder  wenn  wir  BE  ■  FC  ^  I  setzen :  die  drei  Pnncte  G,  H,  I 
liegen  in  einer  Geraden.  Es  sind  aber  diese  drei  Puncte  dieselben, 
in  denen  sich  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Sechsecks  ÄBEDFG 
schneiden.  Mithin  kann  durch  die  Spitzen  dieses  Sechsecks  (§.  280), 
d.  i.  durch  die  Spitzen  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  DEF  ein 
Kegelschnitt  beschiieben  werden;  also: 

Die  sechs  Spitzen  sweier  wm  einen  Kegelschnitt  heschriehenen  Drei- 
ecke liegen  wiederum  in  einem  Kegelschnitte. 

Um  für  diesen  Satz  noch  den  entsprechenden  zu  entwickeln,  so 
heissen   die   Berührungspuncte   in   den   Seiten    der   beiden   Dreiecke 
ABC,    DEF  [Fig.  71)    nach    den,    den    Seiten    gegenüberstehenden, 
Spitzen;  A,  B',   C,  D',  E',  F' .    Alsdann 
entsprechen  sich  ^  und  .ß'C,  FvcaAD'K, 
folgHch  AF  und  B'C  ■  D'E'  =  M;    auf 
gleiche  Weise  CD  und  A'B'-  E'F'=  P, 
folglich    AF  ■  CD    und   MP;    eben    so 
BF-  CE  und  NQ\  BD  ■  AE  und  OB. 
Da    nun    die    drei    Puncte    AF  ■   CD, 
BF  ■  CE,   BD  ■  AE  in  einer   Geraden 
liegen,   weil,   wie   vorhin    erwiesen,    die 
sechs    Puncte   A,    B,    ..,,    J^  in    einem 
2ig.  71.  Kegelschnitte   begi-iifen  sind,   so   müssen 

sich  die  drei  Geraden  MP,  NQ,  OB  in 
einem  Puncte  schneiden.  Mithin  kann  in  das  Sechseck  MNOPQB, 
d.  h.  in  die  beiden  Dreiecke  A'B'C  und  D'E'F',  deren  Spitaen  in  einem 
Kegelschnitte  liegen,  wiederum  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden. 
Die  sechs  Seiten  zweier  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Drei- 
ecke sind  die  Tangenten  eines  zweiten  Kegelschnitts, 

Hier  ist  also  der  dem  vorigen  entsprechende  Satz  zugleich  der 
umgekehrte  desselben. 

§.  284.  Seien  A,  B,  C,  D,  E,  F  sechs  Puncte  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts,  a,  5,  c,  d,  e,  f  die  diesen  Puncten  in  Bezug 
auf  den  Kegelschuitt  entsprechenden  Geraden:  so  entsprechen  sich 
auch  AB  imd  a  ■  b,  BC  und  5  ■  o,  etc.;  folglich  auch 

AB  ■  DE ^I  \md  a-  b^d'  e^i, 
d.  i.  der  Punct  /  und  die  durch  die  Puncte  a  ■  i  und  d  ■  e  geführte 
Gerade  i,  und  eben  so 

BC-  EF~Kin\d  b  ■  c"  e-f—h, 
CD-  FA=L  und  c-  d-f-  a=l 
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Liegen  folglich  die  Puncte  I,  K,  L  in  eiiier  Geraden,  so  schneiden 
sich  die  Geraden  i,  k,  l  in  einem  Puncte  [§.275,3];  d,  h,  nach 
§.  280  vmd  §.  282: 

Liegen  sechs  Pwhcte  A,  B,  C,  D,  E,  F  in  einem  Kegelschnitte, 
so  giebt  es  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  von  den  sechs  Urnen  ent- 
sprechenden Geraden  berührt  taird. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  jeder  dieser  beiden 
Kegelschnitte  von  dem  zuerst  gedachten  verschieden  ist,  rückeichtlich 
dessen  die  Puncte  und  Geraden  sich  gegenseitig  entsprechend  heissen. 
Auch  sieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  nicht  allein  umgekehrt 
werden,  sondern  auch  nach  einer,  der  in  §.  281,  c  angewendeten, 
ähnlichen  Schlussart  auf  jede  grössere  Anzahl  von  Puncten  und 
Geraden  ausgedehnt  werden  kann,  so  dass  allgemein,  wenn  sechs 
oder  mehrere  Puncte  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  einen  zweiten  Kegelschnitt  berühren,  \ind 
umgekehrt.  Es  ist  dieser  Safa  als  ein  Nachtrag  zu  den  Sätzen  1), 
2),  3)  in  §.  275  anzusehen.  Nimmt  man  an,  dass  jeder  der  sechs 
oder  mehi'eren  Puncte  ausserhalb  des  ursprünglichen  Kegelschnitts 
liegt,  so  kann  der  Satz  (vgl,  §,  275  zu  Anfang)  allgemein  verständlich 
so  ausgesprochen  werden: 

'  Hat  man  einen  Kegelschnitt  und  ausserhalb  desselben  sechs 
oder  mehrere  Puncte,  welche  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  liegen, 
zieht  man  hierauf  von  jedem  dieser  Puncte  an  den  ersten  Kegel- 
schnitt zwei  Tangenten  und  verbindet  die  zwei  Beriihrungspuncte 
jedes  Tangentenpaares  durch  eine  Gerade,  so  giebt  es  einen  dritten 
Kegelschnitt,  der  von  allen  diesen  letzteren  Geraden  berührt  wird. 
Oder: 

Bewegen  sich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so,  dass  ihr 
Durchschnittspunct  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  fortgeht ,  so  bewegt 
sich  die,  die  zwei  Berührungspuncte  verbindende,  Gerade  als  Tangente 
eines  dritten  Kegelschnitts. 

Umgekehrt:  Legt  man  an  einen  Kegelschnitt  sechs  oder  mehrere 
Tangenten,  zieht  sodann  an  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  von 
diesen  Tai^enten  geschnitten  wiid,  durch  die  Schneidepuncte  neue 
Tangenten,  so  liegen  die  Durchschnitte,  je  zweier  dieser  letzteren 
Tangenten,  welche  durch  eine  iind  dieselbe  der  ersteren  bestimmt 
werden,  ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte.     Oder: 

Bewegen  sich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so,  dass  die 
Gerade  durch  die  zwei  Berührungspuncte  als  Tangente  eines  zweiten 
Kegelschnitts  fortgeht,  so  beschreibt  der  Durchschnitt  jener  zwei  Tanr- 
genten  einen  dritten  Kegelschnitt. 

EndHch  ist  noch  zu  bemerken,   dass,   so   wie   die  den  Puncten 
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eines  Kegelschnitts  entsprechenden  Geraden  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt bemhren,  auch  die  den  Puncten  des  zweiten  entsprechenden 
Geraden  Tangenten  des  ersten  sind.  Denn  seien  A  und  B  zwei 
Puncte  des  ersten,  A'  und  £'  zwei  Puncte  des  zweiten,  so  genom- 
men, dass  t^'  dem  A  und  tB'  dem  B  entspricht.  Es  entsprechen 
sich  daher  auch  AB  und  tA'  ■  tB'.  Sind  nun  A  und  B  einander 
unendlich  nahe  Puncte,  so  sind  es  auch  A'  und  B';  alsdann  aher 
wird  AB  verlängert  zur  Tangente,  und  der  Punct  tA'  •  tB'  fällt  mit 
A'  oder  B'  seihst  zusammen.  Wenn  daher  von  zwei  solchen  Kegel- 
schnitten dem  Puncte  A  des  einen  die  an  den  andern  durch  den 
Punct  A'  desselben  gelegte  Tangente  entspricht,  so  entspricht  auch 
umgekehrt  dem  Puncte  A'  des  anderen  die  an  den  ersten  durch  A 
gelegte  Tangente. 

Um  sich  dieses  noch  anschaulicher  zu  machen,  betrachte  man 
Fig.  72,  wo  durch  den  Kreis  der  Kegelschnitt  vorgestellt  ist,  rück- 
sichtlich  dessen  die  Puncte  und 
Geraden  der  Ebene  sich  gegenseitig 
entsprechen  sollen,  und  wo  die  bei 
A  und  A'  gezeichneten  Bögen  zwei 
Kegelschnitte  andeuten,  die  in  der 
eben  gedachten  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen.  Von  dem  Puncte  A 
des  einen  sind  an  den  Kreis  zwei 
Tangenten  gelegt.  Die,  die  Berüh- 
rungspuncte  derselben  verbindende 
und  daher  dem  A  entsprechende, 
Gerade  QS  berührt  den  anderen 
Fig.  7^,  Kegelschnitt  in  A'.     Die  von  A'  an 

den  Kreis  gelegten  Tangenten  haben 
in  E  und  T  ihi-e  Berührungspuncte ,  und  die  daher  dem  A'  ent- 
sprechende Gerade  ET  muss  umgekehrt  eine  Tangente  des  ersteren 
Kegelschnitts  in  A  sein.  —  Dies  giebt  uns  schliesslich  noch  den  Satz ; 
Wenn  von  einem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vierecke 
MNOP  der  Durckschnittspunct  A  des  einen  Paares  gegenüberstehender 
Seiten  MN,  OP  in  einem  Kegelschnitte  liegt,  und  die  Gerade  TR 
durch  die  in  dem  anderen  Seitenpaare  MP,  NO  gelegenen  Berührungs- 
puncte,  Tangente  dieses  zweiten  Kegelschnitts  am  gedachten  Durchr- 
schnittspuncte  A  ist,  so  liegt  auch  der  Durclischnitt  A'  des  anderen 
Seitenpaares  in  einem  Kegelschnitte,  und  die  Gerade  QS  durch  die 
Berührungspuncte  des  ersten  Seitenpaares  ist  Tangente  dieses  dritten 
Kegelschnitts  am  letzteren  Durchschnitte  A! . 
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Fünftes  Capitel. 

Allgemeinere  Darstellung  des  gegenseitigen 
Entsprecliens  zwischen  Puncten  und  geraden  Linien. 


§.  285,  Im  vorigen  Capitel  wurde  gezeigt,  wie  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  einem  jeden  Puncte  in  dessen  Ebene  eine  gerade 
Linie  und  umgekehrt  entsprach,  und  wie  nach  den  Gesetzen  dieses 
gegenseitigen  Entsprechens  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  andere,  analoge  Eigenschaften  derselben 
abgeleitet  werden  konnten.  Diese  Ableitung  analoger  Sätze  ist  aber 
nicht  allein  auf  E^enschaften  der  Kegelschnitte  anwendbar.  Auch 
bei  bloss  geradhnigen  Figuren  kann  für  jede  Eigenschaft  der  dritten 
Classe,  wonach  gewisse  Punct«  in  einer  Geraden  liegen,  oder  gewisse 
Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  eine  analoge  Eigenschaft 
aufgestellt  werden,  wo  Puncte  mit  Geraden  gegenseitig  vertauscht  sind. 


Hat  man  z.  B.  drei  sich  in  F  (Fig.  73)  schneidende  Gerade,  und 
werden  diese  von  zwei  anderen  Geraden  resp.  in  A,  B,  E  und  C,  D,  G 
geschnitten,  so  liegt  der  Durchschnitt  H  der  beiden  letzteren  mit 
den  Durchschnitten  /  und  K  der  Diagonalen  der  beiden  Vierecke 
ABDC  und  BEGD  in  gerader  Linie;  und  dieses  aus  dem  ein- 
fachen Grunde,  weil  die  Linie  BD  iu  F  und  in  dem  Durchschnitte 
mit  HI  sowohl  als  mit  HK  harmonisch  getheilt  wird. 

Diese  Figur-  kann  also  construirt  werden,  indem  man  in  einer 
Geraden  drei  beliebige  Puncte  Ä,  B,  E  nimmt,  und  ausserhalb  dieser 
Geraden  nach  Willkür  noch  zwei  andere  Puncte  C,  D.  Die  übrigen 
Puncte  sind  alsdann: 
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F=  A  O  ■  BD,     G~  CZ>  ■  EF, 
H—AB-  CD,     I~AD-BG,     K^BG-  DE, 

von  denen  die  drei  letzteren  in  einer  Geraden  liegen. 

Nimmt  man  nun  auf  analoge  Weise  drei  sich  in  einem  Puncto 
schneidende  Gerade  «,  h,  e  und  noch  irgend  zwei  andere  Gerade  c,  d, 
und  bestimmt  hieraus  die  Geraden: 

f^ac-ld,     g_^cd-ef, 

k-^ab      cd,     i  ^  ad      hc,     k^bg      de, 

d.  h.  die   Gerade  f,   geführt   diu'ch   die   Durchschnitte  von   a  mit  o 

und  von  b  mit  d,  ii.  s.  w. ,    so  müssen  sich  h,  i,  k  in  einem  Punctc 

schneiden. 

Um  dieses  einzusehen,  beschreibe  man  in  der  Ebene  der  letzteren 
Figur  irgend  einen  Kegelschnitt  und  suche  in  Bezug  auf  denselben 
die  den  Geraden  a,  h,  ...,  k  der  Figur  entsprechenden  Puncto,  imd 
man  wird  somit  ein  System  von  Puncten  A! ,  B',  ...,  K'  erhalten, 
■welches  hinsichtlich  der  Vertheilung  der  Puncto  m  gerade  Linien 
von  derselben  Beschaffenheit  ist,  wie  es  das  anfangliche  war,  und 
wo  erwies enermassen  die  drei  Puncte  H,  I,  K  in  einer  Geraden 
lagen.  Folglich  müssen  es  auch  H',  I',  K',  und  daher  h,  i,  k  in 
einem  Puncte  zusammenkommen. 

Man  sieht  nun  leicht,  wie  diese  Beweisführung  auch  bei  jeder 
anderen  geradlinigen  F%ur  anwendbai-  ist,  und  dass  man  daher 
folgendes  allgemeine  Theorem  aufstellen  kann; 

Aus  jedem  Satze,  nach  welchem  bei  einem  Systeme  mllkürKck 
genommener  Puncte  und  gerader  Linien  in  einer  Ebene  dwck  fort- 
gesetzte VerUndmg  der  Puncte  und  der  Durchschnitte  der  Linien 
andere  Puncte  und  Linien  gefunden  werden ,  von  denen  gewisse  drei 
der  ersteren  in  einer  Linie  liegen,  oder  gewisse  drei  der  letzteren  steh 
in  einem  Puncte  schneiden,  lässi  sich  ein  andei'er  Satx  ableiten,  indem 
man  Puncte  mit  Linien  und  das  Liegen  in  einer  Linie  mit  dem  Zu- 
sammentreffen in  einem  Puncte  gegenseitig  verwechselt. 

§,  286.  Dieses  merkwürdige,  aus  den  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte gewonnene,  jetzt  aber  ohne  alle  Beziehung  auf  diese  Cnrven 
hingestellte  Resultat  muss  sich  nun,  so  wie  es  bloss  die  gegenseitige 
Lage  von  Puncten  und  Geraden  betrifft,  auch  bloss  aus  der  Theorie 
der  geraden  Linie  ableiten  lassen.  —  Wir  schlagen  hierzu  folgenden 
analytischen  Weg  ein. 

Der  Ausdruck  für  eine  gerade  Linie,  welche  die  Fundamental- 
linien   in    den    Puncten    yB  —  ßC,    aC—yA,    ßA  —  aB    (§.39,«) 


yGoosle 


schneidet,    also    der    allgemeine  Ausdruck    einer  Gerader 
Ebene,  lässt  sich  unter  der  Form  dai^stellen: 


die   sich  tüi-  u  =  1 ,  co,  0   auf  jene    drei  Puncte    leduciit.  —   J 
habe  nun  in  der  Ebene  ABC  einen  Punct 

X  —  fpaA  +  xßB  +  fpyG, 
nnd  eine  diirch  denselben  gelegte  Gerade 

■WO  ~,    -^  ,    —   statt  der  vorigen  a,  ß,  y  gesetzt  sind,     Hierzi 


folglich 

p(p  :  qx  :  rW  =  1  —  v  :  —  1  :  v, 
und  daher 

/"P +  $X +  '■</'  =  ö. 

Diese  Bedingung,  unter  welcher  X  in  a;  Hegt,  ist  also  nicht  von 
A,  B,  C  und  a,  (5,  y,  aondeni  nur  von  p,  q,  r  und  (p,  %,  ip,  und 
zwar  von  den  drei  ersteren  Coefficienten  eben  so,  wie  von  den  drei 
letzteren,  abhängig.  Dieselbe  Bedingungsgleichung  wird  daher  auch 
stattfinden  müssen,  wenn  hi  einer  zweiten  Ebene  A'B'C  die  Gerade 

''^'         -IT  ' 

durch  den  Punct 

X'  =pa'A'  +  qß'B'  4-  ry'C" 
gehen  soll. 

Man  setze  demnach  die  Puncte  und  die  Geraden  beider  Ebenen 
■wechselseitig  in  eine  solche  Beziehui^,  dass  jedem  Puncte  der 
Ebene  ABC 

X~  (f,aA  +  .:. 
die  Gerade 

in   der  Ebene   A'B'C,    und  umgekehrt  jedem   Puncte   der  letzteren 
Ebene 

X'^pa'A!  ■{-... 


die  Gerade 


W  ^^-"'*^ 
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in  der  ersteren  entspricht.  Alsdann  iviid  immer,  wenn  man  in  der 
einen  Ebene  willkürlich  einen  Punct  X  nimmt  und  durch  diesen 
eine  beliebige  Gerade  x  zieht,  in  der  anderen  Ebene  die  dem  Pnncte 
X  entsprechende  Gerade  x'  durch  den  der  Geraden  x  entsprechen- 
den Punct  X'  gehen.  Hieraus  ist,  eben  so  wie  in  §.  275,  weiter  zu 
folgern,  dass,  wenn  X,  Y  zwei  Puncte  in  der  einen  und  x',  y'  die 
ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  sind,  dem 
Durchschnitte  z'  •  y'  der  letzteren  die  Gerade  XY  durch  die. beiden 
ersteren  entspricht,  und  dass,  wenn  drei  oder  mehrere  Puncte  X,  Yj. 
Z,  ...  der  einen  Ebene  in  einer  Geraden  liegen,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  x' ,  y',  z' ,  ...  in  der  anderen  Ebene  sich  in 
einem  Puncte  schneiden  müssen,  und  umgekehrt. 

Mittelst  dieser  Beziehungen  ergiebt  sich  nun  die  Richtigkeit  des 
obigen  Theorems  von  selbst.  Construirt  man  nämlich  in  der  einen 
Ebene  die  Figur  des  zu  beweisenden  analogen  Satzes  und  sucht  für 
die  Puncte  und  die  Geraden  dieser  Eigur  die  entsprechenden  Geraden 
und  Puncte  in  der  anderen  Ebene,  so  wird  man  die  Figur  des  ur- 
sprünglichen Satzes  erhalten  und  somit  rückwärts  aus  den  schon 
hewiesenen  Eigenschaften  dieser  letzteren  Figur  auf  die  analogen 
Eigenschaften  der  ersteren  einen  Schlnss  machen  können. 

§.  287.  Eine  unmittelbare  Folge  des  Voi-igen  ist,  dass,  wenn 
in  der  einen  Ebene  ein  Punct  X  in  einer  Geraden  x  fortgeht,  die 
dem  X  entsprechende  Gerade  x'  in  der  anderen  Ebene  sich  iim 
einen  festen  Punct,  um  den  der  Geraden  x  entsprechenden  X',  be- 
wegt. Wird  aber  vom  ersteren  Puncte  X  irgend  eine  krumme  Linie 
beschrieben,  so  werden  sich  je  zwei  nächstfolgende  Lagen  der  ent- 
sprechenden Geraden  x'  in  einem  immer  anderen  Puncte  X'  schnei- 
den, welcher  umgekehrt  dem  Curvenelemente ,  oder  vielmehr  der 
Verlängerung  x  desselben,  entspricht,  das  während  dessen  der  Punct 
X  beschrieben  hat;  oder  mit  anderen  Worten:  die  Gerade  x  bewegt 
eich  als  Tangente  einer  zweiten  Curve,  und  ihr  Berührungspunct  X' 
mit  derselben  entspricht  der  an  die  erste  Curve  in  X  gelegten  Tan- 
gente X.  Jeder  Curve  in  der  einen  Ebene  gehört  also  eine  Curve 
in  der  arideren,  und  jedem  Puncte  in  der  ersteren  CuiTe  ein  Punct 
in  der  letzteren  zu,  dergestalt,  dass  immer  der  eine  Punct  der 
an  den  zugehörigen  anderen  Punct  gelegten  Tangente  entspricht. 
Vergl.  §.  284. 

Um  die  Relation  zwischen  den  Ausdiiicken  zweier  sich  auf 
solche  Weise  zugehörigen  Curven  zu  finden,  so  seien  (mit  Weglassung 
von  a,  ß,  ...,  /) 
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I)  pA-<rqB  +  rC, 
I*)                           p,A  +  (j,B  +  r,G 

zwei  nächstfolgende  Pimcte  der  einen  Curve,  und  dalier 

II)  '-^A'-^l^  +  ^C. 

11')  l^^^'-J-B'  +  Jic 

die  diesen  Puncten  entsprechenden,  zwei  nächstfolgenden  Tangenten 
der  anderen  Curve.  Der  gegenseitige  Durchschnitt  dieser  Tangenten, 
also  der  dem  Puncte  I)  in  der  ersten  Curve  zugehörige  Punct  in 
der  zweiten,  sei 

UI)  sA'-\-tB'+^iC'; 

so  hat  man,  weil  lU)  sowohl  in  II)  als  in  11*)  liegen  soll,  die  Glei- 
chungen (voriger  §.): 

ps  +  qt+ru  =  (i,    p,s  +  q,i  +  r.ti  =  0, 
lind  daher 

s  :  t  :  ti  ^  ^r,  —  q,r  :  rp,  —  r,p  '■  p<l, — p,q- 
Denkt  man   sich   nun  p,  q,  r   als   Functionen   einer  Veränder- 
lichen X,  so  ist: 


P,=P  + 


<\.p  ,  


folglich 

Ar  Aq 

s  :  t  :  tc:=  q  -^—  — -  r  -~  :  etc. 
^  dx  ax 

und  es  wird  hierdurch 

welches  daher  zugleich  den  Ausdruck  für  die  der  Ciirve  I)  zugehörige 
Curve  vorstellt. 

Ist  die  Linie  I)  von  der  zweiten  Ordnung,  so  hat  man  (§.  59) 
p  =  a  +  a'  x-\-  a"x^,     q  =  h-\-h'x-\-  h"x^,     r  =  c-\-c'x  +  e"a-^, 
fo^lich 

ÜLX  '     Ax  ax 

wodurch,  wie  man  leicht  sieht,  die  Coefflcienten  in  III)  ebenfalls  von 
quadratischer  Form  werden.  Die  einem  Kegelschnitte  zugehörige 
CuTve  ist  daher  gleichfalls  ein  Kegelschnitt;  d.  h.  liegen  sechs  oder 
mehrere    Puncte    in    einem   Kegelschnitte,    so    sind    die   ihnen   ent- 
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Sprechenden  Geraden   Tangenten    eines   zweiten  Kegelschnitts,    und 
umgekehrt.     Vergl.  §.  2S4. 

Anmerkung.  Da  die  Curven  I]  und  111}  sich  gegenseitig  zugehilren,  8o 
müssen  eben  so,  wie  aus  den  Coeffioienteii  in  I)  die  Coefficienten  in  III)  ent- 
ateben,    aus  den  letzteren  wieder   die  ersteren  znm  Vorschein  kommen;    d.  h., 

gdc  —riq  =  sd.x 

1)  rip — pir  =  tax 

setzt,  so  müssen  sich,  verbalten: 

tiw-~uAt-.  uAs  —  sd.u-.  sd.i~td.s=p  :  q  :  r. 
Um  dieaes  durch  Rechnung  zu  zeigen,  addire  man  die  drei  Gleiohungea  1), 
nachdem  man  sie  vorher  resp.  mit  djj,  iq,  dr  multiplicirt  hat,  und  ee  kommt: 

2)  sAp  +  fA^  +  uär^O. 

Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichungen  1)  resp.  mit  p,  q,  r  und  addirt  sie 
hierauf,  so  erhält  mani 

3!  ps  +  qt  +  ru^O, 

und  wenn  man  vom  Differential  dieser  Gleichnng  die  Gleichung  2)  abzieht: 

4)  pAs  +  qAt+rAa  =  0. 

Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  3)   die  zu  erweisende  Proportion. 

§.  288.  Wenn  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  nach 
dem  Gesetze,  dass  dreien  Puncten  in  einer  Geraden  drei  sich  in 
einem  Puncte  schneidende  Gerade  entsprechen,  auf  einander  bezogen 
werden  sollen,  so  fragt  es  sich  zunächst:  wie  viel  Puncte  in  der 
einen  und  ihnen  entsprechen  sollende  Gerade  in  der  anderen  Ebene 
anfangs  nach  Willküi-  genommen  werden  können.  Die  Antwort 
hierauf  ergiebt  sich  schon  aus  dem  Theorem  des  §,  285. 

Denn  nur  dann  erst,  wenn  vier  Puncte  in  der  einen  Ebene 
eben  so  viel  Geraden  in  der  anderen  entsprechend  gesetzt  worden, 
ist  es  möglich,  durch  fortgesetzte  Verbindung  mit  geraden  Linien 
noch  andere  Paare  sich  entsprechender  Puncte  und  Geraden  zu 
finden.  Man  constniire  daher  ans  ersteren  [vier  Puncten  em  geo- 
metrisches Netz  und  suche  für  die  Puncte  und  Linien  desselben 
nach  der  jetzigen  Beziehungsai't  die  entsprechenden  Linien  und 
Puncte  in  der  anderen  Ebene*).     Da  nun,   wenn  di-ei  Puncte   eines 

*)  Werden  den  Puncten 

A,  B,  C,  D 
die  Linien 

a,  b,  e,  d 
entsprechend  gesetzt,   so  entsprechen  ferner  den  Linien 

AB,  AC,  AD,  SC,  SB,  CD 
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Netees  in  einer  Geraden  Hegen,  oder  drei  Gerade  desselben  sich  in 
einem  Puncte  schneiden,  dieses  nnabliängig  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  vier  Hauptpuncte  und  folgheh  immer  geschieht,  wie  auch 
die  vier  Hauptpuncte  genommen  werden  mögen,  denn  alle  Netze 
sind  einander  coUinear  verwandt:  so  werden  auch  nach  dem  Satze 
in  §.  285  die  solchen  drei  Puncten  (Geraden)  entsprechenden  Geraden 
(Puncte)  sich  in  einem  Puncte  schneiden  (in  einer  Geraden  liegen). 
Da  man  ferner  nach  §.  205  durch  fortgesetzte  Verbindung  von  vier 
Puncten  in  einer  Ebene  zu  jedem  fünften  Puncte  der  Ebene  ent- 
weder vollkommen  gelangen,  oder  doch  demselben  unendlich  nahe 
kommen  kann,  so  wird  sich  auf  diese  "Weise  füi'  jeden  Punct  oder 
Gerade  der  ei-st«n  Ebene  die  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in 
der  zweiten  linden  lassen.  ^Dasselbe  wird  man  aber  auch  in  der 
zweiten  Ebene  hinsichtlich  der  ersten  vermögen,  weil  durch  vier  in 
einer  Ebene  beliebig  gezogene  Gerade  nicht  mehr,  als  vier  von  ein- 
ander unabhänge  Pimcte  bestimmt  werden,  und  weil  folglich  die 
Pigur,  welche  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Durchschnitte  dieser 
Geraden  entsteht,  von  einem  aus  vier  Hauptpuncten  abgeleiteten 
Netze  nicht  verschieden  sein  kann.     Also: 

Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Puncte,  von  denen  keine  drei  in 
einer  Geraden  liegen,  und  setzt  diesen  vier  in  einer  Ebene  enihaltene 
Gerade  entsprechend,  von  denen  keine  drei  sich  in  einem  Puncte  schnei- 
den, so  lässt  sich  für  Jeden  anderen  Punct  oder  Gerade  der  einen 
Ebene  eine  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in  der  anderen  Ebene 
angeben,  dergestalt,  dass,  wenn  drei  Puncte  der  einen  Ebene  in  einer 
Geraden  liefen,  die  ihnen  entsprechenden  drei  Geraden  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  und  umgekehrt, 

§,  289.  Zusätze,  a)  Dasselbe  Resultat  kann  auch  leicht  aus 
den  Formeln  in  §.  286  abgeleitet  werden.     Setzt  man  nämlich 

so  sind  A,  B ,  Ü.  D  vier  von  einander  unabhängige  Puncte ,  und 
eben   so  werden   auch  die   ihnen  entsprechenden   Geraden  von   ein- 


den  Puncten 
die  Linien 
den  Linien 


AB-  CD,  AC-  BD,  AD-  SC 
ah  — cd,      ae  —  hd,     ad  —  bc; 
-  CD]~  [AC-  BD),  {AB-  CD]—  [AD  ■  BC], 


etc.,  die  Puncto 

{ab-~cd]  ■  (ac~hdj,  [ah~ cd)  •  {ad~ 

etc.,  und  so  fort  ohne  Ende. 
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ander  ganz  unabhängig  sein.  In  der  That  geht  der  Ausdruck  für 
X  in  den  Punct  A  über,  wenn  man  '/  und  i/;  r=  ü  setzt.  Hierdurch 
■verschwindet  in  dem  Ausdrucke  der  entsprechenden  Linie  x'  der 
Coefficicnt  von  A'  gegen  die  Coefficienten  von  B'  und  C,  und  der 
Ausdruck  stellt  die  Linie  B'C  dar.  Dem  Puncte  A  entspricht  also 
die  Linie  B'C,  welche  a  heisse,  und  eben  so  den  Puncten  B,  G 
die  Linien  CA',  A'B',  welche  man  5,  c  nenne.  Für  fp  ^=  %  "^  ^ 
endlich  erhält  man  den  Punct 

uA  +  ßB  +  yC^  D 
und  die  entsprechende  Linie 

{1  —  v]  a'A'-~  ß'B'+  y'v  G\ 
welche  d  heisse.  Da  man  nun  die  Puncte  Ä ,  B' ,  C  und  die  Coef- 
ficienten a' ,  ß',  ■/'  nach  Belieben  bestimmen  kann,  so  bleiben  auch 
die  vier  Linien  «,  h,  c,  d  der  Willkür  überlassen.  Hat  man  aber 
diese  vier  Linien  und  jene  vier  Puncte  bestimmt,  so  sind  damit  auch 
die  Coefficienten  ß,  ß,  y,  a',  ß',  y'  festgesetzt,  und  es  kann  nun,  den 
Formeln  in  §.  286  zufolge ,  jedem  Puncte  und  jeder  Geraden  der 
einen  Ebene  nur  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  bestimmter  Punct 
in  der  anderen  entsprechen. 

i)  Hat  man  aus  den  anfänglichen  vier  Puncten  A,  ..,  D  und 
den  ihnen  entsprechend  gesetzten  Geraden  a,  ..,  d  zu  irgend  vier 
anderen  Puncten  I,  K,  L,  M  der  einen  Ebene  die  ihnen  entspre- 
chenden Geraden  t,  k,  l,  m  in  der  anderen  gefunden,  so  wird  man 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Puncte  /,  ..,  Jf  und  der  Diirch- 
schnitte  der  Geraden  i,  .  .,  m  zu  keinen  anderen  Paaren  sieh  ent- 
sprechender Puncte  und  Geraden  gelangen,  als  die  sich  schon  aus 
A,  ..,  D  und  a,  ..,  d  erhalten  lassen;  oder  mit  anderen  Worten:  jede 
vier  Puncte  der  einen  Ebene  können  als  die  anfanglichen  vier  Puncte, 
und  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  als  die 
anfangs  ihnen  entsprechend  gesetzten  Geraden  betrachtet  werden. 


§.  290.  Wenn  die  Puncte  zweier  Ebenen  nach  dem  i 
der  ColHneationsverwandt Schaft  auf  einander  bezogen  werden,  so  ist 
jedes  Doppelschnittsverhältniss  in  der  einen  Ebene  dem  aus  den 
entsprechenden  Puncten  der  anderen  Ebene  gebildeten  Doppel- 
schnittsverhältnisse gleich  (§.  221, 2).  Der  unverkennbare  genaue 
Zusammenhang  zwischen  der  Collineations Verwandtschaft  and  der 
Art  und  Weise,  nach  welcher  wir  gegenwärtig  die  Puncte  und  Ge- 
raden zweier  Ebenen  auf  einander  beziehen,  berechtigt  uns  zu  der 
Erwartung,  dass  auch  bei  letzterer  Art  eine  solche  Gleichheit  der 
Düppel  Schnitts  Verhältnisse  anzutreffen  sein  werde. 
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Ein  Doppelsclinitteverliältniss  wird  durch  vier  in  einer  Gei'aden 
liegende  Puncte  gebildet,  denen  gegenwäi-tig  vier  in  einem  Puncte 
sich  schneidende  Gerade  entsprechen.  Da  nun  durch  vier  solche 
Gerade  jede  fünfte  Gerade  nach  einem  und  demselhen  Doppelschnitts- 
verhältnisse getheilt  wird,  so  werden  wir  zu  untersuchen  haben,  ob 
dieses  letztere,  durch  vier  sich  in  einem  Puncte  treffende  Gerade 
bestimmte,  Doppel  Schnitts  Verhältnis  s  mit  dem  von  den  erstgedachten 
vier  Puncten  gebildeten  von  gleichem  Werthe  ist. 

Kach  §.  286  entspricht  dem  Puncte 

cpaA  +  xßS+ipyC 
die  Gerade 


fp 

■A'-jß'B'  +  ^y 

C", 

oder,   wenn 

man 

statt  V 

eine  andere   Veränderliche 

X    einführt, 

dass  V  = 

■  ipx 

:  ist, 

die  Gerade 

'C. 

Setzt  mai 

11  n 

un  )/; 

=  0,     S 

0  entspricht  dem  Pu 

ncte   cp 

aA  +  xßB 

Gerade 

oder 


v 


-ß'B'+xy'C, 


ya'J!—^pß'B-+yC', 
ivo  y  =  'f'l'/^,  mithin  auch  dem  Puncte  aA~\-ß'B  die  Gerade 

u'Al-ß'B'+yC 
für  (p  =  t,  und,  wie  schon  in  §.  289,  a  bemerkt  worden,  den  Puncten 
A,  B  die  Geraden  B'C,  AC,  wenn  man  resp.  %  =  0,  tp  =:  (i  nimmt. 
Man  setze  demnach  (Fig.  74): 

aA-\-ßB  =  F,     a'A'—ß'B'=  F', 
fpaA  +  xßB=G,     xa'^'~(pß'B'=G', 


so  entsprechen  den  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Puncten  A,  B, 
F,  G  die  vier  in  einem  Puncte  zusammenkommenden  Geraden 
B'C,  A'C,  F'C,  G'C",  welche  von  einer  fünften  Geraden  A'B'  in 
den    Puncten    E',   A',   F',   6'  geschnitten    werden.      Ans    den   Aus- 
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drücken  für  F,   G,  F',   G'   folgt   aber   die   erwartete   Gleichheit   der 
Doppelschiiittsverhältnisse : 

{A,  B,  F,   (?)  =  {B',  A',  F',  G')  =  rp  :  y,- 

Bei  dem  ersten  derselben  sind  A  und  B  zwei  der  vier  anfäng- 
lichen Puncte  A,  ..,  D  selbst,  F  der  Dui-chschnitt  von  AB  mit  CD, 
(?  ein  beliebiger  anderer  Punct  in  AB,  und  mithin  die  vier  in  einer 
Goraden  liegenden  Puncte  A,  ..,  G  von  einander  ganz  unabhängig. 
Auf  ähnliche  Art  sind  die  vier  sich  in  einem  Puncte  schneidenden 
Geraden  B'C, . .,  G'C,  deren  Durchschnitte  mit  einer  fünften  Geraden 
die  vier  Puncte  des  zweiten  Doppelschnitts Verhältnisses  abgeben,  mit 
den  vier  anfänglichen  Geraden  a,  ..,  d  zum  Theil  identisch  und  zum 
Theil  durch  sie  bestimmt,  von  einander  selbst  aber  unabhängig.  Da 
nun  (§.  289,  h)  auch  je  vier  andere  Puncte  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  zu  den  anfänglichen  Puncten  und  Geraden 
genommen  werden  können,  so  muss  jene  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse ganz  allgemein  stattfinden,  und  wir  haben  daher 
fönenden  Satz; 

Werden  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  dej-gestalt  auf 
einander  bezogen,  dass  Je  dreien  Puncten  der  ei?ien  Ebene,  welche  in 
einer  Geraden  liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  sich  in  einem  Ptincte 
schneidende  Gerade  entsprechen ,  so  ist  jedes  Doppelschnittsvei-hältniss 
der  einen  Ebene  gleich  dem  Doppelschnittsverhältnisse ,  nach  welchem 
in  der  anderen  die  den  vier  Puncten  des  ersteren  entsprechenden  vier 
Geraden  von  j'edm^  fünften  Geraden  geschnitten  werden. 

§.  291.  Was  jetzt  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnittsver- 
hältrüsse  gezeigt  wurde,  wollen  wir  nunmehr  auf  die  Viele ckschnitts- 


verhältnisse  auszudehnen   suchen.     Hierzu  ist  folgender  Satz  voraus- 
zuschicken nöthig. 

Werden  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  PQR  (Fig.  75)  mit  einem 
vierten  in  der  Ebene  desselben   liegenden  Pmcte  S  durch  Gerade  ver- 
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hunden,  und  wird  eine  beliebige  andere  Gerade  der  Ebene  von  den 
Seiten  des  Dreiechs  QR,  IIP,  PQ  in  X,  Y,  Z  und  von  jenen  drei 
Geraden  PS,  QS,  BS  in  X',  Y',  Z'  geschnitten,  so  ist  immer  das 
Dreiechschnittsv  erh  äUniss 

(YX':  X'Z){ZY':    Y'X)[XZ' :  Z'Y)  =  —  L 
Beweis.     Man  setze  MP-QS^Q'.     Alsdann  schneiden  sich 
QY,  Q.Z,  SX'  in  einem  Puncte  P,  und  es  ist  folglich  (§.  188): 

[Q',   0,  S,   Y')  =  [Y,  Z,  X',   Y'), 
imd  ehen  so 

(Q',  Ö,   r',  S]  =  {Y,  X,    Y\  Z'), 

weil  Q'Y,  QX,  SZ'  sich  in  einem  Puncte  It  treffen.  Multiplicirt 
man  diese  zwei  Gleichungen  in  einandei',   so  kommt  {§.  184,11): 

1  ^  (Y  z,  x;  Y')  (i^  X,  rs  2')  =  g  .  4^ .  4^  -  ^ 

=  — (YX':  X'Z)[ZY':  Y'X)  [XZ' :  Z'Y), 
wie  zu  erweisen  war. 

§,  292.  So  wie  bei  diesem  und  dem  voiigen  Satze,  so  werden 
wii-  es  auch  in  dem  Folgenden  mit  einem  Systeme  gerader  Linien 
zu  thun  haben,  welche  alle  von  einer  anderen,  nach  BeKeben  zu 
ziehenden  Geraden  geschnitten  werden.  Der  Kürze  willen  sollen 
dabei  durch  die  für  jene  Linien  gewählten  Buchstaben  zugleich  auch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  willkürlichen  Geraden  airsge- 
drüctt  werden,  —  auf  analoge  Art,  wie  bei  den  barycentrischen  Formeln 
die  Uncialbuchstaben  nicht  blosse  Puncte,  sondern  Abschnitte  paral- 
leler Geraden  mit  einer  willkürlich  zu  legenden  Ebene  bezeichnen.  — 
Die  Sätze  der  beiden  voiigen  §§.  lassen  sich  hiernach  kurz  so  dar- 
stellen : 

1)  Sind  A,  B,  F,  G  vier  in  einer  Geraden  liegende  Pimcte  und 
'^1  ^1  fi  3  "l^ß  ihnen  entsprechenden  Geraden,  welche  sich  daher  in 
einem  Puncte  schneiden,  so  ist: 

I)  [A,B.F,G)  =  {a,h,f,g). 

2)  Sind  p,  q,  r  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und  werden  in  der- 
selben Ebene  dui'ch  die  Durchschnitte  von  q  und  ?■,  von  r  und  p, 
von  p  und  q  resp,  die  Geraden  p',  q',  r'  gelegt,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  so  ist: 

IT)  iqp' :  p'r)  [rq  :  q'p)  {pr' :  r'q)  =  —  \. 

§.  293.  Seien  nun,  um  z\\  den  Dreieckschnitts  Verhältnissen 
überzugehen,    D,    E,    F    (Fig.  76)    die    Schneidepimcte    der    Seiten 
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des    Dreiecks    ABG.    also    das    Diciocksehnittsverhältniss 


BC, 

{BD  :  DC)  {OE  ;  EA)  [AF  :  FB)  =  J. 
Die  den  Puncteii  A,  ...,  F  entsprechenden  Geraden  heiaaen 
a,  ...,/,  von  denen  daher  Ä,  c,  d;  c,  a,  e;  a,  i>,  f,  je  drei  besonders, 
sich  in  einem  Puncte  achneiden.  Man  setze  AB  ■  DE  ^  G,  so  ent- 
spricht diesem  Fun cte  die  Linie  ab  de,  welche  ff  heimse,  und  man 
hat  (§.  198,2); 

[BD  :  BC)[CE  :  EA)[AQ  :   GB)  =  —  \. 
Hierdurch  wird 

J  =  —  [AF  :  FB)  (BG  :   GA)  =  —  {A,  B,  F,   G) 
=  -  [a,  b,  f,  g)  (Yoriger  §.  I)  =  -  [af  :  fb]  [bg  :  ffa). 


Es  ist  ferner  nach  II),  weil  d,  e,  g  sich  in  einem  Puncte  schneiden 
und  resp.  durch  die  Durchschnitte  yon  h  mit  c,  c  mit  a,  a  mit  b 
gehen ; 

[hd  :  dc){oe  :  ea)[ag  :  gh)  =  —  A. 

Hierdurch   reducirt  sich  der  letzterhalte ne  Äusdrnck  für  J  auf: 

J  =  [hd:dc){c.:ea){af:fb), 
der,  wie  man  sieht,  eben  so  aus  a,  ...,  f  zusammengesetzt  ist,  als  es 
der  anfängliche  aus  A,  . . ,,  i^  war.    —    Man  kann   dieses   Resultat 
folge ndergestalt  in  Worte  fassen: 

Hat  man  in  einei-  Ebene  drei  gerade  Linien  a,  b,  c,  und  drei 
andere  Gerade  d,  e,  f,  welche  durch  die  gegenseitigen  Durchschnitte 
der  drei  ersteren  gehen,  d  dwrch  den  Schneidepunct  von  b  mit  c,  etc. : 
so  ist  das  DreiecJcschrdttsverhältniss ,  nach  welchem  in  einer  noch  ««- 
deren  Geraden  z,  die  zwischen  b  und  c,  zwischen  o  und  a,  zwischen 
a  wnd  b  enthaltenen  Theile  demselben,  resp.  von  d,  e,  f  geschnitten 
u>erden,  für  jede  Lage  von  x  von  derselben  GrSsse.  —  Es  ist  nämlich 
dieses  Dreiecl^chnittaverhältmss  gleich  dem  Dreieekachnitts Verhält- 
nisse,   nach  welchem  die  Seiten  BC,  ...   eines  Dreiecks  ABC  resp. 
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in  D,  E,  F  getheüt  werden,  wenn  A,  ...,  F  die  den  Linien  «,  ..,,  / 
entsprechenden  Puncto  sind. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  d,  e,  f  sich  in  einem  Puncto 
sehneiden,  und  daher  ü,  F,  F  in  einer  Geraden  Hegen,  whd  das 
letztere  Dreieckschnittsverhältniss  und  folgUch  auch  das  erstere  = — -1; 
und  man  kommt  somit  auf  den  Sata  des  §.  291  zurück. 


§.  294.  Seien  jetzt  i',  F,  G,  H  (Fig.  77)  die  Schneidepuncte 
der  Seiten  AB,  ..,  DA  eines  ebenen  Vierecks  ABOD,  und  die 
diesen  acht  Puncten  entsprechenden  Linien;  a,  ...,  ä,  von  denen 
daher  a,  b,  e\  6,  c,  f;  c,  d,  g;  ä,  a,  h,  je  drei  besonders,  in  einem 
Puncte  sich  treffen.  Man  setze  AB  "  CD  ^  I  und  eben  so  ah  od  ^  i; 
alsdann  ist,  nach  dem  vorigen  Satze,  füi"  das  Dreieck  DAI  mit  den 
Schneidepuncten  F,   G,  H: 

[AE  :  FI){IG  :    GD){DH  :  HA)  =  (ae  :  ei){i<j  :  gd){d?i  :  ha), 
und  für  das  Dreieck  GIB  mit  den  Schneidepuncten  F,  F,   G: 

[IE  :  FB)[BF  :  FC)[OG  :   Gl)  =  {ie  :  eb){hf  :  fc)[cg  :  gi); 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt : 

{AE  :  FB){BF  :  FC){CG  :  GD){DH  :  HA) 

^{ae  :  eb)[hf  :  fc){cg  :  gd)[dh  :  ha), 

eine  Relation,   welche  der  vorhin  für  die  Dreieckschnitts  Verhältnisse 

gefundenen    vollkommen    analog   ist.     Auf  eben   die  Ai't   wird  man 

nun  weiter  vom  Viereck-  zum  Fünfeckschnitts  Verhältnisse  und  so  fort 

übergehen  können,  und  damit  folgenden  al^emeinen  Satz  erhalten: 

Heissen  a,  b,  c,  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  und  m,  n,  o,  ... 

die  Seiten  eines  um  dasselbe   beschrtebefien   Vieleck,    so  dass  a  und  b 

in  m,    b  und  c  in  n,    etc.   sich  schneiden.      Wird  nun  in  der  Ebene 

eine  beliebige  andere  Gerade  z  gezogen,   so  ist  das   Vieleckschnittsver- 

hältniss,   nach  welchem   die  von  Je  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten 
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des  ersterm  Vielecks,  a  und  h,  h  und  c,  etc.  in  der  Linie  s  abge- 
schnittenen Theile  durch  die  Seiten  des  letsieren  Vielecks,  m,  n,  ... 
resp.  getheilt  werden,  für  Jede  Lage  von  z  von  einerlei  Grösse.  —  Es 
ist  nämlich  dem  Viele ckschnittsTerhältiiisse  [AM:  MB)  {BN:  NC]  ... 
gleich,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vielecks  ABO  ...  von  den 
Spitzen  des  in  dasselbe  beschriebenen  Vielecks  MNO  ...  getheilt 
werden,  wenn  A,  B,  ..,  M,  N,  ..  die  den  Geraden  a,  h,  ..,  ni,  n,  .. 
entsprechenden  Puncte  sind.     Oder: 

Werden  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  dergestalt  auf 
einander  bezogen,  dass  je  drei  Funden  in  einer  Geraden  der  einen 
Ebene  drei  sich  in  einem  Puncte  schneidende  Gerade  in  der  anderen 
Ebene  entsprechen,  so  ist  Jedes  Vieleckschnittsverhältniss  in  der  einen 
gleich  dem  Vieleckschnittsverhältnisse  in  der  anderen,  welches  entsteht, 
wenn  man  für  die  Puncte,  wodurch  das  ersiere  Vieleckschnittsverhältniss 
bestimmt  wird,  in  der  anderen  Ebene  die  Puncte  nimmt,  in  denen  eine 
beliebig  darin  gezogene  Gerade  von  den,  den  ersteren  Punoten  ent- 
sprechenden.  Geraden  geschnitten  wird. 

§.  295.  Zusatz.  Wenn  man  von  der  somit  erhaltenen  Figur 
in  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Figur  in  der  'ersten  Ebene 
nachsucht,  so  bekommt  man  ■wieder  die  anfanglichen  Puncte  und 
Geraden,  ausserdem  aber  an  der  Stelle  der  willkürlich  zu  ziehenden 
Geraden  und  ihrer  Durchschnittspuncte  einen  beliebig  zu  nehmen- 
den Punct  und  die  Linien,  welche  diesen  Punct  mit  den  Spitzen 
und  Schneidepuncten  des  Vielecks  verbinden.  Die  Durchschnitte 
dieser  Linien  in  der  ersten  Ebene  mit  einer  beliebig  darin  gezogenen 
Geraden  müssen  aber  nach  vorigem  Satze  wiederum  ein  Vieleck- 
schnitts verhältniss  bestimmen,  welches  dem  Vieleckschnittsverhält- 
nisse in  der  willkürlichen  Geraden  der  zweiten  Ebene,  also  dem 
ursprünglichen  Vieleckschnitts  Verhältnisse  in  der  ersten  Ebene  gleich 
ist.     "Wir  schliessen  hieraus: 

Der  Werth  eines  Vieleckschnittsi>erhältnisses  bleibt  ungeändert, 
wmn  man  für  die  Puncte,  wodurch  es  bestimmt  wird,  die  Projectionen 
dieser  Funde  auf  eine  beliebig  gezogene  Gerade  aus  einem  beliebig  ge- 
1  Pmcte  substituirt. 


Sind  z.  B.  D,  E,  F  die  Schneidepimcte  der  Seiten  BC,  ..  des 
Dreiecks  ABC,  Z  ein  beliebiger  Punct  in  der  Dreiecksebene,  z  eine 
willkürlich  darin  gezogene  Gerade,  und  nennt  man  die  Durchschnitte 
vou   'lA,  ZB,  ..,  ZF  mit  z  resp.  A',  B' ,  ...,  F',  so  ist; 


BD 

CE 

AF 

BIT 

CE' 

A'F' 

DC   ■ 

EA   ■ 

FE 

VC" 

■   E'A' 

■    FS' 
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Eine  leichte  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist: 

Wenn  die  Spitzen  und  Sc/meidepuncte  zweier  Vielecke  von  gleich 
vielen  Seiten  in  einer  Ebene  sich  solchergestalt  entsprechen,  dass  alle 
die  Geraden,  welche  Je  ztoet  sich  entsprechende  Puncte  verbinden,  in 
einem  Ptmcte  sich  schneiden,  so  haben  die  Yielechschnittsverhilltnisse 
"beider   Vielecke  gleiche  Wertke. 

Dass  dieser  Satz  auch  dann  gilt,  wenn  die  beiden  Vielecke  i« 
zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen,  erhellet  schon  aus  §.  230  zu 
Anfang. 

§.  296.  Bei  jeder  Figiu-,  wolclio  durch  geradlinige  Verbindung 
mehrerer  in  einer  Ebene  nach  Willkür  genommener  Puncte  entsteht, 
finden  zwischen  den  dadurch  sich  bildenden  Vieleckschnittsverhält- 
nissen gewisse  Relationen  statt,  Eelationen  also,  welche  dieselben 
bleiben,  wie  auch  die  gegenseitige  Lage  der  anfangs  genommenen 
Puncte  geändert  werden  mag.  Construirt  man  nun  eine  zweite  F^ur, 
deren  Puncte  und  Gerade  den  Geraden  und  Puncten  der  ersten  auf 
die  im  Satze  des  §.  294  angeze%te  Weise  entsprechen,  in  welcher 
daher  alle  Vieleckschnittsverhältnisse  der  ersten  auf  analoge  Weise 
und  in  derselben  Grosse  sich  wieder  zeigen,  und  wo  fo%lich  auch 
die  vorhin  bemerkten  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnittsverhältuissen  stattfinden  müssen:  so  wird  jene  willkür- 
liche Veränderung  der  anfänglichen  Puncte  in  der  ersten  Figur  eine 
willkürliche  Veränderung  in  der  Lage  der  ihnen  entsprechenden 
Geraden  in  der  zweiten  zur  Folge  haben;  nichts  desto  weniger  aber 
werden  auch  hier  die  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnittsverhältnissen fortbestehen  müssen.  Dies  giebt  uns  folgen- 
des frxichtbare  Theorem: 

Wenn  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  aus  der  Art,  wie  die 
lAnien  derselben  in  Puncten  zusammenlaufen,  gewisse  Relationen  xtci- 
schen  Vieleeksehnitisverhältnissen  gefolgert  worden  sind,  und  wenn  man 
hierauf  eine  zweite  Figur  construirt,  indem  man  die  Puncte  der  ersteren 
mit  Geraden  u}id  umgekehrt  vertauscht:  so  werden  dieselben  Melationen 
auch  zwischen  den  Vieleckschnittsverhältnissen  der  zuzeiten  Figur  anzu- 
treffen sein,  welche  hierin  von  den,  den  Puncten  der  ersten  entsprechen- 
den, lÄnien  in  einer  beliebig  gezogenen  Geraden  gebildet  werden. 

§.  297.  Beispiele.  ])  Der  Satz  in  §,  291  ist  der  analoge  von 
§■  198,  2). 

2)  Sind  A,  B.   C,  D  vier  Puncte  in  einer  Ebene,  und  setzt  man 
AD-  BO=A',     BD-  CA^B',     CD  -AB—  C, 

Mobins  Wevto  I.  25 
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80  ist 

{BA'  :  Ä'C){CB'  :  B' A}[AC"  ;   C B)  =  1 
(§.198,1). 

Sind  daher  a,  S,  c,  d  vier  gerade  Linien   iu   einer  Ebene,   und 
setzt  man 

ad'~ac'^a,     hd      ca'^h',     cd      ab '^  c , 
so  muss  gleichfalls  sein: 

[ha'  :  a'c){ch'   :  b'a]{ac'   :  c-b]  =  \, 
oder  allgemein  verständlich  (Fig-  78): 


Wird  um  ein  Dreieck  ABO  ein  anderes  A'B'C  so  beschrieben, 
dass  die  Dm-chschnitte  D,  E,  F  der  gleichnamigen  Seiten  in  einer  Ge- 
raden liegen,  (also  atich  die  drei  Geraden,  welche  die  gleichnamigen 
Spitzen  verbinden,  in  einem  Puncie  sich  schneiden,)  und  wird  eine  be- 
liebig gezogene  Gerade  von  den  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C" 
resp.  in  a,  b,  c  und  o',  b',  c'  getroffen,  so  ist: 

[ha'  :  a'c)[cb'  :  h'a){ac'  :  c'b)  =  1. 

3)  Heissen  a,  b,  c,  d,  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  und 
m,  n,  0,  ...  die  Geraden,  welche  die  Spitzen  ab,  bc,  cd,  ...  mit  einem 
beliebigen  Puncto  Z  in  der  Ebene  des  Vielecks  yerbinden,  so  ist  das 
Viele  cks  chnitts  verhältniss 

[am  ;  mb)(bn  :  nc){co  :  od)  ...  =  zb  1, 
nachdem  die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade   oder  ungerade  ist;   der 
analoge  Satz  von  §,  199,  c. 

Hat  man  ein  Viereck,  und  nimmt  für  Z  den  Durchschnitt  der 
Diagonalen,  so  kommt: 

(am  :  mi)  [bn  ;  nc)  [cm  :  md)  [dn  ■  na)  =  i , 
oder 

(»,  «,  »,  *)  =  (».,  n.d,  c), 
ivo  !Ji  und  ??  die  heiden  Diagonalen  ab       00"  und  bc       da  sind;  also: 
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Hat  man  in  einer  Ebene  ein  Viereck  und  eine  ieliehig  gezogene 
Gerade,  so  wird  der  von  den  zwei  Diagonalen  des  Vierecks  ahge- 
schnittene  TheU  der  Geraden  von  der  ersten  und  zweiten  und  von  der 
vierten  und  dritten  Seite  des  Vierecks  nach  gleichen  Dreieckscknitts- 
verhältnissen  getheilt. 

§.  298.  So  wie  also  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  für 
jeden  Satz,  welcher  allein  das  Liegen,  der  Puncte  in  Geraden  und 
das  Schneiden  der  Geraden  in  Puncten  betiiiFt,  durch  Verwandlung 
der  Puncto  in  Gerade,  und  un^ekehrt,  ein  analoger  Satz  gefunden 
werden  kann  (§.  285) ,  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Relationen  zwi- 
schen den  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts  Verhältnissen  einer 
solchen  Figur-,  also  überhaupt  für  jede  Eigenschaft,  welche  sich 
mittelst  des  abgekürzten  barycentrischen  Calculs  ableiten  lässt  [§.  235), 
d,  h.  für  jede  Eigenschaft  der  dritten  Classe  (§,  248).  Jeder  Satz 
also,  welcher  eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  darstellt,  hat  das 
Besondere,  dass  ihm  ein  analoger  Satz  zur  Seite  steht,  den  man 
durch  gegenseit^es  Vertauschen  von  Puncten  und  Geraden  erhält, 
oder  mit  anderen  Worten: 

Alle  zur  drittm  Classe  gehörigen  Eigenschaften  gerat. 
Figuren  können  in  Paaren  zusammengeordnet  werden, 
von  den  zwei  zu  Je  einem  Paare  gehörigen  Eigenschaften  die  eine  aus 
der  anderen  durch  gegenseitiges  Vertattschen  von  Puncten  mit  Geraden 
entspringt. 

AmkgDjtt  tg         Lh         ISytm  Pt 

d&d  Eb  1  1  hfStm  Pt 

G     d  d  Eb  E  11  Im     1        1      C  d 

5  hnft      ht        b       h     t  b  m    k      t  d       b  1  h     F  gu 

jlmPt  Eb  phd  t  td  tludGd 

w  lh     w    P      t        bind      dDhhttal        d        tphdEb 

phtd  uidPt  &dd  Pt 

Eb  th  1  d     dl     a  P  t  p  ech    d      Eb  m 

rtl  Gd         mw  mPttlid 

d  d  dl   1         h  h         11    E  h  ft      d      d  tt      Cl         p 

1      \  d 
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Der  noch  übrige  Raum  dieses  Bogens  veranlasst  mich,  eine  sicli 
mir  noch  darbietende  Bemerkung  hinzuzufügen,  dass  nämlich  alle 
Doppel-  und  Vielecks chnittsve ih ältnis se ,  .welche  auf  die  in  diesem 
Capitel  gezeigte  Art  durch  die  Pimct«  bestimmt  weiden,  in  welchen 
von  gewissen  Geraden  eine  beliebige  andere  Gerade  geschnitten  wird, 
sich  auch  bloas  als  Functionen  der  Winkel  dai'stelleii  lassen,  die  jene 
ersteren  Geraden  mit  einander  bilden. 

Denn  seien,  um  dies  nur  hei  Doppelschnittsverhältnissen  zu 
zeigen,  a,  b,  c,  d  vier  in  einer  Ebene  liegende  irnd  sich  in  einem 
Puncte  schneidende  Gerade,  und  a,  ß,  y,  ö  die  "Winkel  dieser  Geraden 
mit  irgend  einer  anderen  Geraden  der  Ebene,  so  ist  das  Doppel- 
schnitts verhältniss 

l«,  a,  V,  <.,  _  ^.^^  [ß  —  ö)   ■   sin  {y  —  6} 
Sind  die  drei  Winkel,  welche  a  mit  5,  i  mit  c,  c  mit  d  machen, 
einander  gleich,  jeder  derselben  =  1-1,  so  wird 

,      j    ,      ,  sin  ft       sin  2f.i  ,  ^ 

sin  2,(t  '    sin  ^         ^ 
Sind  z.  B.  a,  5,  c,  d   vier    aufeinander    folgende   Stundenlinien 
einer  Aequinoctial-Sonnenuhr  (deren  Ebene  parallel  mit  dem  Aequator 
ist),  so  ist  fi^  15°  und  daher 

(«,  d,  *,  c]  =  I  (sec  157, 

Man  bemerke  dabei,    dass  dieselbe  Gleichung  auch  für  eure  auf 

irgend  einer  anderen  Ebene  construirte  Sonnenuhr  gelten  muss,  weil 

jede  andere  iSounenuhr,   wenn  man  das  Äuge  an  den  mit  der  Welt- 

axe  parallen  Zeiger  bringt,  sich  als  perspectivisches  Bild  der  Aequi- 

noctialuhr    darstellt.      Werden    daher    vier    auf    einander    folgende 

Stundenlinien  einer  Sonnenuhr  von  einer  beliebig  gezogenen  Geraden 

m  den  Functen  A,  B,   G,  D  geschnitten,  so  ist  immer: 

AB     AC  _ 

BD      CD~ 
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lAnhang  zu  »Beobachtungen  auf  der  Köiiigl,  Universitäts-Stern  warte  ; 
Leipzig  bei  Carl  Cnoblooli  1823,  p.  57-64.] 
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/iivei  Systeme  von  Puncten  heissen  einander  gleich  und  ähn- 
lieh, wenn  jeder  Punkt  des  einen  Systems  einem  Puncte  des  an- 
deren dergestalt  entspricht,  dass  der  geradlinige  Abstand  je  zweier 
Puncte  des  einen  Systems  dem  geradlinigen  Abstände  der  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  anderen  Systeme  gleich  ist.  Ist  aber  nnr  das 
Verhältniss  je  zweier  solcher  Abstände  in  dem  einen  dem  Verhält- 
niss  der  entsprechenden  Abstände  in  dem  anderen  gleich,  so  sind 
sich  die  Systeme  nur  ähnlich. 

Ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  und  der  Aehnlichkeit 
allein,  scheint  man  bisher  andere  mögliche  Verwandtschaften  zwi- 
schen Systemen  von  Punctcn  und  folglich  geometrischen  Figuren 
Überhaupt,  wenn  auch  gekannt,  doch  keiner  genaueren  Untersuchung 
unterworfen  z\i  haben. 

Eine  andere  Verwandtschaft  dieser  Art  ist  diejenige,  welche  in 
Bezug  auf  die  Benennungen  der  beiden  ersteren  die  blosse  Gleich- 
heit heissen  könnte.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun,  dass,  wenn  die 
Systeme  in  Ebenen  enthalten  sind,  und  man  in  jedem  derselben  je 
zwei  Puncte  durch  eine  Gerade  verbindet,  von  den  dadurch  ent- 
stehenden geradlui%en  Figuren  je  zwei  sich  entsprechende,  d.  h 
solche,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem 
Flächeninhalte  nach,  —  \ind  wenn  man  bei  Systemen  im  körper- 
lichen ßaume  durch  je  di-ei  Puncte  jedes  dei'selben  Ebenen  legt, 
von  den  dadurch  entstehenden  körperlichen  Figuren  je  zwei,  deren 
Ecken  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem  körperlichen 
Inhalte  nach  —  sich  gleich  sein  können*).     Findet  nun  diese  Gleich- 


*)  So  können  z.  D.  den  Piincten  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  die  ebenfslls  ii 
einer  Ebene  begriffenen  Puncte  A\  B',  C,  !>'  dergestalt  entsprechen,  dass  den 
Flächeninhalte  nach  das  Dreieck 

BCJ>  =  B'C'D',     CDA=  C'D-Ä',    DAB  =  B'A'B'  und  ^BC=-  A'B'C 
ist,   ohne  dass  je  zwei  dieser  sich  gleichen  Dreiecke  aneh  einander  ähnlich  wSieii 
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lieit  statt,  so  sind  sicli  die  Systeme  der  blossen  Gleichheit  nach 
verwandt. 

Sei  jetzt  von  zweien  einander  mir  gleichen  Systemen  {S,  S'} 
dem  einen  {S)  ein  drittes  System  [S")  der  Aehnlichkeit  nach  ver- 
wandt, so  wird  dieses  {S")  zu  dem  anderen  (5")  der  beiden  ersteren 
in  emem  noch  entfernteren  Grade  von  Verwandtschaft  stehen;  der- 
gestalt nämlich,  das  nur  das  Verhältniss  je  zweier  der  eben 
gedachten,  ebenen  oder  körperlichen  Figuren  in  dem  einen  Sy- 
steme dem  Verhältniss  der  entsprechenden  Figuren  in  dem  anderen 
gleich  ist. 

Die  von  Eiilcr  im  zweiten  Theile  semer  Introductio  Cap.  XVIII 
sogenannte  Affinitas  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  nichts 
anderes  als  diese  entferntere  Vei-wandtschaft.  Das  dort  darüber  Ge- 
sagte geht  aber  nicht  über  die  erste  Begriffsentwickelung  hinaus,  ist 
zum  Theil  selbst  unrichtig  (§.  444 :  Cui-vae  . . .  affines  tales  tantum 
sunt  respectu  eoriim  Axinm,  ad  quos  referuntur,  etc.);  und  Kästner, 
der  in  seinen  Anfangsgi-,  d.  Anal.  endl.  Gr.  (3.  Aufl.  S.  248)  nach 
Euler's  Vorgang  der  Affinität  gleichfalls  Erwähnung  thut,  will  von 
ihr  überhaupt  kernen  grossen  Gebrauch  sehen. 

Allerdings  können  viele  Eigenschaften  geometi'ischer  Figuren, 
sobald  man  letztere  aus  dem  Gesichtspuncte  der  Affinität  betrachtet, 
um  mich  der  Eulei-" sehen  Benennung  zu  bedienen,  gar  nicht  in 
Untersuchung  genommen  werden;  wie  z.  B.  der  pythagoreische  Lehr- 
satz, alle  trigonometrischen  Fonnebi,  die  Lehre  von  den  Hauptaxen 
und  den  darin  liegenden  Brennpuncten  eines  Kegelschnitts,  die  Rec- 
tiiication  der  Curveu  (nicht  a\ich  die  Quadratiu-),  und  überhaupt 
Alles,   wobei  Beti-achtung  der  Winkel   unumgänglich  erfordert  wird. 

Dagegen  haben  die  Eigenschaften,  welche  einer  Figur  rück- 
sichthch  der  Affinität,  d.  h.  dieser  Figur  und  zugleich  jeder  anderen, 
nach  der  Affinität  mit  ihr  verwandten,  zukommen,  den  Vorzug  einer 
grösseren  Allgemeinheit.  So  wird  hierher  keine  Eigenschaft  des 
Quadrates  gehören,  die  nicht  auch  jedem  Parallelogramm  zukäme, 
keine  Eigenschaft  des  Kreises,  die  nicht  auch  jeder  Ellipse  gemein 
wäre,  keine  Eigenschaft  der  beiden  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts, 
die  nicht  auch  jedes  andere  Paar  conjugh-ter  Äxen  besässe,  u.  s.  w. 
Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  alle  dergleichen  Eigenschaften 
emzig  und  allein  aus  den  Sätzen  von  der  Gleichheit  der  Parallelen 
zwischen  Parallelen,  von  dem  Verhältniss  der  Dreiecke,  deren  Grund- 
linien und  Spitzen  in  Parallelen  liegen,  und  aus  den  entsprechen- 
den Sätzen  für  parallele  Ebenen  und  Pyramiden,  wenn  man  es  mit 
dem  köi-perlichen  Paume  zu   thun  hat,   hergeleitet   werden  können. 

Es    dürfte    daher    wohl   nicht    unzweckmässig    genannt   werden. 
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wenn  man  es  versuchte,  von  diesen  einfachen  Sätzen,  gleichsam  als 
Grundsätzen,  ausgehend,  jene  allgemeineren  Eigenschaften,  —  die 
in  geometrischen  Schriften  zwar  in  grosser  Menge,  aher  mit  den 
anderen  specielleren  Eigenschaften  vermischt,  und  oft  durch  fremd- 
artige Hülfsmittel,  als  tiigonometrische  Formeln  u.  dergl.  bewiesen 
vorkommen,  —  möglichst  vollständig  zu  entivickeln,  sie  systematisch 
zu  ordnen,  und  somit  ein  eigenes  geometrisches  Gebäude  ohne 
Winkelmass  und  Magister  Matheseos  aufzuführen. 

In  den  ersten  Jahren  meines  Hierseins,  wo  mir  meine  Berufs- 
geschäfte eine  grössere  Müsse  gestatteten,  habe  ich  einen  Vei^such 
dieser  Art  unternommen.  Ich  ward  hierzu  durch  eine  vorher  von 
mir  gefundene,  besondere  Art  eines  geometrisch-analytischen  Calculs 
veranlasst,  von  dem  ich  bald  wahrnahm,  dass  eben  jene  allgemei- 
nereu Eigenschaften  der  Figuren  sein  eigentliches  Gebiet  waren, 
und  durch  den  icli  hier  Sätze  zu  finden  mich  in  den  Stand  gesetzt 
sah,  zu  denen  mich  andere  Wege  schwerlich  geführt  haben  würden. 
Ohne  jetzt  in  eine  nähere  Erörterung  dieser  neuen  Methode  und 
des  dadurch  Gefundenen  einzugehen,  vrill  ich  noch  einer  aus  jenen 
Untersuchungen  entspringenden  und,  wie  ich  glaube,  ganz  neuen 
Classe  von  Au%aben  Erwähnung  thun. 

So  wie,  wenn  zwei  Systeme,  jedes  von  n  Puncten,  als  einander 
gleich  und  ähnlich  be^¥ie^en  werden  sollen,  hierzu  nicht  nöth^ 
ist,  die  Gleichheit  jeder  zwei  sich  entsprechenden  Stücke  besonders 
darzuthun,  sondern  je  nachdem  die  Systeme  in  geraden  Linien, 
Ebenen  oder  im  köi-perlicheu  Eaume  befindlich  sind,  aus  {n — 1), 
(2«  —  3)  oder  [Zn- — 6)  Paaren  sich  gleicher  entsprechender,  aber  in 
jedem  System  von  einander  unabhängiger  Stücke  auf  die  Gleichheit 
aller  übrigen  Paai-e,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht  ohne  Zwei- 
deutigkeit, geschlossen  werden  kann:  ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass, 
wenn  zwei  Systeme  nur  als  sich  gleich  [im  vorhin  erklärten  Sinne 
genommen)  dargethan  werden  sollen,  es  schon  hinreicht,  bewiesen 
zu  haben,  dass,  je  nachdem  die  Systeme  in  Ebenen  oder  im  körper- 
Ucheu  Räume  liegen,  (2k  —  5)  oder  (3« — 11)  von  einander  unab- 
hängige Figuren  (bloss  ihi-em  Flächen-  oder  körperlichen  Inhalte 
nach) ,  oder  Functionen  solcher  Figuren  in  dem  einen  Systeme  den 
entsprechenden  Figuren  oder  Functionen  dei-selben  in  dem  anderen 
Systeme  gleich  seien,  indem  sich  schon  hieraus  auf  die  Gleichheit 
je  zweier  der  übrigen  sich  entsprechenden  Figuren  schliessen  lässt.  — 
Shid  die  Systeme  in  geraden  Linien  enthalten,  so  ist  offenbai-  die 
blosse  Gleichheit  mit  der  Gleicliheit  und  Aehnlichkeit  identisch. 

Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
Ton  }i  Puncten  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 
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tiiidet,  und  von  den  somit  entstehenden  geradliiiigeu  Figuren,  (2« —  5) 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängige  als  gegeben  annimmt, 
man  daraus  jede  der  übrigen  bestimmen  kann;  und  dass  auf  gleiche 
Art,  wenn  man  von  n  Punkten  im  körperlichen  Räume  je  drei  durch 
Ebenen  verbindet,  alle  dadurch  entstehenden  körperlichen  Figuren 
gefunden  werden  künnen,  wenn  man  den  Inhalt  von  (3?i — 11)  von 
einander  unabhängigen  Figuren  kennt. 

Ist  also  das  System  in  einer  Ebene  enthalten  und  besteht  es 
aus  4  Punkten,  (denn  bei  dreien  hat  man  nur  eine  Figur  und  also 
noch  keine  Relation},  ao  müssen  3  Figuren  gegeben  sein*),  Bei 
5  Puneten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten  7  Figtrren,  u.  s.  w.  als 
gegeben  verlangt, 

Von  den  mannigfachen,  aus  diesen  Betrachtungen  hei^vorgehen- 
den  Aufgaben,  erlaube  ich  mir,  nachstehende  den  Lesern  zur  eigenen 
Lösung  zu  empfehlen. 


Erste  Aufgabe. 

Beliebige  fünf  Punkte  A,  B,  C\  D,  E  einer  Ebene  sind  je  zwei 
durch  gerade  Linien  verbunden.  Man  kennt  die  somit  entstehen- 
den fünf  Dreiecke  £^.B,  ABC,  BCD,  CDE,  DEA  ihrem  Inhalte 
nach  und  verlangt  daraus  den  Inhalt  des  Fünfecks  ABC  DE.  Statt 
der  fünf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fünf  Vierecke  BCDE,  CDEA, 
DEAB,  EABC,  ABOD  als  gegeben  aimehmen,  und  daraus  eben- 
falls das  Fünfeck  ABC  DE  zu  bestimmen  suchen. 


*)  Heisacii  die  vier  Punote  A,  B,  C,  D  imd  sind  z,  B.  die  drei  Dreiecke 
BCD=a,     CATJ  =  h,     ABD  =  c 
gegeben,  so  erhält  man  daraus  das  Dreieck 

ABC=a  +  b+c-, 
und  wenn   sieh  die   Linien  AD   und  £C,    BD  und  CA,    CD   und  AB  resp.  i 
H,  F,   6  schneiden,  dsis  Dreieck 


AGD  = 


bc 


das  Dreieck 
das  Dreieck 


B  +  „)  («  +  »]' 
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Endlich  giebt  es  eine  noch  allgemeinere  Venvandtschaft  geome- 
trischer Figuren,  welche  die  Verwandtschaft  bloss  nach  der 
geraden  Linie  heiesen  könnte.  Sind  nämlich  die  Systeme  in  Ebenen 
oder  im  körperlichen  Räume  befindlich,  so  haben  sie  hier  nur  dieses 
mit  einander  gemein,  dass,  wenn  di^ei  Puncte  des  einen  Systems  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  auch  die  drei  entsprechenden  Puncte  im 
anderen  Systeme  in  einer  Geraden  enthalten  sind. 

Seien,  um  diese  nicht  bestimmt  genug  scheinende  Erklärung 
näher  zu  erläutern,  A,  B,  O,  D  vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  verbinde  sie 
zu  zweien  durch  Gerade  und  nenne  die  Durchschnitte  von  AD  und 
BC,  von  BD  und  CA,  von  OD  und  AB  resp,  E,  F,  G.  Diese 
Puncte  abermals  unter  sich  verbunden,  erhält  man  sechs  neue  Durch- 
schnitte, welche  H,  I,  ...  heissen,  u,  s.  w.  Ist  nun  P  irgend  ein 
fünfter  m  der  Ebene  gegebener  Punkt,  so  lässt  sich  beweisen,  dass 
man  durch  immer  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  durch  schon 
gefundene  Durchschnitte  einen  Durchschnitt  erhalten  könne,  der 
mit  P  entweder  zusammenfällt,  oder  ihm  doch  näher  liegt  als  jeder 
andere  gegebene  Punct,  und  also  ebenfalls  mit  ihm  zusammenfallend 
beti'achtet  werden  kann. 

Seien  jetzt  A!  ^  B',  C,  D'  wiederum  vier  Puncte  in  einer  Ebene, 
die  man  den  vorigen  gleichnamigen,  A'  dem  A,  B'  dem  B,  u.  s.  w. 
entsprechend  setze.  Man  unterwerfe  sie  derselben  Operation,  wie 
vorhin  die  Puncte  A,  B,  C,  D  und  finde  die,  den  Durchschnitten 
E,  F,  G,  II,  I,  ...  entsprechenden  Durchschnitte  E',  F',  G',  R' ,  /',  ,.,, 
so  dass  E'  der  Durchschnitt  von  A! D'  imd  B' 0'  ist,  u.  s.  w.,  bis 
man  zu  dem  Durchschnitte  P'  kommt,  der  demjenigen  Durchschnitte 
in  dem  vorigen  Systeme  entspricht,  welcher  mit  P  als  zusammen- 
fallend beti'achtet  werden  konnte. 

Sind  nun  die  beiden  Systeme  A,  B,  C,  D  und  A',  B',  C,  D' 
einander  gleich  und  ähnKch,  oder  nur  ähnlich,  oder  nur  gleich,  oder 
der  Affinität  nach  verwandt,  so  ist  einleuchtend,  dass  jedesmal  die 
nämliche  Verwandtschaft  auch  zwischen  den  Systemen  A,  B,  C, 
D,  E,  ...,  P  und  A',  B',  C,  Df,  E,  ...,  P  stattfinden  wird.  Be- 
ziehen sich  aber  die  Puncte  A',  ...,  D'  auf  die  Puncte  A,  ...,  D  nach 
keinem  der  genannten  Gesetze,  so  steht  das  System  A',  ...,  D' , 
E',...,  P"  zxiAem.  Systeme  A,  ...,  D,  E,  ...,  P  in  der  zuletat  gedachten 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft. 

Will  man  zwei  sich  auf  diese  Weise  im  körperlichen  Eaume 
entsprechende  Systeme  constntiren,  so  hat  man  anfänglich  fünf 
Puncte  des  einen  Systems,  von  denen  nicht  vier  in  einer  Ebene 
liegen,  beliebigen  fünf,  derselben  Bedingung  unterworfenen  Puncten, 
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welche  zw  dem  anderen  Systeme  gehören  sollen,  entsprechend  zu 
setzen.  Die  den  übrigen  Puncten  des  ersten  Systemes  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  zweiten  finden  sich  aldann  durch  fortgesetztes 
Verbinden  je  dreier  Puncte  durch  Ebenen, 

Eine  Haupteigenschaft  der  Venvandtschaft  nach  dor  geraden 
Linie  besteht  darin,  dass  wenn  P,  Q,  M,  S  irgend  vier  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  des  einen  Systems  sind,  und  P',  Q',  R',  S' 
die  ihnen  entsprechenden  und  mithin  ebenfalls  in  einer  Geraden 
enthaltenen  im  anderen  Systeme,  dass  dann  immer: 
FE  PS_P^  P^ 
'  QR'  QS~  Q'R'  '  Q'S'' 

Dieselbe  Eigenschaft  ist  als  Definition  dieser  Verwandtschaft  zu 
nehmen,  wenn  die  Puncte  der  Systeme  nur  in  Geraden  liegen. 

Es    fliesst   hieraus   weiter,    dass,    ivenn    die  Puncte  in  Ebenen 
liegen,  und  P,  Q,  R,  S,  T  irgend  fünf  derselben  in  dem  einen  Sy- 
steme sind,  das  Verhältniss  der  Dreiecke : 
PRT      PST 
QET   ■  QST 

dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  Dreiecken  des  anderen  Systems 
gebildeten  Verhältniss  gleich  sein  muss;  und  dass,  befinden  sich  die 
Puncte  im  körperlichen  ßanme,  und  sind  in  demi  einen  Systeme 
P,  Q,  R,  S,  T,  ü  irgend  sechs  derselben,  das  Verhältniss  der  Pyra- 
miden 

PRTU      PSTU 
QRTÜ  "    QSTU 
dasselbe  ist,  als  das  ebenso  gebildete  Verhältniss  aus  den  entsprechen- 
den Pyramiden  in  dem  anderen  Systeme. 

Ebenso  wie  bei  der  Affinität,  öffnet  sich  nun  auch  hier  eine 
neue  Quelle  von  Aufgaben.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun,  dass, 
ivcnn  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Geiuden  oder  in 
einer  Ebene  oder  im  köi'perlichen  Eaume  [n  —  3)  solcher  Verhält- 
nisse, wie  1),  oder  2«  —  8  solcher  Verhältnisse,  wie  2),  oder  3h  — 15 
Verhältnisse,  wie  3),  gegeben  sind,  alle  übrigen  Verhältnisse  von 
derselben  Art  dadurch  gefunden  werden  können*). 

*)    Bei  yiet  in.  einer  Geraden  liegenden  Puncten  wird  daher  nur  ein  Ver- 
"hältnias  als  gegeben  erfordeit.     In  der  Ttat,  heisaen  die  vier  Punetc  A,  B,   C,  D, 
AC     AD  _ 

so  ist,   wenn  man    ^^  '-BD""  ' 

AB     AD        ,  .   AB     AC        ,         1 

3Jies  macht  die  einfachste  Aufgabe  dieser  Gattung  aus. 


2) 


3) 
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Dasa  übrigens  die  gegebenen  Verhältnisse  sämmtlioli  von  einan- 
der unabhängig  sein  müssen,  und  dass  statt  derselben  auch  eben  so 
viel  aus  ihnen  gebildete  Functionen  gegeben  sein  können,  ist  von 
selbst  klar. 

Aufgaben  dieser  Art  in  Rechnung  zu  setzen,  wird  man,  solange 
die  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  und  bei  fünf  Puncten  in  emcr 
Ebene,  keine  Schwierigkeit  finden.  Bei  mehreren  Puncten  in  einer 
Ebene  und  Puncten  im  körperlichen  Räume  ist  es  ohne  besondere 
Hülfsmittel ,  dergleichen  mir  der  oben  envähnte  neue  Calcul  war, 
ein  oft  mühsames  Geschäft.  Folgende  Aufgabe  von  sechs  Puncten 
in  einer  Ebene,  wo  das  Resultat  der  Lösung  sehr  einfach  ist,  möge 
denen,  die  sich  damit  zu  beschäftigen  Lust  haben,  als  Beispiel 
dienen. 


Zweite  Anfgalie, 

Sechs  in  einer  Ebene  liegende  Puncto  A,  j5,  C,  D,  E,  F 
sind  je  zwei  durch  gerade  Linien  verbunden.  Aus  den  vier  Ver- 
hältnissen von  Dreiecksflächen 


AHB 

AHB 

ADB 

AFB 

ODB 

ÖEB- 

ODB 

■   OFB 

BDA 

CDA 

BEA 

■  CEA- 

BDA 

CDA  ' 

BFA 
CFA- 

das  Verlmltnis 

ACD 

AEF 

zu  linden. 

BCD 

■  BEF 

Als  Eigenthümlichkeit  der  Verwandtschaft  nach  der  geraden 
Linie  bemerke  ich  noch,  dass  hier  nicht  nur  yon  "Winkeln,  sondern 
selbst  von  parallelen  Linien  oder  Ebenen  nicht  mehr  die  Rede  sein 
kann,  und  dass  folglich  bei  krummen  Linien  und  Flächen,  zwar 
nicht  die  Eintheilung  derselben  in  Ordnungen,  wohl  aber  weit  mehrere 
L'nt  er  ab  th  eilungen  wegfallen  werden,  als  dieses  der  Fall  ist,  wenn 
man  den  Gesichtspunct  der  Affinität  wählt  (z.  B.  die  Eintheilung 
der  Kegelschnitte  in  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  so  auch  die 
Lehre  von  den  conjugirten  Axen  derselben).  Uebrigens  bedarf  man 
als  Grundlage  aller  dahin  gehörigen  Untersuchungen  nur  des  ein- 
zigen Satzes,  dass  Dreiecke  (oder  Pyramiden),  deren  Bases  in  der- 
selben Geraden  (oder  Ebene)  enthalten  sind,  und  deren  Spitzen  zu- 
sammenfallen, sich  wie  ihre  Bases  verhalten. 
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Doch  icli  breche  ab,  da  eine  umständlichere  Dai-leguüg  der  Er- 
gebnisse meiner  Untersuchungen  und  der  dMU  angewendeten  Mittel 
hier  nicht  am  Orte  ist.  Darf  ich  hoffen,  durch  gegenwärtigen  Auf- 
satz einiges  Interesse  dafür  erregt  zu  haben,  so  werde  ich,  was  ich 
über  die  allgemeineren  Vei-wandtschaften  der  Figuren  bisher  ausge- 
arbeitet und  zum  grossen  Theil  schon  geordnet  habe,  in  dem  folgen- 
den Jahre  in  einer  besonderen  Schrift  mittheilen. 
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Herausgeber  der  Astronomiselien  Nacbriclaten, 

Leipzig  1824  Februar  IL 


I  Astronomische   Nachrichten   von   Schumacher.     Dritter  Band   tS25   eol.  131— i:te.] 
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XiS  ist  mir  angenehm  gewesen,  in  "Nr.  42  der  Aation.  Nach- 
richten von  meiner  geometrischen  Aufgabe,  aus  den  fünf  Dreiecken 
EÄB,  AB  C,  ...  das  Fünfeck  ABC  DE  zu  finden,  zwei  Auflösungen, 
die  eine  Yom  Herrn  Hofrath  Gauss,  die  andere  vom  Herrn  Clausen 
zu  lesen.  Indess  ist  von  beiden  Herren*}  der  in  meiner  kleinen 
Abhandlung  gemachte  Zusatz  unbei'iicksichtigt  gebheben: 

»Statt  der  fünf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fünf  Vierecke 
BCDE,  CDEA,  DEAB,  EABC,  ABCD  als  gegeben  annehmen, 
und  daraus  ebenfalls  das  Fünfeck  ABCDE  zu  bestimmen  suchen.« 

Man  wird  hierdurch  zu  einer  nicht  uninteressanten  Folgerung 
hingeleitet,  und  Sie  haben  daher  vielleicht  die  Güte,  Folgendes  dar- 
über, als  Nachschrift  zu  jenen  Auflösungen,  in  die  Äatron.  Nach- 
richten gelegentlich  aufzunehmen.     Die  Sache  ist  ganz  leicht. 

Setzt  man  nämlich  die  Dreiecke  EAB,  ABC,  ...  ^  a,h,  c,  d,  e; 
die  Vierecke  BODE,  CDEA,  ...  =  o,  t,  c,  b,  e,  und  daa  Fünfeck 
ABCDE  =  X,  so  ist  offenbai-:  a  =  x  —  a,  ö  =  a^  — 6,  c  ^  x  —  c, 
d  ^  x  —  'ii,  e  =  x  —  e.  Subatituirt  man  nun  diese  Werthe  in  der 
Nr.  42  gefundenen  Gleichung; 

fl^=  —  [« -I- 5 -(- c  +  f/-|- e)a:  4- ßi  +  5c  +  c<7 -t- (?e  +  e«  =  0, 
so  kommt  nach  gehöriger  Beduction: 

s:=  —  (a  +  6  +  c  +  b  +  e)ä:  +  a6 -!- t'c  +  cb -h  be  +  ea  =  0; 
also  dieselbe  Relation  zwischen  a,  6,  ...  und  x,  als  zivischen  «,  b,  ... 
und  .■;;.     Es  entspringt  hieraus  nachstehender  Sata: 

Sind  fünf  Flächen  gegeben,  und  wird  das  einemal  die  Fläche 
eines  Fünfecks  ABCDE  verlangt,  dessen  fünf  Dreiecke  EAB, 
ABC,  ...  und  das  anderemal  die  Fläche  eines  Fünfecks  SISS2MS, 
dessen  fünf  Vierecke  SSSTlS,  ^23031,  ...  jenen  fünf  Flächen  der 
Keihe  nach  gleich  sein  sollen,  so  thun  der  einen  Aufgabe  sowohl, 
ab  der  anderen,  wenn  sie  überhaupt  zu  losen  mÖgKch  sind,  immer 
zwei,   und  zwar  beiden  die  nämhchen,  zwei  Flächenräume  Genüge. 

*)  Dies  ist  dahin  za  berichtigen,  das«  Herr  Hofiath  Gauss  mündlicb,,  als  er 
Herrn  Hansen  und  mir  die  in  des  Henn  Möljuia  Buch  ciDgegohnebene  Aiifloiung 
zeigte,  sogleich  die  Auflösung,  wenn  dip  ^leleo]le  'ititt  dei  Drtieoko  ffegi-ben 
sind,  Mnaiifügte.    S, 
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Die  Summe  dieser  Flächen  ist  der  Summe  der  fünf  gegebenen  gleich, 
nnd  ihr  Product  u.  s.  w. 

Hiernach  können  also,  was  anfanglich  Manchem  paradox  scheinen 
möchte,  von  zivei  dem  Flächeninhalte  nach  sich  gleichen  Fünfecken 
die  fünf  Dreiecke  des  einen  den  fünf  Vierecken  des  anderen  und 
folglich  auch  umgekehrt  die  fünf  Vierecke  des  ersteren  den  fünf 
Dreiecken  des  anderen  gleich  sein. 

Folgendes  einfache  Beispiel  möge  zur  Erläuterung  dienen.  — 

Man  setze,  die  fünf  Dreiecksflächeu  des  zu  bestimmenden  Fünf- 
ecks seien  sämmtlich  einander  gleich,  jede  derselben  gleich  1,  so 
wird  unsere  Gleichung: 

s;*  — 5ie  +  5  =  0, 
und  hiermit  die  Fläche  des  Fünfecks: 

fl;  =  |(5-|-}/5)     und     =1(5  — ys). 

Es  lässt  sich  nun  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  das  das  Fünf- 
eck ein  reguläi-es  sei.  Die  zwei  verschiedenen  Werthe  des  x  beziehen 
sich  alsdann  auf  die  zwei  verschiedenen  Formen  leguläi-er  Fünfecke, 
und  zwar  der  erstere  Werth  auf  das  gewöhnliche  Fünfeck,  dessen 
Seiten  Sehnen  von  ^,  der  letztere  auf  das  sogenannte  Pentalpha, 
dessen  Seiten  Sehnen  von  |  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
sind.  Heissen  die  Halbmesser  der  Kreise  um  diese  zwei  Fünfecke 
resp.  r  und  *■',  so  smd  ihre  Flächen 

!?■=  sin«     und    |r'*siu2«, 
wo  a  =  72".     Dies  giebt  die  zwei  Gleichungen: 

5  +  y5  =  5rnin«,    5  — V5  =  5r'^  sin  2a, 
woraus,  mit  der  Bemerkung,  dass 

8  .  sin  ft'  =  5  +  y'b      und     8  .  sin  2  «=  =  5  —  Vi', 

/=2y(f  sin2«)  =  2M-^^-— ^r  =  0,9698 

hervorgeht. 

Dieselbe  Gleichung: 

und  mithin  dieselben  zwei  "VVerthe  der  Fünfecksfläche,  wie  vorhin, 
finden  statt,  wenn  jedes  der  fünf  Vierecke  gleich  1  sein  soU,  Nur 
gehört  hier,  unter  derselben  Annahme  regulärer  Fünfecke,  der  "Werth 
1(5  —  Vb)  zu  einem  gewöhnlichen  Fünfeck,  und  der  Werth  -^(5  +  V^) 
zu  einem  Pentalpha.  Setzen  wir  daher  die  Halbmesser  der  um  diese 
zwei  Fünfecke  zu  beschreibenden  Kreise  gleich  x,  x',   so  haben  wir 
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tue  Gleichunge] 


>  — ys  =  5v*  sin  a,     ö +■  Vb  =  Sf'^  sin  2«, 


.2»; 


2i/l+l£)i=  1,6691. 


Diesem  allen  zufolge  beschreibe  man  also  mit  den  Halbmessern 
r,  r',  X,  r'  ihi'en  angegebenen  Werthen  nach  vier  Kreise  und  in  die- 
selben nach  der  lieihe   die  regulären  Fünfecke  ABODE,  A'  ...E', 


91. ..@,  3l'...l5',  90  dass  die  Seiten  ^5,  SC,  ...  und  9IS,  93(5,  ...  des 
ersten  und  dritten  Fünfecks  Sehnen  von  72",  dagegen  die  Seiten 
A'B',  ...  und  9t'35', ...  des  zweiten  und  vierten  Sehnen  von  144°  sind. 
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Alsdann  sind  erstlich  die  Dreiecke  BAB,  ABC,  ...  im  ersten  Fünf- 
eck gleich  den  Dreiecken  ^'^'£',  A'B'C,  ...  im  zweiten,  gleich  den 
Vierecken  iß  Eli  6, ...  im  dritten,  gleich  den  Vierecken  S'S'S)'®',  ..  .*) 
im  vierten,  und  zwar  jede  dieser  Figuren  gleich  1.  Zweitens  ist  das 
ei-ste  Fünfeck  ABCDE  gleich  dem  vierten  2t'....  =^(5^4. ]/5), 
und  das  zweite  A'....  gleich  dem  dritten  St....  =^(5  —  Vs),  folg- 
lich auch  die  Vierecke  im  ersten  (zweiten*)  gleich  den  Dreiecken 
im  vierten  (dritten)  Fünfeck. 

Zusatz.     Ganz  wie  vorhin  finden  sich  die  Flächen  der  Fünfecke 

ACEBD  =  |9■^  sin  2«,     A'D'B'E'C  =  -fr'^ .  sin  a, 

9(Sgiß2)  =  Ir' .  sin  2ß,     31' Sl'iB'd'g'  =  | .  r'*  sin  a. 

Substituirt  man  für  r^,  r'^,  ..  die  gefundenen  "Wei-the,  so  kommt; 

A  CEBD  =  A-D'B'E'C  =  Vb, 

SlSgiBD  =  ^  (3  V5  —  5),    sr©'id'@'lä'  ==  ^  (3  K5  +  5), 

wobei  noch  zu  bemerken,  dass  die  daraus  entspringenden  Folgerungen: 

ACEBD  =  A'D'B'E'C  =  ABCDE  =  A'B'C'D'E', 

3t'S)'S'e'S'  =  2a('i8'S'®'g'  — ätiSS^g, 
ganz  allgemein  gelten,  auch  wenn  die  Drei-  oder  Vierecke  in  einem 
und  demselben   Fünfeck    einander   nicht   gleich    sind    und    um    das 
Fünfeck  kein  Kreis  beschrieben  werden  kann. 

Doch  genug  von  einer  so  leichten  Aufgabe,  die  an  sich  be- 
trachtet, ein  blosses  Curioaum  ist,  und  nur  noch  insofern  einiger 
Aufmerksamkeit  werth  seüi  möchte,  als  sie  ein  Beispiel  zu  dem  mir 
neu  scheinenden  Satze  abgiebt:  )<dass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
von  n  Puncten  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 
bindet, und  von  den  somit  entstehenden  geradlinigen  Figuren  2  m  —  5 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängige  als  gegeben  annimmt, 
man  daiau<!  jede  dei  übrigen  be«timnien  kann  Seite  CO  meiner 
klernen  Schrrft  über  dre  Leipziger  Stemwaite) 

"  ^OIl  einem  Bolehen  ^ lereok  wo  »"ich  Z"(vei  Seiten  ncch  uneil  alb  hie  End- 
p  inete  schneiden  ist  der  Flöeheninhalt  gleich  dem  Unteisehied  dei  lieiden  Drei- 
ecke welche  den  Durthaohnittspunot  zu  ihrei  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die 
be  den  inderen  Seiten  bi    örundlmien  tahen 

Der  FläBhenmhalt  eines  Pentalphas  ist  gle  ch  dei  Summe  dei  fünf  Dieiecke, 
■welche  die  fünf  Seiten  der  Figur  zu  Grundlinien  und  irgend  einen  Punct  der 
innerhalb  des  kleinen  in  der  Mitte  sich  bildenden  gewöhnlichen  Fünfecks  Hegt, 
z  1  gemeindohiftUchen  Spitze  hiben  folglich  gle  ch  dem  Dnipelten  d  i.ie  kUiiien 
Fünfecks  plus  der  einfachen  Summe  dei  fünf  Du  ecke  ^  elcl  ibt  den  Seiten 
dieses  Fflnfee   s  he_en 
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üeber  die  Gleichungen, 

mittelst  welcher  aus   den  Seiten  eines   in 

einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  der 

Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des 

Vielecks  gefunden  werden. 


[Crelle's  Journal  182?  Band  3  p.  5-34.] 
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Dio  Gleichungen,  mit  Hülfe  deren  man  aus  den  Seiten  eines 
in  einen  Kreis  beschiiebenen  Dreiecks  oder  Vierecks  den  Halbmesser 
des  Kreises  und  die  Fläche  des  Drei-  oder  Vierecks  findet,  sind  all- 
gemein bekannt.  Von  der  Entwickelnng  derselben  Gleichungen  für 
Vielecke  mit  mehreren  Seiten,  mag  bis  jetzt  theils  ihr  seltenes  Be- 
düi-fniss,  theils  aber  und  voi-zi^lich  der  Umstand  abgehalten  haben, 
Aäsa  diese  Gleichungen  bei  wachsender  Seitenzahl  in  hohem  Grade 
immer  zusammengesetzter  werden.  Denn  die  Änalysis  ist  hier,  auf 
ähnliche  Art,  wie  bei  der  Dreitheüung  des  "Winkels  und  in  yielen 
anderen  Fällen,  genöthigt,  auch  diejenigen  Vielecke  mit  anzugeben, 
bei  welchen  der  Perimeter,  bevor  er  in  sich  zurückkehi't,  sich  selbst 
ein  oder  mehrere  Male  schneidet,  und  welche  man,  da  sie  im  Prac- 
tischen  keinen  besonderen  Nutzen  haben,  nur  als  Abarten  von  Viel- 
ecken zu  betrachten  pflegt.  Die  Manuigfalt^keit  solcher  Vielecke 
wird  aber  bei  zunehmender  Seitenzahl  immer  grösser,  und  eben  so 
muss  auch  die  Anzahl  der  Kreise  zunehmen,  in  denen  sich  die  näm- 
lichen Seiten  zu  Vielecken  zusammensetzen  lassen,  üebrigens  leuchtet 
ein,  dass  bloss  die  verschiedene  Aufeinanderfolge  der  Seiten  zur  Ver- 
mehrung der  Kreise  nichts  beitragen  kann. 

Der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  eine  nähere  Unter- 
suchung der  Beschaffenheit  der  gedachten  Gleichungen.  Ich  habe 
darin,  wenn  auch  nicht  sie  selbst  entwickelt,  doch  einen  einfachen 
Weg  zu  ihrer  Entwickelung  nachgewiesen,  und  hoife,  dass  dieser 
Weg,  sowie  die  Bestimmung  des  Grades  der  Gleichungen,  die  Be- 
trachtung der  Natur  jener  stei-nartigen  Vielecke  und  noch  einiges 
Andere  für  den  Geometer  nicht  ganz  ohne  Interesse  und  für  die 
Wissenschaft  von  einigem  Nutzen  sein  werde. 

Anmerkung.  Diese  Abiandhing  ist,  wie  der  Herr  "Verfasser  dem  Heraus- 
geber des  CreUe'achen  Journals  meldet,  durch  die  Aufgabe  Nr.  21,  Band  2  p.  ](»Ü 
dieses  Journals  veranlaaBt  worden.     0. 
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4Ü8  Vielecke  im  Kreise. 

Sei  A  ein  Punct  in  der  PenphoriQ  eines  Kreises,  B  ein  zweiter 
Punct  in  derselben,  den  man  sich  anfangs  mit  A  zusammenfallend 
denke.  B  ta-enne  sich  hiorauf  von  A,  und  bewege  sich  immerfort 
nach  derselben  Richtung,  etwa  von  der  Linken  nach  der  Rechten, 
wenn  man  sich  selbst  innerhalb  des  Kreises  befindet. 

"Während  auf  diese  Weise  der  Bogen  AB  ohne  Ende  wächst, 
und  der  Punct  B  jedesmal,  wenn  der  Bogen  einem  Vielfachen  der 
Peripherie  gleich  geworden  ist,  mit  dem  Puncte  A  von  Neuem  zu- 
sammenfällt, wird  die  Sehne -dS,  deren  anfänglicher  Werth  gleich  0 
ist,  so  lange  zunehmen,  bis  der  Bogen  AB  gleich  180"  geworden,  wo 
sie  die  Grösse  des  Durchmessers  erreicht  hat.  Sie  vni-d  hierauf 
ebenso  abnehmen,  verschwinden,  wenn  der  Bogen  bis  zu  360"  ge- 
wachsen ist,  und  alsdann  durch  0  in  das  Entgegensetzte  übergehen, 
80  dass,  wenn  man  die  Sehne  anfänglich  positiv  annimmt,  sie  nun- 
mehr negativ  wh-d,  und  während  der  Punct  B  den  zweiten  Umkreis 
beschreibt,  die  Sehne,  ebenso  wie  beim  ersten,  nur  negativ,  zu-  und 
abnimmt.  Kommt  hierauf  B  von  Neuem  nach  A,  wird  also  der 
Bogen  gleich  2.360°,  so  geht  die  Sehne  aus  dem  Negativen  in  das 
Positive  zui-ück,  und  so  wieder  umgekehrt,  aus  dem  Positiven  ins 
Negative,  wenn  der  Bogen  3.360"  geworden.     U.  s.  f. 

Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  (p  einen 
Bogen  <  360",  so  ist  die  Sehne  des  Bogens  n .  360"  4-  (p  ijositiv  oder 
negativ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Der  absolute  Werth 
der  Sehne  aber  ist  der  Sehne  von  <p  selbst  gleich.  Auch  wird  man 
sich  leicht  durch  ähnliche  .Betrachtungen  überzeugen,  dass  dieser 
Sata  seine  Giltigkeit  behält,   auch   wenn  n  negativ  genommen   wird. 

Seien  nun  A,  B,  0,  .,.,  M  die  Spitzen  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vielecks,  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  im  Perimeter 
auf  einander  folgen,  und  daher  AB,  BG,  ...,  MA  die  auf  einander 
folgenden  Seiten  des  Vielecks,  deren  Anzahl  gleich  m.  Dass  die 
Puncte  A,  B,  C,  ...,  M  anch  in  der  Peripherie  des  Kreises  nach 
dieser  Ordnung  foiigehen,  ist  deshalb  keineswegs  nothwendig.  Viel- 
mehr ist  dieser  Fall  nui'  als  ein  specieller  und  zugleich  als  der  ein- 
fachste zu  betrachten,  indem  alsdann  keine  Seite  von  der  anderen 
innerhalb  ihrer  Endpuncte  geschnitten  ^vird. 

Man  lasse  nun  von  A  einen  Punct  im  Kreise  nach  der  einen 
oder  anderen  Richtung,  die  man  für  die  positive  nehme,  im  Kreise 
fortgehen,  bis  er  nach  B,  und  zwar  zum  erstenmale  kommt,  d.  h. 
nicht  noch  einen  ganzen  Umkreis  weiter,  wo  er  wieder  in  B  ein- 
treffen würde;  hierauf  von  £  weiter,  bis  er  zum  eretenmale  nach  O 
kommt,  u,  s.  w.,  endlich  von  der  letzten  Spitze  M  bis  zum  ersten- 
male wieder  zu   der   ersten  A.     Die   Summe  der   so   zurückgelegten 
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Bogen  wird  oifenbar  entweder  360"  selbst  oder  ein  gewisses  Vielfache 
davon,  z.  B.  n  .  360**  sein. 

Die  diesen  Bogen  zugehörigen  Sehnen  aber,  oder  die  Vielecks- 
seiten, sind  nach  dem  vorhin  Gesagten -insgesammt  als  positiv  zu 
beti-achten,  so  wie  man  auch,  ohne  die  positive  Beschaffenheit  auf- 
zuheben, zu  jedem  Bogen  ii^end  ein  gerades  Vielfache  von  360" 
hinzufügen  oder  davon  wegnehmen,  und  daher  die  Siimme  aller 

=  ?i .  360°  ±  2p  .  360" 
setzen  kann. 

Man  nehme  jetzt  bei  demselben  Vieleck  die  der  vorigen  ent- 
gegengesetzte Richtung  im  Kreise  für  die  positive,  und  bestimme 
danach,  wie  vorhin,  die  Bogen  AB,  BG,  ...,  MA.  Jeder  derselben 
wird  offenbar  die  Ergänzung  des  vorigen  zu  360°,  und  folglich  die 
Summe  aller  m  Bogen  gleich  [m  —  n)  360°  sein,  zu  welcher  Summe  man 
aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  das  Glied  ±  2^ .  360"  setzen  kann. 

Allgemein  wird  man  daher  bei  einem  mEck  die  Summe  der 
Bogen  AB,  BO,  ...,  MA,  wenn  die  ihnen  zugehörigen  Sehnen  oder 
Vielecks  Seiten  insgesammt  positiv  sein  sollen,  zu  setzen  haben; 

=  {M±2i>)360°    oder   =  {m  —  n±2p)Zm", 
wo  m  dio  Seitenzahl  des  Vielecks,   n  eine  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Spitzen  im  Kieise  nach  einer  festgesetzten  Richtung  abliängige, 
p  aber  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Hier  zeigt  sich  sogleich  ein  merkwürd^er  Unterschied  zwischen 
den  Vielecken  mit  gerader  und  denen  mit  ungerader  Seitenzahl,  oder, 
wie  ivir  uns  der  Kürze  wegen  in  der  Folge  ausdrücken  wollen, 
zwischen  geraden  und  ungeraden  Vielecken.  Findet  sich  z.  B. 
bei  einem  vorgegebenen  ungeraden  Vieleck  n  gerade  [ungerade),  so 
stellt  M  ±  2j)  jede  andere  gerade  (ungerade)  und  m  —  nzhlp  jede 
ur^erade  [gerade)  Zahl  vor. 

Bei  einem  ungeraden  Vieleck  kann  daher  die  Bogensumme  einem 
geraden  sowohl  als  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich  gesetzt  werden. 

Bei  einem  geraden  Vieleck  hingegen  ist,  wenn  n  gerade  [un- 
gerade) sich  ergiebt,  n±z1p  sowohl  als  m  —  m  ±  2^  der  Ausdruck 
jeder  anderen  geraden  (ungeraden)  Zahl. 

Alle  geraden  Vielecke  zerfallen  daher  in  zwei  verachiedene 
Classen.  Bei  den  Vielecken  der  einen  Classe  ist  die  Bogensumme 
einem  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich;  und  diese  Classe  heisse 
die  erste,  weil  darin  auch  die  einfachsten  Vielecke,  wo  keine  Seite 
der  anderen  innerhalb  ihrer  Endpuncte  begegnet,  begriffen  suid. 
Bei  den  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe  kann  die  Bogen- 
summe bloss  geraden  Vielfachen  von  360"  gleich  gesetzt  werden. 
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So  ist  z.  B.  bei  dem  Viereck  AB  CD,  wenn  B  und  D  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Diagonale  AG  liegen,  die  Bogensunirae 

AB  +  BC+CD  +  DA=ZQ(f,    oder    3.360°  etc; 

liegen  aber  B  und  I>  auf  einerlei  Seite  von  AC,  so  ist  dieselbe 
Bogensumme  gleich  2.360°,  4,360°  etc.,  nach  welcher  Eichtung  man 
auch  bei  diesem,  so  wie  beim  vorigen  Viereck  im  Kreise  fortgehen 
mag.  Mithin  gehört  jenes  Viereck  zur  ersten,  dieses  zur  zweiten 
Classe.  Dagegen  ist  bei  ein  und  demselben  Dreieck  ABC,  die 
Bogensumme  AB  -\-  BC-{-  CA,  nach  der  einen  Richtung  gezählt, 
gleich  360°  oder  3.360°  etc.,  nach  der  entgegengesetzten  Eichtung 
gleich  2.360°,  4.360°  etc. 

Man  kann  auch  immer  schon  aus  der  niedergeschriebenen  Eeihe 
der  Buchstaben,  nach  welcher,  die  damit  bezeichneten  Spitzen  eines 
geraden  Vielecks  in  der  Peripherie  auf  einander  folgen,  beurtheilen, 
ob  das  Vieleck  zur  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört.  Vergleicht 
man  nämlich  mit  dieser  Eeüie  die  Ausdrücke  für  die  einzelnen  Seiten 
AB,  BC,  CD,  ...,  MA,  und  linden  sich  in  der  Reihe  bei  einer 
ungeraden  (geraden)  Zahl  der  Seiten  die  zwei  jede  Seite  bezeichnen- 
den Buchstaben  in  derselben  Folge,  als  wie  in  jenen  Ausdrücken, 
also  auch  bei  einer  ungeraden  [geraden)  Anzahl  in  umgekehrter 
Folge,  so  gehört  das  Vieleck  der  ersten  (zweiten)  Classe  an. 

So  ist  z.  B.  bei  dem  Sechseck  (Fig.  1)  die  Eeihe  der  Spitzen  in 
der  Peripherie:  ABCDEF,  und  darin  nur  der  Seitenansdruck  FA 
in  umgekehrter  Folge  (AF]  anzutreffen.  Mithin  ist  es  ein  Sechseck 
der  ersten  Classe, 


Bei  dem  Seckseck  (Fig.  2)  ist  die  Eeihe  der  Spitzen  ABEDCF, 
worin  AB,  Bö,  EF  in  directer,  und  CD,  DE,  FA  in  um- 
gekehrter Folge  sich  finden,  und  das  Sechseck  gehört  daher 
ebenfalls  zur  ersten  Classe ,  so  wie  auch  Fig.  3  mit  der  Reihe 
ABBFEC. 
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Dagegen  sind  Fig.  4  und  5  zur  zweiten  Classe  zu  reclineii,   in- 
dem in  der  Reihe  des  ersteren  Sechsecks  ABCFDE  die  zwei  Aus- 


drücke  BF  und  FA,    in    der  Reihe  des  letzteren  ABBFCD    die 
zwei  Ausdrücke  DE  und  FÄ  umgekehrt  anzutreffen  sind. 


Dio  üben  entwickelten  Sätze  lassen  sich  sehr  einfach  durch  tri- 
gonomeirisclie  Functionen  darstellen.  Setzen  wir  nämlich  die  Bogen 
AB,  JBC,  ...,  MA  lesp,  gleich  2«,  2;?,  ...,  2;(,  so  ist  bei  ungeraden 
Vielecken 

2a  +  2(5  4-...  +  2ft  =^.  360", 
also 

«  +  i^-H...  +  ,«=i'.180", 

oder,  was  dasselbe  ausdrückt: 

I)  sin(a  +  /?+...+^')  =  0. 

Ferner  ist  bei  den  geraden  Vielecken  der  ersten  Classe: 

2« +  2/? +...-1-2.11  =  (2j:> -H  1) ,  360", 
folglich : 

i  («  +  /^  +  J-  +  ■-■  +  .")  =  i-^P  +  1) .  90", 
oder 

II)  cos|(«-h(3  +  ...+..0  =  O, 

und   bei  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe: 

oder 

n*j  sini(a-|-^+, ,,  +  «)  =  !>. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  I),  II),  11*)  können  wir  nun  ohne 
"Weiteres  an  die  Lösung  der  Haupt-Aufgabe  gehen:  Aus  den  ge- 
gebenen Seitea  eines  in  einen  Ki'eis  zu  beschreibenden  Vielecks  den 
Halbmesser  des  Kreises  zu  finden. 

Eezoichnen  wir  die  Seiten  des  Vielecks,  AB,  BC,  ...,  ÄIA  mit 
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2ö,  2b,  ..,,  2»,  und  den  Halbmesser  mit  r,  so  ist  einleuchtend,  dass 

a  .  ■  !>  .  m 

sm  a  =  —,     sin  p  :=  —,     .. .,     sni  ;(  ^  — -, 

und  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halb- 
messer wird  gefunden  sein,  wenn  man  mittelst  der  letzteren  Glei- 
chungen aus  I]  oder  H)  oder  H*)  die  Hülfswinkel  a,  ß,  ...,  fi 
eliminirt  hat, 

Zu  diesem  Zwecke  wird  man  die  Sintis  und  Cosinus  der  Bogen- 
summen  in  I),  II),  H*)  als  Functionen  der  Sinus  der  einzelnen 
Bogen  «,  ß,  ...,  j.1  dai-zusteUen  haben,  und  zwar  als  rationale  Func- 
tionen dieser  Sinus,  wenn  die  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  c,  ...,  wie 
wohl  immer  gefordert  wird,  rational  sein  soll. 

L'm  den  hierbei  zu  nehmenden  Gang  mit  möglichster  Deutlich- 
keit vorzulegen,  machen  wir  mit  dem  Dreieck  den  Anfang.  Für 
dieses  ist  die  Gleichiing; 

o)  sin  (a  +  ß  +  y)  =  0, 

Damit  sie  zuerst  nach  sin  a  rational  werde,  erwäge  man,  dass  das 
"Wesentliche  der  Function  sin  «  und  jeder  rationalen  Function  von 
sin  K  überhaupt  darin  besteht,  dass  eine  solche  Function  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  statt  « 

a-^2p.\^(f,    oder   —a  +  (2_p4- 1)180° 
substituirt.     Nun   bleibt   sin  {a-\-  ß  -^  y)    durch    erstere   Substitution 
ungeändert,    verwandelt    sich    aber    durch    letztere    Substitution    in 
sin  {a  —  ß  —  y).     Mithin  wii-d  die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung 
a)  sein: 

i)  sin  [«  -H  ß  +  y)  sin  {—a  +  ß  +  /)  =  ü, 

als  welche  bei  der  einen  sowohl,  als  bei  der  anderen  Substitution 
für  a  unverändert  bleibt. 

Um  jetzt  diese  Gleichung  h)  nach  sin  ß  rational  zu  machen ,  so 
kommt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  h)  für  ß 

-ßj^[^p  +  \)m- 

setzt, 

sin(-«  +  /^  — r)sin(«  +  f^  — r); 
mithin   ergiebt  sich    die   nach   sin  (3  rationalisirte   Gleichung,    wenn 
man  das  zuletzt  Erhaltene  in  b)  multiplicirt : 

III)  sin  [a-^ß+y]  sin  [-^a+ß-^y)  siji{a—ß-^y)sii^  («  +  /^— r>  =  <*. 
Zugleich  aber  erkennt  man ,  dass  diese  Gleichung  III)  nach  sin  y 
schon  rational  ist,  und  es  daher  wegen  sin  y  keiner  neuen  Multipli- 
cation  bedarf.     Es  bleibt  daher  nur  ilie  wirkliehe  Entwiekelung  der 
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Gleich\mg    III)    yorzunehmen    übrig.      Diese    giebt,    wie    mau    bald 
findet : 

sin  a'  +  sin  /?*  -(-  sin  y*  —  2  (sin  ß^  sin  y^  +  sin  y^  sin  a^  +  sin  o^  sin^  ß) 
+  4  sin*  «  sin*  /?  siii^  j-  =  0 , 

und  ivenn  mitn  sin  «  =  — -,  etc.  setzt: 

[„^  +  ö^  +  ,4_  2(i^c^  +  tV;*  +  fl^ö^)],'*  +  4«*ÖV^  =  0, 
oder 

(<.+  S  +  c)(-o  +  S  +  »)(»-S  +  e)(a  +  i-c)r'-4o'5«o'  =  0, 
die  bekannte  Gleichung  zwischen   den  halben  Seiten  eines  Dreiecks 
nnd  dem  Halbmesser  des  umschi-iobenen  Kreises. 

Auf  ähnhche  Weise  wollen  wir  die  Gleichung  für   das  nächst- 
folgende ungerade  Vieleck,   das  Fünfeck,  abzuleiten  suchen. 
Die  ursprüngliche  Gleichung  für  dasselbe  ist: 
a)  sm{a  +  ß  +  y->rö  +  s)  =  0. 

Verwandelt  man  darin  et  in  —  a  und  multiplicirt  das  Ergebnis?  in  a], 
so  kommt  die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichiing: 

b)     sm{a-i-ß  +  y  +  6-{-e)smi—a  +  ß  +  y  +  d  +  e}^0. 
Um   b)   nach  sin  ß    rational   zu   machen ,    verändere    man    in   b)   das 
Zeichen  von  ß  in  das  entgegengesetzte,   und  man  erhält,  wenn  man 
das  so  veränderte  b)  in  das  vorige  multiplicirt: 

c)       sin{a  +  ß  +  y-\-d-\-s)sml^a^ß  +  y  +  ö  +  ,} 
X  sin  (ß  —  ,S  -h  y  +  d  +  «)  sin  (—  a  —  /?  +  /  +  <?  4-  «)  =  0, 
eine  Gleichung,   welche   nach  sin«  nnd  sin  ;?  zugleich   rational  ist. 
Hierin  wii'd  noch 

sm{a  +  ß  —  y  +  d  +  e)  sin  [—„  +  /?  —  j'  +  d  +  e) 
^  ^in  {a  —  ß -y  +  6  -i^  s)  sin  {—a  —  ß~y  -\-  d  +  s) 
multiplicirt   werden    müssen,    um    eine    auch    nach    sin  y    rationale 
Gleichung  zu  erhalten,  und  dieses  neue  Product  noch  mit 
sin(a  +  ß  +  y  — ö  +  e]  sin  (~a  +  ß  +  y  — 6  + e) 
^sm{a  —  ß  +  y  —  ö  +  €)smi~a  —  ß  +  y~ö  +  e] 
X  sin  (a  4-  ^  --  r  — 15  4-  «)  sin  (—  a  4-  ;3  —  y  —  d  +  s) 
X  sin  (a  — /S  —  ;- —  (5  +  k)  sin  [— ö  — /?  —  j- —  d  4- 4 
danüt  die  Gleichung  auch  nach  sin  d  rational  werde. 

Dieses  ganze  aus  16  Factoren  bestehende  Product  lasst  sich  ein- 
TJebereicht  am  bequemsten  auf  folgende  Weise  darstellen.  Man  be- 
zeichne das  Product  aus  den  5  Factoren,  welche  man  erhält,  wenn 
man  in  a]  von  den  5  Bogen  nur  einen  auf  einmal  negativ  setzt, 
durch 

2sm(—c<  +  ß  +  y  +  ö  +  ,), 
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und   eben   so   das   Prodnct  aus   den   10  Factoren,   welche   entstehen, 
\\-cnn  man  in  a)  zwei  Bogen  immer  zugleich  negativ  nimmt,   durch 

2sm{—a  —  ß  +  Y  +  d-\-e). 
Alsdann  ist  das  Product  aus  allen  J6  Factoren: 
V)     sin[«+^  +  ?'  +  ö  +  f)^sm{— «+;?+. .-):^sin[-«-^  +  /  +  ...), 
und  dieses,  gleich  Null  gesetzt,  wird  zur  unmittelbaren  Entwickelung 
der  rationalen  Gleichung  fiii-  das  Fünfeck  dienen.     Denn  dass  auch 
sin  £   rational  darin  vorkomme,   folgt  sogleich  daraus,  dass  die  nach 
sin«,    ..,,   sui  d    rational   gemachte   Grleichiing    nach    a,  ß,  y,  d,  e 
zugleich  symmeti-isch  ist. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,   auf  diesem  Wege   weiter  fortzugehen, 
und    die    Gleichungen    für    ungerade  Vielecke    von    noch    mehreren 
Seiten   zu  entwickeln.      So   wird   mit  Anwendung   der   vorigen   Be- 
zeichnungsart für  das  Siebeneck  die  Gleichung  sein: 
VII)      dn{a  +  ß  +  ...^^)Ism{—a+ß  +  ...}Ssm{—a—ß+y  +  ...) 

X  ^  sin  (—  <v  —  /?  —  /  +  <S  +  , .)  =  0, 
wo  von  den  drei  durch  2  angedeuteten  Producten  das   erste  aus  7, 
das   zweite  aus  21,   das  dritte   aus   35  Factoren  besteht.     Dass  aber 
alle  diese  Factoren,  und  ausser  diesen  keine  anderen  nöthig  sind,  um 

sm{a  +  ß  +  ...+yi) 
nach  sin  a,  sm  ß,  ...,  sm -rj  rational  zu  machen,  lässt  sich  folgender- 
massen  übersehen. 

Zuerst  ist  klar,  dass,  iveil 

sin  («  +  ,:;  +  ...  +  ,/) 
eine   symmetrische  Function   von    a,  ß,  y,  ...,  ij   ist,    auch  F   nach 
diesen  Grössen  symmetrisch  sein  muss,  wenn  wir,  der  Küi-ze  willen, 
dui-ch  P  =  0  die  rationalisii-te  Gleichung  vorteilen. 

2)  Aus  der  bei  dem  Drei-  und  Fünfeck  angewandten   Methode 
erhellt,  dass  P  ein  Product  von  m  Factoren  von  der  Form 

sm{±  et  ±ß±y±...d=rj) 
sein  muss. 

3)  Jeder  dieser  Factoren    an    sich   ist   In-ational,    giebt  aber  in 
Verbindung  mit  den  m—l  übrigen  jedesmal  das  rationale  P. 

4}  Es  ist  gewiss,   dass 

sin  (—«  +  ,?  +  ...  +  <;) 

einer    der  m  Factoren  ist.     Mithin    kann   man   P   auch    als    durch 

Rationahsirung  dieses  Factors  hervorgehend  betrachten.    UrspriuigHch 

aber  entsteht  P  durch  E.ationalisinrng  von 

sin(«-f-/S+...  +  ^). 
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P  viTid  sich  folglieh  nicht  ändei'ii,  wenn  man  darin  —  a  für  a, 
und  der  symmetrischen  Form  wegen,  überhaupt  irgend  ein  Element 
in  jedem  der  m  Factoren  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt; 
d.  h.  es  müssen  durch  diese  Aendernng  des  Zeichens  dieselben  Fac- 
toren, nur  in  anderer  Ordnung,  zum  Vorschein  kommen, 

5)  Hieraus  folgt  nun  leicht,  dass  in  den  Sinussen 

sm{±a±ßd=...), 
woraus  P  zusammengesetzt,  alle  möglichen  und  absolut  verschiedenen 
Combinationen  der  Bogen  a,  ß,  ...  durch  +  und  —  vorkommen 
müssen,  so  wie  auch,  dass  jeder  Sinus  auf  gleiche  Ai^t  dasein  muss, 
d.  h.  jeder  entweder  in  der  ersten  oder  in  der  zweiten  oder  dritten  etc, 
Potenz. 

6)  Es  reicht  aber  hin,  alle  die  verschiedenen  Sinus,  welche  man 
p,  q,  r,  s,  ..  nenne,  nur  in  der  ersten  Potenz  zu  nehmen.  Demi,  ge- 
setzt, dass  durch  die  Veitanachung  des  a  mit  —  a,  p  in  <}  und  y  in^j, 
r  in  ä  und  s  in  r  übergehe,  so  werden  schon  die  einzelnen  Producte 
pq,  rs,  ...  rationale  Functionen  von  sin«,  also  auch  das  ganze 
pqrs ...  eine  rationale  Function  desselben  Sinus  sein.  Ebenso  ist 
klar,  dass  durch  Zeichenändemng  des  ß  von  allen  den  verschiedenen 
Sinussen  p,  q,  r,  s,  ...  die  eine  Hälfte  in  die  andere,  und  umgekehrt, 
übergehen  muee,  und  dass  schon  die  einzelnen  Producte  je  zweier 
sich  gegenseitig  in  einander  verwandelnder  Sinus  nach  sin  ß  rational 
sein  müssen.  Dasselbe  gut  von  der  Rationahtät  nach  sin  f,  u.  s.  w. 
Folglich  wii'd  schon  das  einfache  Vio^Mct  pqrs...  selbst,  nicht  erst 
eine  höhere  Potenz  desselben,  nach  allen  den  einzelnen  sin  a,  sin  ß,  ... 
rational  sein. 

Da  nun  in  der  That  die  linke  Seite  der  obigen  Gleicliung  alle 
Sinus  enthält,  die  aus  der  Form 

sin  (±  a±  ß  ± —^) 

durch  alle  möghchen  Combinationen  der  Vorzeichen  entstehen,  und 
auch  jeder  Sinus  nicht  mehr  als  einmal  vorkommt,  so  muss  durch 
diese  Gleichung  die  ursprüngliche, 

sin(«-H....-ht;)-0, 
und  zwar  auf  die  einfachste  Weise  rational  gemacht  sein. 

Nach  denselben  Schlüssen  wird  allgemein  in  der  rational  ge- 
machten Gleichung  für  das  (2m-|-l)Eck  auf  der  einen  Seite  Null 
und  auf  der  anderen  ein  Product  aus  folgenden  Factoren  stehen: 

1)  der  Sinus  y  der  Summe  aller  2!?!+l  Bogen  a,  ß,  y,  ..,; 

2)  die  2wi+  1  Sinus,  welche  hervorgehen,  wenn  man  iny  einen 
der  2»j  +  l  Bogen  negativ  nimmt; 
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ö]  die  T — biniis,  riie  aus  J   erlialten  werden,  we: 

2  Bogen  zugleich  negativ  nimmt; 


1.2. 

negativ  setzt;  u.  s.  ^v. 

und  endlich  die  -^ —^ ö Sinus   mit  , 

negativen  Bogen, 

Die  Anzalil  aller  dieser  Sinus  ist  =  2^'". 


Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Vielecken  von  gerader  Seiten- 
zahl fort.  Sie  zerfallen,  wie  oben  gezeigt  wurde,  in  zwei  Classen, 
von  denen  wir  aber  nur  die  eine,  —  es  sei  die  erste  — ,  einer  um- 
ständlicheren Betrachtung  zu  unterwerfen  nÖthig  haben. 

Für  das  Viereck  der  ersten  Classe  ist  die  zu  rationalisiremlp 
Gleichung : 

Kieser  Cosinus  wird,  wenn  man  für  a 

-ß  +  (2^  + 1)180" 
substitnirt, 

cos[(2i>+l)90"+^(-«+/i...)]  =  -sini(-ß  +  ^...)sin  (2^  +  1)90": 
ferner  wird 

.mi(--<.  +  ,S,.,) 
durch  die  nämliche  Substitution 

sin[i((.  +  |!(+...)  — (2p  +  l)90°J=~cosi(n  +  (!  +  ...)siii(2;)+l)90°, 
mithin  wird  bei  dieser  Substitution,  weil 

[.in(2;,  +  l)90°j'  =  l, 
das  Product 

cos  . K« +  ,»  +  ...) sin  i(— «  +  ,?  +  ,.,) 
ungeändert  bleiben.     Es  findet  sich  aber  eben  so  leicht,   dass  dieses 
Prodnct  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a  mit  «  +  2^  .  180°  vertauscht, 
indem  dadurch  cos|(«  +  ^  +  ...)  in 

cos  [J(o  + /S +...) +y,  180°]  =  cos  J(c< +  /*+...)  cos  (y,  180°), 
tinH—a  +  ß  +  :)    in    siu[i(— o +  ^  + ..,)— ^  .  180°] 
=  sin  i(—  £,  +  ^  +  . . .)  cos  {p  .  180°) 
übergeht,  und 

[cos(y.l80°)]'=  I 
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Es  muss  folglich: 

cos  ■!{«  +  ,Ö  +  , ..)  dn  i(—  «  +  ^  -f-  , . .) 
nacli  sin  a  rational  sein,  so  wie  es  auch  in  der  That 

-:^sin(,?+...)-isina 
ist.     Da  nun  ebenso,  wenn  man  —  a  füi'  a  setÄt,  auch 

cos  i(- «  +  ,?+...)  sin  l(«  +  ^+...) 
nach  sin  u  rational  sein  nsuss,  so  entspringt  daraus  die  Regel,  dass,  um 

cos  oder  sin -^[« +  (^  +  ■■■) 
nach  siji  ß  rational  zu  machen,  man  darin 

sin  oder  cos  \  ( —  «  +  /^  +  . . .) 
multipliciren  muss. 

Die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung  für  das  Viereck  ist  daher; 
cos  .\{a  +  /^  +  y  +  d)8in  i(—  «  +  /5  +  7  +  ö)  =  0. 
Um  sie  nach  ß  rational  zu  machen,  wird  in  sie  nach  jener  Eegel 

sin^[a  — /;  +  y  +  (J)  cos  ^(—  «  —  ^  -H  y  +  ^) 
zu  multipliciren   sein.      In    dieses   jetzt   aus  4  Factoren   bestehende 
Product  multiplicire  man 

sinilw  +  iS-^'  +  dlcos^K «  +  ^-3'  +  ö)eosi[«-^-3'  +  '5) 
Xaini(-«^^-y  +  .3), 
um  es  nach  sin  y  rational  zu  machen.     Hiernach  ist  die  nach  sin  a, 
sin  ß,  sin  /  rationalisirte  Gleichung  des  Vierecks : 

(        cosi(ß  +  ^  +  >'  +  (S)cos|[— a  — /3  +  y  +  dJ 
TIA      ._     Xcos|(-a  +  ^-y  +  <J)cosi(-«  +  ,^  +  y-,J) 
^^J      '^^IXsinK— a  +  ^  +  ^  +  <?)sin|[«  — ^  +  ^  +  ,5) 

I  X  sin  ^  («  +  /i  -  /  +  d)  sin  i  (ß  +  /3  +  r  ~  <J)- 
Da  aber 

C08^{— ß— jS4-rH~'5)  =  cos|(a  +  /S  — y— ö),  etc., 
so  leuchtet  ein,  dass  diese  Gleichung  nach  a,  ß,  y,  ä  symmetiisch, 
mithin  auch  nach  sin  d  rational,  folgheh  die  gesuchte  Gleichung  ist. 
Hieraus  lasst  sich  endlich  che  Gleichung  zwischen  r,  «,  h,  c,  d 
etwa  auf  folgende  "Weise  am  kürzestea  ableiten.  Multiphcirt  man  je 
einen  Cosinus  mit  einem  Sinus,  so  kommt: 

[sin  ß  —  sin  (/?+/  + d)]  [sin  ß  +  sin  (— /f  4- ;<  + <))] 
X  [sin  ß  +  sm(,9  —  y  +  d)]  [sin  a  +  sin[f5  +  y  —  Ö]]  =  0, 
welche  Factoren  man  der  Reihe  nach  /',  g,  h,  i  setze. 

Man  hat  weiter: 
fg  =  sin  ß*  — 2sin  a  sin  ß  C08(/  +  (?)  —  \co&1ß  -\-\  cos  2(/  +  (5), 
ki  =  sin  ß*  +  2sm  ß  sin  ß  cos  {y  —  &)—  -i  cos  Iß  +  ^  cos  2  (7  —  6). 
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Man  setze  nun  einstweilen  r  ^=  l  und  liieriiach  sin  a  =  a,  aiR  ß  =  h, 
etc.,  so  wird; 

cos(/  dl  (5)  :=  cos  y  cos  ä  ^  cd, 
cos  2/3  =  1  —  2J% 
cos  2(7  ±  ^)  ==  (1  —  2c^)  (1  —  2(^^)T  2c£;  cos  /  cos  <?, 
und  hiernach: 

/^  =  ß^  +  5^  — c^  — <?ä4-2c^rf^-|-2aic(/— 2(ß5  4-cc?)cosy  cos  d, 
Äi=-  «^  +  5^  — c^  — i:;?^  +  2cV^  +  2m5c<^4- 2fß5  +  cc?)  cos  ;'  cos  (J, 
folglich /ifÄ*  =  0 

=  [ffl*  +  S^  —  c*  —  d'^f  +  4ct?(«Ö  +  crf)  [a^  4-  5^  —  c=  —  (/^) 
—  4(«ö  +  c^)''(l— c^  — <f*), 
und  wenn  man  jetzt  noch  )■  hinzufügt,   so  dass  alle  Glieder  einerlei 
Dimension  erhalten: 

[4{«5  +  cdf  -  [«^  Jri'-c^~  drV 

=  ^ah  4-  cd)  [ah{c^  +  cl")  +  c(f  («''  +  h% 

welche  Gleichung  sich  ohne   Schmeiigkeit  auf  die  bekannte  Form 


[—aArh'\-c-\-d){a^b+o-^d){a  +  h-~c-\-d){a  +  b  +  c  —  d)r^ 
=  'i{ab  +  od){ao  +  bd){ad  +  bc). 

Bedeuten  a,  b,  c,  d  nicht,  wie  oben  angenommen  wurde,  die 
halben,  sondern  die  ganzen  Seiten,  so  fällt  der  Factor  4  weg. 

Um  jetat  die  rationale  Gleichung  für  das  Sechseck  und  die 
höheren  geraden  Vielecke  überhaupt  zu  finden,  wird  es  genug 
sein,  zu  überlegen, 

1)  dass  diese  Gleichung  nach  allen  den  darin  vorkommenden 
2m  Bogen  (wenn  2m  die  Seitenzahl  ist)  symmetrisch  sein  muss; 

2)  dass,  indem  man  in 

cos  |(«  H-  (3  +  X  +  -  ■  ■) 
nach  und  nach  einen,  zwei,  drei,  ...  Bogen  negativ  nimmt,  der 
coainus  in  sinus,  hierauf  wieder  in  cosinus  und  so  fort  abwechselnd, 
zu  verwandeln  ist,  wie  dies  unmittelbar  aus  obiger  Regel  folgt;  dass 
man  also  überhaupt  cos  oder  sin  vorzusetzen  hat,  nachdem  die  An- 
zahl der  negativen  Bogen,  und  fo^lioh  auch  der  positiven  (weil  die 
Anzahl  aller  gleich  2m),  gerade  oder  ungerade  ist; 

3)  dass  höchstens  nur  m  Bogen  negativ  zu  nehmen  sind,  indem 
die  cosinus  oder  sinus  bei  m-\-n  negativen  Bogen  mit  den  cos  oder 
sin  bei  m  —  n  negativen  die  cosinus  ganz,  die  sinus  doch  ihrem 
absoluten  "VVerthe  nach,  identisch  sind; 
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4)  das3  man  a,us  eben  dem  Gci'unde  von  den  Factoren  mit  m 
negativen  Bogen  nui-  die  eine  Hälfte  beizubehalten  hat;  z.  B.  alle 
diejenigen,  woiin  a  negativ  vorkommt,  wie  in  IV). 

Nach  diesen  Beti'achnngen  wird  die  ratio nalisirte  Grieichung  für 
das  Sechseck  sein: 

VI)  0  =  cos  i  (a  +  iS  +  7  +  d  +  e  +  0 

Xsin|-(-«+/S.,.  +  r)an|(«-;?-h7  +  ...+C)...sin^(«  +  ...  +  K-?) 

Xcos|(-a  — /?  +  y...  +  Öcos^(— «4-/5-7 +  ...  +  C).. . 

cos^(a-l-...-|-<!  — e  — r) 

X  sin  i (—  ß  —  ^  —  y  +  . . .  +  0  . . .  sin  ^(-  «  +  ^  +  7  -H  (J  —  c  —  Q. 

Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist 

Dass  aber  dieses  Product  nach  allen  sin  «,  sin  ß,  ...,  sin  C  rational  ist, 
ergiebt  sich  leicht  daraus,  dass  für  jeden  dieser  Sinus  je  2  Factoren 
snisammengehören ,  die  ein  nach  demselben  rationales  Product  mit 
einander  bilden.     So  gehört  z.  B.  für  sin  d  zu  dem  Factor 

der  Factor 

und  umgekehrt  zu  letzterem  der  eretere,  indem  ihr  Product 

=  ^sin(J-isin(«4-/^  +  y-*-Q 
ist. 

Auf  gleiche  Art  wird  überhaupt  die  rationalisirte  Grieichung  für 
das  2»iEck  der  ersten  Classe  sein: 
0  =  cos4(ß  +  ;5+-.-)-2sini(— «+/?  +  . ..):S  cos -|(—«—^+ 7  +  ...) 

X:Ssmi(-«-,3-7-hd+...) 
und  so  fort  bis  zu  dem  Product  aus   allen   den  Cosinussen  (wenn  m 
gerade),  oder  Sinussen  (wenn  m  ui^erade),  bei  welchen  nebst  einem 
und  demselben  Bogen,  z.  B.  «,  noch  m — 1   andere  negativ,   die  m 
übrigen  aber  positiv  sind,     Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist; 
2m{2m--i]        2m{2,n-l]{2m-2] 
l+2m+         ^2  ^^        1.2.3  ^■■■ 

J_    2w(2>»  — l)...(m+l)^        ,_, 

"'^2'  1.2 m 

Was  die  geraden  Vielecke  der  zweiten  Classe  anbelangt, 
so  hat  die  hierbei  rational  zu  machende  Gleichung  die  Form: 
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Nach   der  oben  gegebenen  Regel   wird  diese  Gleichung  nach  sin  a 
rational  gemacht,  wenn  man  sie  mit 

cos^{-a  +  ß  +  ...] 
multiplich't,  nnd  dieses  nach  sin  a  rationale  Prodiict  wiiA  auch  nach 
sin  ß  rational  werden,  wenn  man  es  mit 

cos  i(«-;S  + y. ..1  sin  i(- «-?+..,) 
multiplicirt  etc.  Die  vationalisirte  Gleichung  eines  geraden  Vielecks 
der  zweiten  Classe  erhält  man  also  nnmittelbar  aus  der  Gleichung 
desselben  Vielecks  der  ersten  Classe,  wenn  man  in  letateiei  Glei- 
chung die  Wörter  ainus  und  cosinus  mit  einander  vei-wechselt.  So 
wird  a.  B.  die  rational  gemachte  Gleichung  für  das  Viereck  der 
zweiten  Classe  sein: 

/       ■  sin  i.  {a  +  ß  +  y-h  ö)  sin  {l{-^a  —  ß  +  y  +  ä) 
I  X  sin  4.(—  a  +  ß^y  +  ö)  sin  ^(—  a  +  ß  +  y  —  d) 
|Xcos|(-«  +  ^  +  74-<i)cosf(«  — fJ  +  y  +  Ö) 
\xms^(a  +  ß  —  y  +  S}  cos  ^{a  +  ß  +  y  —  d]. 
Hier   ist  also  bei  den  Cosinussen  die  Anzahl  der  negativen  Bogen 
ungerade  und  bei  den  Sinussen  gerade,  während  bei  der  ersten  Classe 
das  Gegentheil  stattfand.      Daraus    ergiebt  sich  ferner,    dass  IV)  in 
IV*),  VI)  in  VI*)  etc.,  und  umgekehrt,   auch  dann  sich  vei-wandelt, 
wenn  man  irgend  einen  der  2m  Bogen,  z.  B.  a,   oder   auch  irgend 
drei,  fünf  etc.  Bogen  negativ  nimmt,  dass  aber  die  Gleichungen  IV), 
VI)  etc.  sowohl  als  IV*),  VI*)  etc.  unverändert  bleiben,   wenn  man 
irgend  eine  gerade  Anzahl  der  2m  Bogen  mit  dem  en^egengeae taten 
Zeichen  nimmt.     Es  wird  folglich   auch  die  daraus  abgeleitete  Glei- 
chung zwischen  r,  a,  h,  ...    eines  geraden  Vielecks  der  einen  Classe 
in  die  Gleichung  des  der  anderen  Classe  zugehörigen  Vielecks  sich 
verwandeln,  oder  sich  nicht  ändern,  je  nachdem  man  einer  ungeraden 
oder  geraden  Anzahl  der  Seiten  entgegengesetzte  Werthe  giebt. 

Die  Gleichung  zwischen  r,  «,  b,  ...  für  das  Viereck  der  zweiten 
Classe  wird  demnach  sein: 
{a  +  h  +  o  +  d){—a—b-!rC'\-d)(—a+b—c  +  d](—a+h  +  c  —  <i)r^ 

=  ^  -\[ah  —  cd]{ae  —  bd){ad—hc). 
Diese  Gleichung,  sowie  die  vorige  fiir  das  Viereck  der  ersten  Classe, 
besitzen  demnach  die  Eigenschaft,  dass  die  eine  in  die  andere  über- 
geht, wenn  man  irgend  eine  der  vier  Grössen  negativ  nimmt,  dass 
also  jede  derselben  für  sich  auf  gleiche  Art  sich  ändert,  man  mag 
(ü  in  — ß,  oder  hm  — h  etc.  verwandeln,  und  dabei  in  dem  ersten 
Zustande  sowohl,  wie  in  dem  geänderten,  nach  a,  b,  c,  d  symmetrisch 
ist.     Wir  schliesscn  hieraus,    dass  jede   der  beiden  Gleichungen,   in 
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einzelne  Glieder  aufgelöst,  ausser  symmetrischen  Functionen  von 
«',  5',  c^,  d^,  als  welche  bei  jedem  Zeichenwechsel  der  Elemente 
ff,  5,  ...  dieselben  bleiben,  noch  das  Product  abcd  enthalten  werde, 
welches  die  einfachste  aymmetiische  Function  von  a,  b,  c,  d  ist,  die 
sich  bei  dem  Zeichen  Wechsel  eines  jeden  ihrer  4  Elemente  auf 
gleiche  Art  ändert.  Und  in  der  That  lassen  sich  die  Gleichungen 
IV)  und  IV*)  in  folgender  Foiin  darstellen: 

[-^a'  —  ...  —  d'  +  ^{u'b''  -iro'c^  ^  ...  +c^d^)±%ahcd]r^ 
=  4[ff^iV^  +  -.-  +  S'ö'^')±4«öc(?(«^4-...+(/^), 
wo  das  obere  Zeichen  für  die  erste,  das  andere  für  die  zweite  Classe 
gilt.     Auf  ähnliche   Ai't  wird  die   Gleichung  füi-  das  Sechseck   aus 
symmetrischen  Functionen  von  ß*,  5^,  ■■■,  f  und  aus  dem  Producte 
ubcdef  aus aramenge setzt  sein,  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  für  ungerade  Vielecke  dagegen  enthalten  nm- 
symmetrische  Functionen  von  a^,  b^,  ...  und  bleiben  daher  bei  jedem 
Zeichenwechsel  ihrer  Elemente  unverändert. 

Noch   kann  man  bemerken,  dass  die  zwei  rationalisirten  Glei- 
chungen der  ei-sten  und  zweiten  Classe  eines  geraden  Vielecks,   in 
einander   multiplicirt    ein   Product   geben,    welches    die    Fonn    der 
rationalisirten  Gleichung  eines  ungeraden  Vielecks  hat,  nämlich: 
cos  ^(ß-l-/J  +  -..)2  sin  ^(—«4- (3 +  ■-■}■-. 
X  sin  .J[ß +  ,':;  +  ,.. )2  cos  i(— «4-/^  4- -..).■■  =  0, 
einerlei  mit 

sin(«  +  j5  +  ...):2sin[-ß  +  ^  +  ...}...  =  0, 
nnd  dass,  wenn  man  auch  bei  einem  ungeraden  Vielecke  als  rational 
zu  machende  Gleichung  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  bei 
geraden  Vielecken,  zu  Grunde  legen  wollte,  man  dennoch  zu  der- 
selben rationalisirten  Gleichung  wie  vorhin  gelangen  würde.  Setze 
man  z.  B.  für  das  Dreieck  die  Gleichung 

cos-^(ß  +  ^-|-j')  =  0, 
so  müsste  man  sie,  um  sie  nach  sin  a  rational  zu  machen,  mit 

8m4H«  +  ,3  +  y) 
und  wegen  sin  ß  noch  mit 

sin  I  [a  —  ß  +  7)  cos  -^  ( —  a  —  ß  +  y) 
multipliciren.    Dieses  Product  ist  aber  noch  nicht  nach  sin  y  rational, 
sondern  wird  es  erst  dui-ch  Multiplication  mit: 

sini(ß  +  /3->')  cos|(— ß-H,S-y)  cosi(a~^-j')  sin^(-«-/S— 7), 
wodurch  man  auf  die  obige  Gleichung  III)  zuiHickkommt. 
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Das  Bisherige  wird  genug  sein,  um  zu  sehen,  wie  man  aus  der 
Seitenzahl  irgend  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks 
die  Gleichiing  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halbmesser  des  Kreises 
finden  könne,  zugleich  aber  auch,  um  einzusehen,  dass  diese  Glei- 
chungen, die  bereits  entwickelten  fii  da=!  Dreieck  und  "Nieieck  aus- 
genommen, schon  vom  Fünfeck  an  lelii  zusammengesetzt  «em  müssen 
Ohne  dalier  im  Gegenwärtigen  diese  Ent\Mckelung  selbst  voizu- 
nehmen,  will  ich  jetzt  nur  die  hieibei  gewis«  noch  im  meisten  mtei- 
essirende  Frage  zu  beantworten  «uchen  bis  luf  welchen  Giad  eine 
solche ,  nach  Potenzen  von  /  geoidnete  Gleichung;  steige  wie  viel 
also  verschiedene  Kreise  exiatiien  in  denen  aus  einer  gegebenen 
Anzahl  von  Seiten  ein  Vieleck  zusimmengesetzt  weiden  kann 

Weil  in  der  Gleicbui^  zwischen  r  a  i  r  nur  die  Quadiite 
von  a,  h,  ...,  und  bei  geraden  Vielecken  noch  das  Pioduct  lus  allen 
Seiten  vorkommen,  so  ersieht  man  zuerst  dass  die  Gleichung  nui 
gerade  Potenzen  von  r  enthalten  könne  und  dass  sil  nuthm  nach 
ihnen  geordnet  von  der  Form  &ein  weide 

0)  0  =  ^4-  -B)-^  +Cr'  +  ...  Pr^'i', 

wo  A,  B,  C,  ...  rationale,  ganze,  symmetrische  Functionen  von 
«*,  b^,  c^,  ...  (und  abc  ..,)  sind,  und  p  eine  ganze  von  der  Seiten- 
zahl m  abhängige,  jetzt  eben  zu  bestiniraende  Mahl  ist.  Diese 
Gleichung  lässt  sich  nämlich  in  p  Factoren  von  der  Form  r'^  —  q 
auflösen,  deren  jeder,  wenn  anders  q  eine  mögliche  und  positive 
Grösse  ist,  einen  besonderen  Kreis,  dessen  Halbmesser  ^  ±  Yq,  zu 
erkennen  giebt,  in  welchen   das  Vieleck  beschiieben  werden   kann. 

Um  nun  den  Grad  der  Gleichung,  oder  2p.  fiir  ein  gegebenes  m 
zu  bestimmen,  wird  es  hinreichen,  das  erste  und  letzte  Glied  der 
Gleichung  zu  entwickeln,  worauf  dann  der  Unterschied  in  den  Dimen- 
sionen dieser  Glieder  dem  gesuchten  2p  gleich  sein  wird.  Um  die 
dabei  anzuwendende  Methode  zuerst  am  Dreieck  darzulegen,  so  ist 
in  der  rationalisirten  Gleichung  III)  der  erste  Factor  des  gleich  0 
gesetzten  Products;  sin  {a -\- ß -\~  y) ,  den  man  jetat  unter  folgender 
Foim  darstelle; 

^  [cos  {a  +  ßJry)  +  ism[a  +  ß  +  y)] 

-  ^  [cos  {a  +  ß  +  y)-idii{a  +  ß  +  y)] 

=  q-7  (cos  «  -[- !  sin  a]  (cos  ß  +  i  sin  ß)  (cos  y  -\-i  sin  y) 

—  ^  (cos  a  —  i  sin  a)  (cos  ß  —  i  sin  ß)  (cos  /  —  i  sin  y)  =  a, 


y  Google 


Vielecke  im  Kreise, 
=  V  —  1   ist ,  und  auf  gleiche  Weise : 

=  q-;  (cos  a  —  *'  ein  «)  (cos  /?  +  j  sin  ß)  (cos  /  +  8  sin  y) 
—  ^  (cos  «  +  i  sin  a]  (cos  /?  ■ —  i  sin  /S)  (cos  /  ■ —  *  sin  /) , 
F.     Es  ist  abei',   wenn  man  einstweilen  r=l  nimmt; 


zia, 


etc.  Substitnirt  man  diese  Ausdrücke  in  a,  t,  c,  ...,  so  werden  sich 
in  dem  Producte  a6cb  die  Wurzelzeichen  gegenseitig  vernichten  und 
dieses  Product  gleich  0  gesetzt,  und  mit  Hinzufügung  der  Potenzen 
von  r  die  Dimensionen  überall  gleich  gemacht,  wird  die  gesuchte 
Gleichung  für  das  Dreieck  erhalten  werden. 

Zu  demselben  Resultate  wird  man  nothwendig  auch  gelangen, 
wenn  man  statt  der  Wui'zelgi'Össen  Vi  —  «*,  etc.  ihre  Entwickehingen 
in  unendliche  Reihen:  1 — -^o;'-— ...,  etc.  subsdtuirt.  Zugleich  aber 
bieten  diese,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a,  ...  geordneten  Ent- 
wickelungen  ein  einfaches  Mittel  dai-,  um  von  der  Gleichung  a6cb  ^  0 
das  Glied  von  der  niedrigsten  Dimension  separat  darzustellen,  da- 
durch nämlich,  dass  man  von  jeder  Reihe  ebenfalle  nur  das  uiedi'igste 
Glied,  welches  überall  gleich  1  ist,  beibehält.     Hierdurch  wird 

cos  ß  ±  8  sin  «  =  1  ±  ia, 
etc.,  und 

«  =  B ''  + '"' ''  +  '*' ''  + '"'  ^  27 ''  - '"'  (>  - ") I'  -  •■'). 

und  wenn  man  diese  Producte  entwickelt,  und  dabei  gleichfalls  nur 
die  niedrigste  Dimension  von  a,  h,  c  stehen  lässt: 

und  eben  so 

h  =  -a+h  +  e, 

u.  s.  w.,  folglich  das  niedrigste  Ghed  in  ahcti, 

So  wie  das  niedrigste  Glied  durch  Auflösung  der  Wurzelgrössen 
Vi  ■ —  «°,  etc.  in  Reihen,  nach  aufeteigenden  Potenzen  von  a,  ...  er- 
halten wurde,  eben  so  wird  sich  das  Glied  ergeben,  welches  die  höchste 
Dimension  von  a,  b,  c  in  sich  fasst,  wenn  man  die  Wurzelgrössen 
nach    absteigenden    Potenzen    entwickelt,    und   von    diesen    Reihen 
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gleichfalls  nur  den  Anfang  beibehält.     I 

Vy  —  a^  =  iVa^  —  1  =  i' 
folglich :  


VT^^- 


,  und 


weil  das  zweite  Glied,  wo  a,  b,  c  im  Nenner  vorkommen,  gegen  das 
erste  wegzulassen  ist.     Aus  eben  dem  Grunde  hat  man: 


folglich  das  höchste  Glied  in  ahcii 

a       b        G 
Da  dieses  nur  um  2  Dimensionen  hoher  als  das  niedrigste  ist,  so  ist 
die   Gleichung  selbst   nur   vom   zweiten   Grade,    hat    folglich   keine 
Mitte^lieder  und  ist  nach  Hinzufdgung  von  ?■': 

(«  +  ö  +  c)  (—  ß  +  ö  +  c)  («  —  ö  +  c)  («  +  /'  —  c)^*  —  4  «^  ÖV^  =  0 , 
wie  schon  oben  gefunden  wurde. 

Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  für  das 
Fünfeck  und  die  ungeraden  Vielecke  mit  noch  mehreren  Seiten  be- 
handeln,    Uebeihaupt  nämlich  wii-d  von 

sin  (±  a  +  /f  ±  y  ±  - . .) , 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a,  b,  c,  ...   entwickelt,   das   erste 
oder  niedrigste  Glied 

sein.      Entwickelt    man    aber    denselben    Sinus    nach    absteigenden 
Potenzen,  so  ist  das  erste  und  also  höchste  Glied 
=  -i!(2i<.)*'(2.-S)*'(2,'«)*'... 

iii2iaf    (2i4)'   (iicf    .... 
nachdem    die    Dimension    des    einen    oder    des    anderen  Ausdruckes 
positiv  ist,  wobei  sich,  weü  die  Anzahl  von  a,  b,  e,  ...  ungerade  ist, 
die  i  immer  gegenseitig  aufheben  werden. 
Bei  dem  Fünfeck  ist  demnach  von 
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das  niedrigste  Glied  P  i 

in  der  Gleichung  0), 

=  (a  +  i  +  c+d+e}2 

(-o  +  ä+, 

s  +  ,i  +  .)2H«- 

-S  +  o+i+,), 

und  dessen  Dimension 

= 

=  1+5  + 

^^--^ 

für  das  höchste  Glied  A  hat  man 

.m(o  +  ,i  +  ..0=^ 

-i-i.Ua.i 

;iJ.  2ic.2i(J.2 

ie  =  lHahcde, 

sin  {-^a  +  ß +...)  = - 

-i.-(2.-=r'. 

, 2;j  .  lie.iid. 

^.^            ihcde 

sin{—a  —  ß  +  y  +  ...)  -- 

=  -li(2i, 

,f\lii]-\iie 

.2id.2ie=,^ 
ab 

folglich  A  selbst 

=  10  aS 

cde^(- 

Mcä,\  „Icde 

)• 

und  dessen  Dimension 

weil  jeder  der  5  unter  dem  ersten  2  begriifenen  Factoren  von  der 
dritten  und  jeder  der  10  Factoien  unter  dem  zweiten  2  von  der 
ersten  Dimension  ist;  folglich  der  ünterecliied  der  Dimensionen 
zwischen  A  und  P,  oder 

2^:.  =  5  —  1  +  {3  —  1)  5  =  4  +  2  .  5  und  j)  ^  2  +  1  .  5  =  7 ; 
d.  h.  die  Gleichung  für  das  Fünfeck  ist  nach  r*  vom  siebenten  Grade. 
Sind  daher  alle    7  Wurzeln  dieser  Gleichung   möglich,   so   giebt  es 
sieben   (im  Allgemeinen)  verschiedene   Kreise,    in   welche  sich   mit 
den  gegebenen  fünf  Seiten  ein  Fünfeck  zeichnen  lässt.     Weil 
--,  /         hcde\        I      ^bcde\      1      ,ucde\  .,   ,,,  ,„  , 

und 

■^lcde\  cde     bde       abc  j,^        ^ 

-^  \äb}  ~  ~äh    '  Itc'  ' ' ■  ~de    '~  "       '"^  ' 

so  ist  das  höchste  Glied  entwickelt 

mithin  das  Product  aus  den  Quadraten  aller  7  Halbmesser: 

'■^''■^' ■■■'■''  =  («  +  ,..  +  ,}  2  (-«+i  +  ...)  2l-a-b  +  ...}' 
folglich,  wenn  «,  b,  ...  nicht  die  halben,  sondern  die  ganzen  Seiten 
selbst  bedeuten: 

a'b'...e' _„_^. 
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Um  ein  einfaches  Beispiel  zu  geben,  wie  sich  mit  denselben  fünf 
Seiten  in  sieben  verschiedene  Kreise  Fünfecke  beschreiben  lassen, 
so  wollen  wir  zuerst  alle  fünf  Seiten  einander  gleich  annehmen. 
Alsdann  reduciren  sich  die  7  verschiedenen  Kreise  auf  3,  indem  5 
derselben  einander  gleich  werden.  Das  in  den  grössten  derselben 
(Fig.  6)  einzuschreibende  Fünfeck  ist  das  gewöhnUche  reguläi-e ,   das 


Fünfeck  in  dem  kleinsten  derselben  (Fig.  8)  ist  das  unter  dem  Namen 
des  Pentalpha  bekannte.  Das  Fünfeck  in  dem  mittleren  Kreise 
(Fig.  7)  hat  die  Gestalt  eines  regulären  Dreiecks,  indem  hier  di-ei 
auf  einander  folgende  Seiten  z.  B.  BC,  CD,  DE,  in  einajider  fallen. 
Lassen  wu-  nun  jede  der  fünf  Seiten  um  behebige  kleine  Grössen 
verkleinert  oder  vergrössert  werden,  so  werden  Fig.  6  und  8  ihre 
Gestalt  nicht  wesentlich  ändern;  in  Fig.  7  aber  werden  die  drei 
,  zusammenfallenden  Seiten  etwas  auseinandergehen,  und  dadurch 
Figuren  wie  9,  10  und  11  bilden.  Da  nun  die  mittelste  der  di-ei 
vorher  in  einander  fallenden  Seiten,  jede  der  fünf  Seiten  sein  kann, 
so  entstehen  aus  Fig.  7  fünf  vei-schiedene  Fünfecke  und  ebenso  viel, 
wenn  auch  nur  wenig,  von  einander  verschiedene  Kreise. 

Man  sieht  aus  cheser  für  das  Fünfeck  angestellten  Untersuchui^, 
dass  überhaupt  aus  jedem,  in  der  rationalisirten  trigonometrischen 
Gleichung  als  Factor  vorkommenden  Sinus,  sin  (d:;  o  ±  /3  ±  , . .),  für 
das  Glied  P  in  der  nach  Potenzen  von  »■*  geordneten  Gleichung  ©) 
ein  Factor  von  der  ersten  Dimension  {±a±b±..),  für  das  Glied 
A  aber  ein  Factor  von  der  Dimension  f—g  erwächst,    wenn   von 
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allen  den  in  sin  {±  a±  ß±  ...)  vorkommenden  Bogen,  f  derselben 
einerlei  Zeichen,  die  g  übrigen  das  entgegengesetzte  haben,  und  f 
die  grössere  Zahl  ist;  dass  mithin  die  Differenz  der  Dimensionen 
von  A  und  P,  gleich  2p ,  wegen  jedes  sin  {±  «  ±  . . .)  einen  Zuwachs 
von  y — g  —  1,  und  also  wegen  jedes  2sin(±ff±...)  einen  Zu- 
wachs YOn  wfy^—^- —  1)  Einheiten  erhält,  wenn  die  Anzahl  der  unter 
2  enthaltenen  in   einander  zu  multiplicirenden  Sinusse  gleich  n  ist. 


Wenden 

wir  dieses  auf  das  Siebeneck  an, 

dessen  rationalisirte 

Gleiclumg 

sin  (o  +  ,..  +  ,)  i  sin  Ho  +  ..•)  i-  sin  (- 
Xi- sin  (-«-/!  — ?  +  ...)  = 

0 

ist, 

so  liabon 

wir  für 

sin  («  +  ...  +  .;),    /=7,     y  = 

">; 

fiii 

das  erste 

Zeichen  2, 

für 

das  zweit« 

f-S  =  ö,     «  =  7; 

für  (las  diitte 

7,6.5 
/      "-'■     "~1,2.3' 

alsc 

■f-s- 

1  der  Reihe  nach  gleich  6,  4,  2,  0, 
2y  =  6.1  +  4.7  +  2.J~|, 

,  \nid  daher 

i>  =  3.  1+2.  7 +  1.^-^  =  38, 

vmd  es  kann  folglich  38  verschiedene  Kreise  geben,  in  welchen  sich 
mit  denselben  gegebenen  7  Seiten  Siebenecke  beschreiben  lassen. 
Ebenso  ist  nun  auch  im  Allgemeinen  bei  dem  (Sm  +  ljEck  für 


für  das  erste  2 

/' 

-}—■ 

1  =  im,     • 

.= 

I, 

f- 

n— 

1  =  2 

m  —  2,     n 

=  2 

m  + 

1, 

für  das  zweite  2 

f-s 

~1 

=  2»! 

—  4,     n  = 

2m 

+  1 

.Im 
,2     ' 

für  das  vorletzte  2 

f-s- 

für  das  letzte  2 

1  = 

2,     n 

•im+  1 

.  2« 
.  2 

~ 

<n+  3 
m  —  l 

f-9- 
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und  hiermit,   -vvenn   man  von/ — g — ^1  die   halben  Werthe  nimmt: 

"  ".    2"" 


A+{m-\){1m^\)  +  [m  +  %)- 


.   2    ...m—y 

Dieser  Beihen  aus  druck  für  p   lässt    sich  aber   leicht   in    einen    ge- 
schlossenen verwandeln.     Man  hat; 


p  =  .»|"l+(2>»  + 

1)  +  !^ 

,  +  1)2». 
1.2+' 

..  + 

(2»+l)2»,.. 

. «.  +  i 

1     .    2    .. 

m —  : 

—  (2«!+l)[l+2» 

'+    1     .     2        +■■■ 

+  ' 

1      .     2         ...: 

».  +  3: 

Weil  mm 

l+(2f»  +  l)  +  ,..  +  ' 

:2».  +  i) 
1 

-^f^m^ 

ßm 

+  ))...  (».  +  21 
1         ...       m 

=  2'' 

1  +  2m 
+  ?>»- 

».  +  2 

1  2„. ...  „ 

i  +  1 

t    ...».  —  2 
.  ^  2^™  -  - ' 

1  2m...».+ 

2  1    ...      m 

+    1    ... 
BO  wird; 

P 
-(2.»+1)[2 

m—  1 

=  I»  r2' 

+   2     1    ... 

,„        2«>+l 
1 
2»..,.».  +  ! 
1    ...m  — 

2 
1 

-]• 

welches  sich  ohne  Weiteres  auf 

2m  +  l      2m.  2m  —  1  . 


reducirt.      Hiernach    ist    also    der    Grad    der    nach    r^    geordneten 
Gleichung  für  das  Dreieck 


-14^-  =  '. 

für  das  Fünfeck 

-^■^— '. 

für  das  Siebeneck 

-I-^I~— ■ 

für  das  Neuneck 

!'■!■'■'       V        187. 

2    ■  1.2.3.4 
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für  das  Elfeck 

=  11     l^.--^,-l^.^_2»  =  874 
2        ] .2.3.4.5 

für  das  Dreizehneck 

2  1.2.3.4.5.6  ' 

u.  s.  w.,  welche  Zahlen,  wie  man  sieht,  so  schnell  wachsen,  daes  mit 
dei  Fonnel  für  das  Dreizehneck  ein  achon  ziemKeh  starkes  Buch 
ausgefüllt  werden  könnte. 

Es  lassen  sich  diese  Zahlen  anch  noch  sehr  einfach  auf  recur- 
rirende  Weise  darstellen.  Es  besteht  nämlich  der  Ausdruck  für  p 
aus  zwei  Theilen:  einem  Binomial-Coefflcienten  und  einer  Potenz 
von  2.     Ebenso  ist  für  das  (2m— l)Eck 

2ot  — 1      2>K  — 2.2m  — 3  ...m+i  .     m      _        _ , 
^^"^        2        "         1       .2  ...m— 2.m— 1 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Ausdrücken  für  p  und  p^  das  eine  Mal 
die  Binomial-Coefficienten ,    das   andere  Mal  die  Potenzen  der  2,   so 
erhält  man  folgende  zwei  recurrirende  Bestimmungen; 
mp  —  2(1m+  l)p^  =  2™—  ^, 

n+l 

^-■*^>  =  ^ — 7^ r:^ 

wonach 


874  =  il22  .  187  +  4')  =  4  .  187  +  ^'^g'^, 

u.  a.  w.    Noch  fliesst  hieraus,  dasa^  :^,]>4  ;  1,  d.h.  daaa  jede  f 

Zahl  grösser  als  das  Vierfache  der  vorhergehenden  ist.     In  der  That 

sind  die  Exponenten  des  Verhältnisses  p  -.p,  der  Reihe  nach; 

1-7,    Y-^  T 

187  ^     36       874  ^     126        3958  _     231 

38    "     38'      187^     18T      874    ~     437' 

etc.     Auch  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Ueherschüsse  der  Exponenteu 

über    4    immer   kleiner    und    über    jede    angebbare    Grenze   kleiner 

werden,  je  weiter  man  in  der  Eeihe  fortgeht. 
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Was  nun  den  Grad  der  Gleichung  für  ein  gerades  Vieleck  an- 
geht, so  ist  zuerst  einleuchtend,  dass  die  Gleichungen  für  das  2?«Eck 
der  einen  und  anderen  Classe  von  gleichem  Grade  sein  müssen,  in- 
dem jede  dieser  zwei  Gleichungen  in  die  andere  durch  blosse  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  irgend  eines  der  Elemente  übergeht.  So- 
dann lässt  sich  ze^en,  dass  diese  zwei  Gleichungen  für  das  2»8Eck 
von  demselben  Grade ,  als  die  Gleichung  für  dag  nächst  niedrigere 
ungerade  {2m — l)Eck,  sind. 

Um  diesen  Satz  zuerst  an  der  Gleichung  für  das  Viereck  zu 
erläutern,  so  ist  die  Gleichung  IV),  wenn  man  darin  den  Suius  des 
letzten  Bogens  S  schon  rational  dai-stellt: 

0  =  [sin {a  +  ß-i-Y)  —  smS][3m{—a  +  ß  +  y)  +  sin  d] 
X  [sin  {a  —  ß  +  y)  +  smd]  [sin  {a  +  ß  —  y)  +  sin  ä]. 
Von  der  hieraus  abzuleitenden  rationalen  Gleichung  zwischen  a,  b,  c,  d 
wollen  wu-  nun,  eben  so  wie  vorhin,  das  Glied  von  der  niedrigsten 
und  das  von  der  höchsten  Dimension  'zu  bestimmen  suchen,  Zu 
diesem  Zweck  wird  in  beiden  Fällen  für  sin  ö  nur  d  zu  substituiren 
sein.  Dagegen  wu-d  man  die  übrigen  Sinus  sin  (ifc  a  ±  ...},  wie 
oben  beim  Dreieck,  das  eine  Mal  nach  aufsteigenden,  das  andere 
Mal  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  b,  c  zu  entwickeln,  und  von 
beiden  Ent Wickelungen  nur  die  Änfangsglieder  beizubehalten  haben, 
Subatituirt  man  daher  die  beim  Dreieck  für  diese  Glieder  gefundenen 
Werthe,  so  ergiebt  sich  in  der  Gleichung  des  Vierecks  das  Glied 
von  der  niedrigsten  Dimension 

=  {a+b^c  —  d]{—a+h  +  c  +  d){a^h  +  o  +  d){a^h  —  c  +  d), 
und  das  Glied  von  der  höchsten: 

welches  sich,  wenn  man  im  ersten  Factor  das  einfache  d  gegen  das 
Product  ahc,  wie  erforderlich,  weglässt,  auf 

—  A{bc-\-ad){ac-^hd){ah-ircd) 
reducirt.  Da  nun  letzteres  GHed  nur  um  zwei  Dimensionen  höher 
als  das  erstere  ist,  und  die  Gleichungen  für  die  geraden  sowohl  a]s 
für  die  ungeraden  Vielecke  nur  gerade  Potenzen  von  r  enthalten 
können,  so  wird  letzteres  Glied,  mit  Hinzufügung  des  ersteren, 
durch  )■*  noch  multiplicirten  Gliedes,  gleich  0  gesetzt,  die  Gleichung 
für  das  Viereck  sein ;  vollkommen  so ,  wie  sie  bereits  oben  auf 
anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Wenden  wir  dieselbe  Verfahrungsai-t  auf  die  Gleichung  VI)  für 
das   Sechseck  der  ersten  Classe  an,    so    verwandelt    sich    das   darin 
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gleich  0  gesetzte  Product  von  32  Factoreii,  wenn  man  dasselbe  nach 
dem  Sinus  des  legten  Bogens  t  rational  dat-steUt,  und  deshalb  je 
einen  Sinus  mit  einem  Cosinus  multiplicirt ,  in  ein  Product  aus 
16  Factoren  von  der  Form 

sin  [±:  ß  ±  (5  +  . . .  ±  £)  dr  sin  r , 
wobei  sin  t  das  Vorzeichen  +  oder  —  erhält,  nachdem  in 

sin(±«dr...) 
die  Anzahl  der  positiven  Bogen,  die  ich  immer  grösser  annehme  als 
die  Anzahl  der  negativen,  gerade  oder  ungerade  ist.  Zu  demselben 
Producte  wird  man  daher  auch  gelangen,  wenn  man  in  der  rational 
gemachten  Gleichui^  V)  für  das  Fünfeck,  zu  jedem  der  18  Sinus- 
factoren noch  sin  ^  mit  +  oder  —  nach  der  eben  gegebenen  Vor- 
schrift hinzufugt,  so  dass  sich  die  Gleichung  VI)  auch  unter  folgen- 
der Form  darstellen  lässt; 

[sin[«-(-;5-|-...  +  £)  — sint]2[sin(— «  +  ,3  +  ...)-hsint] 
X  2[sm{—  a  —  ß  +  y  +  ...)^sm  !:]  =  0. 
Denn  man  sieht  leicht,  dass  die  zwei  Factoren  von  der  Form 

cosi[±«±,..±  t)  und  sin4(±ß±...rfcg, 
in  welche  jeder  dieser  16  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  unter  den 
32  Factoren  von  VI)   vorkommen  müssen,    so   wie  auch,   dass  man 
unter   den  32   aus   dieser  Lösung  entstehenden  Factoren  keine  zwei 
einander  gleich  bekommt. 

Indem  man  nun  die  Gleichung  VI)  in  ihrer  gegenwärt^en 
Form,  eben  so  wie  im  Vorigen  die  Gleichung  V),  zur  Erforschung 
des  Grades  der  Gleichung  für  das  Sechseck  anwendet,  so  wii-d  offen- 
bar durch  das  Hinzutreten  von  sin  K,  wofür  man  jetzt  y  zu  setzen 
hat,  die  Dimension  des  ersten  Gliedes  in  der  Entwickelung  von 

sm(±  «+,..) 
sei  es  nach  aufsteigenden  oder  absteigenden  Potenzen  von  a,  b,  c,  ... 
nicht  geändert.  Ist  nämlich  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  Falle 
dieses  erste  Glied  von  sin  (±  ad:...)  nur  von  der  ersten  Dimension, 
so  ■wird  man  ±y,  weil  es  dieselbe  Dimension  hat,  hinzusetzen 
müssen.  Gehört  aber  das  Glied  einer  höheren  Dimension  an,  so 
fällt  f  gegen  dasselbe  weg.  Es  muss  folglich  auch  in  der  Entwicke- 
lung des  ganzen  Productes  für  das  Sechseck  die  niedrigste  und 
höchste  Dimension  mit  der  niedrigsten  und  höchsten  Dimension  des 
Ausdruckes,  welcher  aus  der  Entwickelung  des  Products  für  das 
Fünfeck  entspringt,  einerlei  sein,  und  es  wird  fo^lich  auch  in  der 
Gleichung  für  das  Sechseck  »■*  zu  demselben  Grade  als  in  der  Glei- 
chung für  das  Fünfeck  steigen. 
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Von  den  beiden  äussei-sten  Gliedern  in   der  Gleichung  für   das 
Sechseck  der  ersten  Classe  findet  sich  anf  diese  Weise  das  eine 

2[-a  +  i^c  +  d+e+f)l{—a  —  h  +  c  +  d+e-f)r^\ 
wo   das  erste  2  6  Factoren  in  sich  fasst;   die   Anzahl   der  Factoren 
beim  zweiten  2,    wo  drei  Elemente,    und   darunter   immer  ein  und 
dasselbe,  hier  f,  negativ  zu  nehmen  sind,  ist 
_  5_.4  ^  J_      6_.  5^4  __ 
^   1  ,"2  "^   2    ■  ""1.2,3  ~ 
Das  andere  äusserste  Glied  ist: 


cds{—Vi,'¥. 


ain 


=  -2"lede^atf)[tde-ao/){bee-adf){hcd-a,f){ade-bcf) 

X{ace^idfl{acd-ief)[ah,-cdfl{uld-cef)[atc-def), 
WO  f  immer  in  dem  negativen  Theile  jedes  Factors  vorkommt,  so  wie 
in  dem  zweiten  2  des  erateren  Gliedes  f  immer  negativ  zu  nehmen 
war.  Man  sieht  aber  bald,  dass  sich  weder  das  eine  noch  das  andere 
Glied  ändert,  wenn  man  statt  f  ii^end  ein  anderes  der  6  Elemente 
dieser  Bedingung  unterwirft,  dass  mithin  beide  Glieder  nach  allen 
6  Elementen,  wie  gehörig,  symmetrisch  sind. 

Die  Gleichiir^  für  das  Sechseck  der  ersten  und  folglich  auch 
der  zweiten  Classe  ist  daher  nach  ?■',  eben  so  wie  die  Gleichung  für 
das  Fünfeck,  vom  siebenten  Grade ;  und  es  können  mithin  irnter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Wurzehi  möglich  und  verschieden  von  ein- 
ander sind,  mit  den  6  gegebenen  Seiten  in  14  verschiedene  Kreise 
Sechsecke  gezeichnet  werden,  von  denen  die  eine  Hälfte  der  einen, 
die  andere  Hälfte  der  anderen  Classe  angehört. 

Anf  eben  die  Art  wird  nun  auch  jede  der  beiden  Gleichungen 
für  das  Achteck  mit  der  Gleichung  für  das  Siebeneck  von  einerlei 
Grade,  vom  38.,  sein,  u.  s.  w.  bei  mehrseitigen  geraden  Vielecken, 
Denn  eben  so,  wie  vorhin  aus  der  trigonometrischen  Gleichung  für 
das  Fünfeck  die  trigonometrische  Gleichung  des  Sechsecks  durch 
blosses  Anfügen  von  ±  sin  ^  zu  den  einzelnen  Factoren  der  ersteren 
Gleichung  abgeleitet  wurde,  und  durch  dieses  Anfügen  die  Dimen- 
sionen der  beiden  äussersten  Glieder  in  der  Gleichung  des  Fünfecks 
nicht  verändert  wiu-den,  so  wird  man  denselben  Schluse  auch  von 
jedem  anderen  imgeradcn  Vieleck  auf  das  nächstfolgende  gerade 
machen  können. 
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Wir  kommen  nunmeln  zii  dem  letzten  Theile  unserer  Unter- 
suchung, zu  der  Bestimmung  der  Fläche  eines  in  einen  Kreis  be- ' 
schi-iebenen  Vielecks  aus  den  gegebenen  Seiten.  Man  denke  sich 
aus  dem  Jlittelpuncte  des  Kreises  nach  allen  Spitzen  des  Vielecks 
Radien  gezogen,  so  wird  dadurch  die  Fläche  des  Vielecks  in  ebenso 
viele  gleichschenkelige  Dreiecke  zerlegt,  welche  den  Mittelpunct  des 
Kreises  zur  gemeinschaftliehen  Spitze  und  die  Seiten  des  Vielecks 
zu  Grundlinien  haben.  Da  jeder  der  Sehenkel  dieser  Dreiecke  =  r 
und  die  Winkel  an  den  Spitzen  derselben  in  ihrer  Folge  ^  2a,^ß, ... 
sind,  so  sind  die  Flächen  der  Dreiecke  =  ^j-*  sin  2a,  ^r^  ain  2/?, . . ., 
mithin,  wenn  man  durch  F  die  Fläche  des  Vielecks  bezeichnet: 

2F=  r^  (sin  2«  +  sin  2(3  +  . ..), 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  aus  dieser  Gleichung,  aus  der  Glei- 
chung für  das  Vieleck  zwischen  r,  a,  b,  o,  ...  und  aus  den  Glei- 
chungen r  sin  o  =  ß,  r  sin  ß  ^  b,  etc.  die  Grössen  r,  a,  ß,  ...  zu 
eliminiren,  um  somit  eine  Gleichung  zwischen  F,  a,  h,  c,  ...  zu 
erhalten. 

Bevor  wir  aber  diese  Operationen  selbst  vornehmen,  wird  es 
jiöthig  sein,  uns  über  die  Bedeutung  der  Vielecksfläche  vollkommen 
zu  verständigen.  Da  nämlich  die  meisten  der  hier  vorkommenden 
Vielecke  von  solcher  Eeschaifenheit  sind,  dase  zwei  oder  mehrere 
oder  auch  alle  Seiten  sich  innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneiden,  so 
fragt  es  sich,  was  dann  unter  dem  Werthe  der  Vielecksfläche  zu 
verstehen  sei,  und  ob  auch  in  diesen  Fällen  die  oben  gegebene 
Formel,  wobei  wir  uns  stillschweigend  ein  gewöhnliches  Vieleck 
ohne  dergleichen  Durehschnittspuncte  dachten,  angewendet  werden 
könne. 

Eine  gerade  Linie  von  veränderlicher  Länge  sei  mit  dem  einen 
ihrer  Endpuncte  im  Mittelpuncte  des  Kreises  fest,  während  der  andere 
Endpunct  den  Perimeter  des  Vielecks  durchlaufe.  Die  hiermit  von 
der  Linie  iiberstrichene  Fläche,  indem  man  die  mit  entgegengesetzter 
Bewegung  beschriebenen  Theile  mit  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt, 
ist  der  Flächeninhalt  des  Vielecks.  Sind  daher  A,  B,  G  drei  auf 
einander  folgende  Spitzen  im  Perimeter  und  Z  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  so  werden,  indem  der  bewegliche  Endpunct  der  Linie  von 
ji  bis  iJ  und  von  B  bis  G  geradlinig  fortgeht,  von  der  Linie  selbst 
die  Dreiecke  ZAB  und  ZBC  beschrieben,  und  diese  sind,  jener 
Erklärung  zufolge,  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  ver- 
binden, nachdem  der  Mittelpunct  Z  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ABG  Hegt.  Geht  die  eine  Seite  BC  durch  Z  selbst,  so 
ist  das  ihi'  zugehörige  Dreieck  ZBCr^  0. 

Mobin.  Werks  1.  28 
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Hiermit  ist  nun  auch  die  obige  Formel  für  F  im  Einklänge. 
Denn  die  Zeichen  der  Dreieclcsflächen  ^r^  sin  2«,  und  ^r^  sin  Iß 
richten  sich  nach  den  Zeichen  von  2«  und  2/3.  Diese  sind  aber 
einerlei,  wenn  2«  ;=  Bogen  AB  und  2ß'=BC  zugleich  grösser 
oder  zugleich  kleiner  als  1S0°  sind;  sie  sind  verschieden,  wenn  von 
den  Bogen  AB  und  BC  der  eine  grösser,  der  andere  kleiner  als 
180°  ist;  womit,  wie  man  leicht  sieht,  die  vorhin  bemerkte  Lage 
von  Z  gegen  den  Winkel  ABC  ganz  übereinstimmt. 

Um  jetzt  zur  Entwickelung  der  Gleichung  zwischen  F,  a,  h,  ... 
überaugehen,  so  übersieht  man  leicht,  dass  diese  Gleichung,  wenn 
die  Gleichung  zwischen  r^,  a,  b,  ...  nach  r*  vom  pten  Grade  ist, 
ebenfalls  jj  verschiedene  Werthe  für  i^  angeben  muss,  indem  jedes 
in  einen  anderen  Kreis  beschriebene  Vieleck  auch  eine  andere  Fläche 
haben  wird;  dass  ferner,  weil  die  Fläche  ebenso  gut  negativ  als 
positiv  genommen  werden  kann,  die  Gleichung  nach  Potenzen  von 
F^  fortgehen,  und  mithin  nach  F^  vom  ^ten  Grrade  sein  wird. 

Ich  will  nun  wenigstens  die  Möglichkeit  darthun,  zu  dieser 
Gleichung  zu  gelangen,  und  deshalb  znförderst  zeigen,  dass  F'^  immer 
als  rationale  Function  von  r*,  a,  b,  ...  dargestellt  werden  kann.  Zu 
dem  Ende  lasse  man  a  um  da  wachsen,  während  b,  c,  ...  unver- 
ändert bleiben,  und  suche  die  daraus  für  r  entstehende  Zunahme  dr. 
Weil  immer  a  -\-  ß  -\-y  -]-  ...  einem  Vielfachen  von  180°  gleich  ist, 
so  hat  man: 

da-['dt3  +  dy  +  ...=^(}. 

Sodann  folgt  aus  den  Gleichungen  j'sin  a  =  «,  »'sin  ß  ^  b,  u.  s.  w. 

rcos  ada  +  sin  adr  =  da,     rcos  ßdß  -\-  sin  ßdr  =  0,  ... 

Dividirt  man   diese  Gleichungen   resp.  durch  cos  a,  cosß,  cos/,  ... 
und  addh't  sie  hierauf,  so  kommt,  wegen 

da  +  dß  +  dy  +  ...  =  0, 
ftang  a  +  tang  ß  +  tang  y -]-... )dr=  -^£-^  • 
Es  ist  folglich ,  weil  tang  a  +  tang  ß  +  ...  eine  symmetrische  Func- 
tion von  a,  ß,  ...  ist,   -r-  umgekehrt  proportional    mit    cos«,    imd 

,  dr     dr  .^  . 

oben  so  -tt,  -j-,  ■■-  mit  cos  (j,  cos/,  ... 

Diesen  Satz,  dass  die  pai-tiellen  DiiFerentialquotienten  des  Halb- 
messers eines  Kreises  nach  den  Seiten  eines  eingeschriebenen  Viel- 
ecke im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Abstände  der  Seiten  vom 
Mittelpuncte  (=  r  cos  a,  r  cos  ß,  . . .)  sind,  wollen  wir  nnn  benutzen, 
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um    aus    dem   A^isdinjcke    für  F  die   Cosinus  von  a,  ß,  ...   wegzu- 
schaiFen.     Weil  ^r^  sin  2«  =  ra  cos  a  etc.,  so  hat  man: 

i^  =rä(acos  K-fÖ  cos /?+...)* 

=  ( r^  cos  «^  H -r)'*  cos^i^  +  -■■]  («  cos  k  +  6  cos  /S4- .,.); 

\  cos  ß  cos  /3  '  /  * 

■ ,  ■  -1=1.0,  ,  dr  , 

mithin,     weil   ?'^  cos^«  =  )■   — a,    etc.,    iind   wenn    man    --- ^  a , 

'  '  da 

-fj-  =  b',  etc.  setat,  wo  daher 


Sei  jetzt  die  aus  dem  Voiigen  als  bekannt  anzunehmende  Glei- 
chung zwischen  r^  a,  h,  e,  ... 


wo  A,  B,  C,  ...  bekannte  rationale  Functionen  von  «,  b,  c,  ...  si 
Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  a  und  r,  so  erhält  man: 

da  da  da 

und  hieraus: 

dA    ,     ,dB 


da  da 


+  r 


2B  +  iCr^-{-... 

und  eben  so  rh',  rc',  ...  gleich  bekannten  rationalen  Functionen  von 
?■',  a,  b,  e,  ...  Substituirt  man  nun  diese  Functionen  in  dem  zuletzt 
erhaltenen  Äusdi'ucke  für  F^,  so  bekommt  man  auch  F^  durch  eine 
rationale  Function  r'^,  a,  b,  o,  ...  ausgedrückt,  wie  zu  erweisen  war, 
Werde  diese  letztere  Gleichung  für  F^  durch 

bezeichnet,  so  ist  jetzt  noch  übrig,  aus  ihr  und  der  Gleichung 

0  =  ^4- -B '■'  +  .-■ 
r^  zu  eliminiren,   ein  Geschäft,  welches  ausserdem,   dass  es  überaus 
weitläufig  ist,  keine  weitere  Schwierigkeit  hat.     Hei^öM  «nämlich  die 
p  Werthe,  welche  in  der  Gleichung 

Q==A  +  Br^  +  ...-\-Pr^'P 
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für  »'*  siibstituirt,    ihr   Genüge  leisten:   a,  B,  c,  ...,  p,    so   sind  -p, 

— ,  ...  bekannte  rationale  symmeti'ische  Functionen  von  a,  h,  ...,  S, 

und  jede    andere    rationale  symmetrische   Function  von  a,  h,  ...,  p 

lässt  sich  auf  bekannte  Weise  durch  -5,   -^,  ...  rational  ausdrücken. 

Die  Quadrate  der  Vielecksflächen  aber,  die  diesen  p  verschiedenen 
Werthen  von  r^  angehören,  sind 

fp {a,  a,  b,  c,  ...},     (p (&,  fl,  5,  c,  . . ,) ,     (p (c,  a,  />,  c,  .. .) ,  ... 
und  mithin  die  Gleichung,  welche  sie  alle  umfasst: 

{F^^(p(a,a,  h,<i,  ...)]{F^  —  ip[^,a,h,c,  ..,)}...  =  0. 
Entwickelt   man    diese    Gleichung,    so   steigt   sie   nach  F"^   bis   zum 
^ten   Grade,    und  kann    von   a,  6,  C,  ...    ofi'enbar    nur    symmetrische 
Functionen    enthalten,    die    man,    wie    oben    bemerkt,   auch    durch 

-p,  -p,   ...  ausdrücken  kann.     Thut  man  dieses,    und   setzt  endlieh 

statt  A,  B,  ...,  P  ihre  Werthe  durch  «,  h,  ...  ausgedrückt,  so  erhält 
man  die  gesuchte  rationale  Gleichung  für  den  Flächeninhalt,  die 
nach  F"^  vom  ^ten  Grade  ist,  und  in  deren  Coefficienten  nur  a,b,c,... 
noch  vorkommen. 

Um  diese  Methode  schhesslich  auf  das  Dreieck  anzuwenden, 
obwohl  sich  bei  diesem  und  bei  dem  Viereck  im  Kreise  die  Glei- 
chung zwischen  den  Seiten  und  der  Fläche  auf  weit  kürzeren 
i  finden  lässt,  so  hat  man  beim  Dreieck: 

0  =  ^  +  Br^ 


folglich 

^  =  -8«ä-»',     —  =  4,.  (*■  +  «•-„•) 

da  da         B\      da  da] 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

4—  Q«'(6'+»'— 0-), 
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wo   Q  eine  symmetrische  Function  von  a,  b,  e  ist.     Auf  gleiche  Art 
wirij  sein: 

A  =  Qb^c'  +  a^-b^),     y  =  Qe'ia'  +  b'-  e^), 
folglich 

"      :  QB. 


A  +  a'B  _a'{b'  +  c 


BQ 


Sodann  ist 
folglich 
und  eben  so 
etc.,  mithin 


und  endlich: 

d,  i. 

F=  y(a+b  +  c]{-a  +  h  +  c){a-b  +  c){a  +  h-c), 

von   weicher  Wurzelgrösse    der   vierte   Theil   zu  nehmen   ist,    wenn 
a,  b,  c  die  ganzen  Seiten  bedeuten. 

Noch  kann  man  bemerken,  dass  der  Ausdruck  für  F^  durch 
r*,  a,  b,  c,  ...,  a',  b' ,  ...  mit  Verzichtung  auf  dessen  symmetrische 
Form,  sich  etwas  einfacher  darstellen  lässt.     Es  ist  nämlich: 

F     __  ,  cos  f?  cos  y  __       \.h—^    — -i. 

r cos  ß  "~  cos  «  cos  ß  h'  c         '"  ' 

folglich 

^•  =  f'-''>'-{7  +  v  +  i +■■■)'■ 

Einige  andere  Formeln,  die  bei  weiterer  Fortsetzung  dieser  Unter- 
suchungen von  Nutzen  sein  können    sind: 


etc.,  folglich: 


dF     '^y  _dF     dr  __  __  2r        

da   'da        dh   '  db  '  """  tang  a  +  tang  ß  +  .. 
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Da  encüich  r  und  F,  durch  a,  b,  c,  ...  ausgedi-ückt,  homogene  Func- 
tionen dieser  Grössen  sind,  r  von  der  ersten,  F  von  der  zweiten 
Dimension,  so  hat  man: 


wie  dies  auch  schon  aus  dem  Vorigen  sich  leicht  ergiebt. 
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Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden 

eine  jede  in  Bezug  auf  die  andere  um-  und 

eingeschrieben  zugleich  lieissen? 


[OreUe's  Journal  1828  Band  3  p.  273—278.] 
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JJass,  wenn  ein  Dreieck  in  ein  anderes  eingeschrieben  ist,  das- 
selbe nicht  auch  um  das  andere  umschrieben  sein  kann,  ist  offenbar. 
Und  ebenso  scheint  es  auch  durchaus  unmöglich,  zwei  Pyramiden 
zu  construiren,  von  denen  die  Spitzen  der  einen  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  und  umgekehrt  die  Spitzen  jder  anderen  in  den  Seiten- 
flächen der  ersteren  liegen.  Auch  ist  diese  Forderung  in  der  Tbat 
unerfüllbar,  wenn  die  Spitzen  einer  jeden  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  selbst,  nicht  in  den  Erweiterungen  derselben  begi-iffen 
sein  sollen,  indem  dann  die  eingeschriebene  Pyramide  immer  die 
kleinere,  die  umschriebene  die  grössere  ist.  Es  schwindet  aber  das 
Paradoxe  der  Forderung  (bei  den  Pyi'araiden,  —  nicht  bei  den  Drei- 
ecken), wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben  wird,  und  die  Spitzen 
der  einen  anch  in  den  erweiterten  Seitenflächen  der  anderen 
liegen  können,  Heissen  nämlich  A,  B,  O,  D  die  vier  Spitzen  der 
einen,  und  F,  G,  H,  I  die  vier  Spitzen  der  anderen  Pyramide,  so 
lässt  sich  dai^thun,  dass  die  acht  hieran  erforderlichen  Bedingungen: 


I) 

A  in  OHI 

II) 

B  in  HIF 

m) 

C  in  IFG 

IV) 

D  in  FOH 

V)     Fii 

1  BCD 

VI)     e  ir 

1  CDA 

vn)   n  ii 

1  DAB 

VIII)      /  in 

,  ABC 

in    l?önnen, 

und    überdies    nocli, 

sehr   wohl    neben   einander   bestehen 

dass  jede  dieser  acht  Bedingungen  eine  Folge  der  sieben  übrigen  ist. 

Es  sei  mir  erlaubt,  den  Beweis  hiervon  mit  Anwendung  meines 
barycentrischen  Calculs  zu  fuhren,  wo  sich  die  Sache  folgendergestalt 
symmetrisch  und  einfach  behandeln  lässt. 


Weü  der  Schwerpunct  dreier  Puncte  mit  ihnen  selbst  immer  in 
einer  Ebene  liegt,  und  weil  jeder  Punct  in  einer  Ebene  als  Schwer- 
punct irgend  dreier  anderer  Puncte   der  Ebene,    die  nicht  in   einer 
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Gera<len  liegen,  genommen  werden  kann,  so  schreibe  ich,  um  die 
Bedingung  I)  auszudrücken,  wonach  A  ein  Punct  der  Ebene  GHI 
sein  soll: 

GA  =  aG  +  a'H  +  c^'I. 

Hierbei  sind  nämlich  a,  a',  d'  die  Gewichte,  womit  die  Puncte 
(?,  S^  I  belastet  werden  müssen,  damit  A  der  Schwerpunct  derselben 
wird,  und  a  ^  a  ^  d  ■\-  d'  das  Gewicht ,  welches ,  in  A  angebracht, 
dieselbe  Wirkung  als  die  drei  einzelnen  Gewichte  in  Q,  H,  I  her- 
vorbringt. 

Auf  gleiche  Art  werden  die  Bedingungen  II)  III)  und  IV)  durch 
die  Gleichungen 

ßB=hH-{'b'I  +  h"F, 

iiD  =  dF-\'d'G-\-cril 

ausgedrückt.  Sind  nun  die  Puncte  F,  G,  H,  I  mit  ihren  Gewichten 
oder  Coefficienten  a,  «',  «",  ö,  ...,  d"  gegeben,  so  sind  damit  auch 
die  Puncte  Ä,  B,  0,  D  bekannt,  und  es  fragt  sich  jetzt,  ob  jene 
Coefficienten  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  auch  die  Bedingungen 
V)— Vni)  erfüllt  werden. 

Man  setze  deshalb,  weil  nach  V)  F  ein  Punct  der  Ebene  BCD 
sein  soll: 

l;F=/ßB+f,C+fSD, 

wo  f,  f,  f"  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.  Substituirt  man  in 
dieser  Gleichung  die  Werthe  von  ßB,  yC,  SD  aus  den  vorhergehen- 
den, so  kommt,  nachdem  man  gehörig  geordnet  hat: 

i:i-^fh"-fc'-f<I]F=[fd'+fd')  e  +  {f'i'+fl]  H+{fb'+fc)I. 

Diese  Gleichung  dmckt  im  Al%emeinen  aus,  dass  F  in  der 
Ebene  GHI  liegt,  so  lange  wenigstens,  als  von  den  Coefficienten 
der  Puncte  G,  H,  I  nicht  jeder  einzeln  gleich  0  ist,  indem,  diesen 
Fall  ausgenommen,  die  Lage  von  F  gegen  G,  H,  I  in  der  Ebene 
dieser  Puncte  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den  Coefficienten  der- 
selben immer  bestimmt  ist.  Da  nun  F,  G,  H,  I  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,    sondern    die    vier    Spitzen    einer   Pyramide    sein   sollen,    so 


/V'+/V=0,    /'«■+/*  =  0,    /*'+/'«  =  0; 
und    hieraus    ei^iebt  'sich    nicht    nur    das    gegenseitige    Veihältniss 
zwischen  f,  J",  /",  sondern  auch  nach  Elimination  dieser  Coefficienten 
die  Bedingungsgleichung; 

1)  bcd'=  —  b'c"d', 
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wenn  F  in  B  CD  liegen  soll.     Auf  eben  die  Weise  führen  die  Be- 
dingungen VI),  VII),  VIII)  zu  den  Gleichungen: 

2)  cda'=  —  c'd"a", 

3)  dal'=  —  d'd'h", 

Es  giebt  aber  das  Product  sowohl  aus   der  Gleichung  1)  in   3),   als 
auch  2)  in  4): 


abcd  - 


•!'  h"c"d", 


woraus  man  ersieht,  dass  von  den  vier  Gleichungen  1)...4)  jede  eine 
Folge  aus  den  drei  übrigen  ist.  Sind  mithin  die  Bedingungen  I), 
...  IV),  und  noch  von  den  Bedingungen  V),  ...  VIII)  irgend  di-ei 
erfüllt,  so  ist  es  damit  auch  die  viert«  der  letzteren,  und  da  durch 
Vertauschung  der  beiden  Pyramiden  auch  die  Bedingungen  I),  ...  IV) 
und  V),  ...  VIII)  gegenseitig  in  einander  übergehen,  so  schlieeseu 
wir,  dass,  wenn  von  allen  acht  Bedingungen  hgcnd  sieben  erfüllt 
sind,  damit  auch  die  achte  besteht. 


Ist|  demnach  eine  Pyramide  ABCD  (Pig.  1)  gegeben,  so  lässt 
sich  eine  zweite  FGHI,  welche  der  ersteren  zugleich  ein-  und  um- 
schrieben ist,   ettva  folgen  dergestalt   construiren.  —  Man  lege  durch 


die  Spitze  D  der  Pyramide  ABCD  eine  Ebene,  welche  die  Kanten 
BG,  CA,  AB  ia.A',  B',  C  schneide.  In  dieser  Ebene  sei  nach  TV) 
die  Seitenfläche  FGH  der  Pyramide  FGHI  enthalten.  Weil  nach 
V)  F  zugleich   in  der  Ebene  BODA'  liegen  soll,  so  wird  J^  irgend 
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ein  Punct,  der  Geraden  DA'  sein  müssen;  und  ebenso  wird  man 
wegen  VI)  und  VII)  G  und  H  beliebig  in  D  B'  und  D  C  zu  nehmen 
haben.  Vermöge  I),  IT),  III)  ist  ferner  /  als  der  gemeinschaftliche 
Burchfichnittspunct  der  drei  Ebenen  AGB,  BBF,  CFG  zu  be- 
stimmen, und  es  ist  somit  den  Bestimmungen  I),  ...  VII)  Grenüge 
geschehen.  Zufolge  des  erwiesenen  Satzes  muss  alsdann,  wie  es  VIH) 
erfordert,  /  in  der  Ebene  ABC  liegen. 

Statt  die  drei  Ebenen  AGH,  ...  zu  legen,  kann  man  zur  Be- 
stimmung des  Punctes  /  auch  so  verfahren.  —  Man  ziehe  GH, 
welche  die  Gerade  A'B'C  in  F'  schneide,  so  ist  F'  ein  Punct  der 
Ebene  ABC,  und  folglich  AF'  der  Durchschnitt  der  Ebenen  J^Gif 
und  ABC,  worin  J  liegen  muss.  Eben  so  ziehe  man  HF,  FG, 
welche  A'B'C  in  G',  H'  schneiden,  und  es  muss  /  auch  in  BG' 
CH'  enthalten  sein.  Die  drei  Geraden  AF',  BG',  CH'  müssen  sich 
folglich  in  einem  Puncto,  nämlich  in  /,  schneiden.  Hieraus  fliesst 
zugleich  folgender  nicht  uninteressante  Satz: 

ABC,  FGH  sind  zwei  Dreiecke,  MN  eine  gerade  Urne,  welche 
mit  jedem  der  beiden  Dreiecke  in  einer  Mbene  liegt,  also  die  Durch- 
schnittslinie der  beiden  Dreiecksehenen,  werm  die  Dreiecke  in  verschie- 
denen Ebenen  liegen.  Wird  mm  MN  von  den  Dreiechsseiten  BC, 
CA,  AB,  GH,  HF,  FG,  resp.  in  A',  B',  C,  F',  G',  H'  geschnitten, 
und  begegnen  sich  A'F,  B'G,  CH  in  einem  Puncte  D,  so  treffen  auch 
AF',  BG',  CH'  in  einem  Puncte  I  zusammen. 

So  wie  dieser  Satz  eine  Folge  des  Vor^eu  ist,  so  kann  man  aus 
ihm  auch  umgekehrt  jene  Eigenschaft  der  Pyramiden  selbst  her- 
leiten. Es  lässt  sich  aber  dieser  Satz,  unabhängig  von  dem  Vorher- 
gehenden, mit  Hilfe  eines  anderen  Theorems  (Bai-yc.  Calcul  §.  291) 
und  seiner  Inverse  darthun,  wonach,  wenn  die  drei  Spitzen  eines 
Dreiecks  FGH  mit  einem  vierten  in  der  Ebene  desselben  liegenden 
Puncte  D  durch  Gerade  verbunden  weiden,  und  wenn  eine  beliebige 
andere  Gerade  MN  der  Ebene  von  den  Seiten  des  Dreiecks  GH, 
HF,  FG  in  F,  G',  H',  und  von  jenen  drei  Geraden  DF,  DG,  DH 
in  A',  B',  C  geschnitten  wird.  —  das  Product  aus  den  drei  Ver- 
hältnissen 

{G'A':  HA'}  {H'B'-.F'B'j  {F'C:  G'C)  =  1 

ist.  Denn  ebenso  muss  auch,  mit  Anwendung  der  Inverse,  weil 
BG,  CA,  AB  die  Linie  MN  in  A' ,  B' ,  C"  schneiden,  und  weil 
AF',  BG',  CH'  m  einem  Puncte  /  zusammen  kommen  sollen, 

[B'F:  C'F')  [C'G'-.A'G')  [AIH'-.B'H')  =  ] 
sein.     Diese  Gleichung  ist  aber  mit  der  vorigen  identisch. 
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Zusatz:  Obschoii  es  durchaus  unmöglich  ist,  zwei  Dreiecke  zu 
construireii ,  vou  denen  ein  jedes  in  daa  andere  eingeschrieben  und 
folglich  auch  um  daa  andere  umschrieben  ist,  so  lässt  sich  doch  bei 
mehrseitigen  Vielecken  diese  Unmöglichkeit  nicht  ohne  vorange- 
gangene nähere  Pmftmg  behaupten. 

Seien  z.  B.  A,  B,  C,  D  (Fig.  2)  die  auf  einander  folgenden 
Spitzen  eines  ebenen  Viereckes;  «j  h,  c,  d  vier  durch  sie  resp.  ge- 
zogene Gerade,  so  bilden  diese  ein  um  AB  CD  umschriebenes  Vier- 
eck, dessen  Spitzen  die  Durchschnitte  von  a  mit  h,  von  b  mit  c,  etc., 
oder,  wie  ich  der  Kürze  wegen  schreiben  will,  «5,  hc,  cd,  da  sind. 
SoU  nun  dieses  Viereck  zugleich  ein 

eingeschriebenes  sein,  so  muss  ab  in  jr 

einer   der  Seiten   von  AB  CD,   und 
zwar  in  CD,  liegen,  wenn  nicht  die 
Seiten  des  einen  Vierecks  mit  denen 
des    anderen   zum   Theil  zusammen- 
fallen  sollen.      Ebenso    muss    Sc    in 
DA,   cd  in  AD,  da  in  BC  liegen. 
Man    denke    sich    daher    die   Linien        '   /     .-c 
a,  h,  c,  ä  resp.  um  A,  B,  C,  D  sich        I  /  ,-' 
drehend;   a  willkürlich,  h  dergestalt,       (//' 
dass  der  Punct  ah  in  CD  forti-ückt;      c 
c  so,  dass  hc  in  AD  und  d  so,  dass  Fij,  i. 

cd  in  AB  fortgeht.      Der  Punct  ad 

wird  alsdann  eine  Curve  beschreiben,  und  wenn  er  dabei  einmal 
durch  die  Gerade  BC  geht,  so  wird  das  in  diesem  Momente  von 
den  Linien  «,  b,  c,  d  gebildete  Viereck  zugleich  ein  einge- 
schriebenes sein. 

Um   nun    die    gedachte    Curve    und 
Durchschnitte  mit  BC  za  finden,   so  setzt 
A,  B,  C  in  einer  Ebene  liegt; 

dD^aA  +  ßB-\ 
oder  kürzer,   wenn  man  hier  und  : 
aA,  ßB,  yC,  öD  schlechthin  A,  B,  C,  - 

A  +  B-^-C+D  =  0, 
Man  bezeichne  ferner   die   Puncte   ab,    hc,    cd,  da   mit  F,  G,  H,  I 
und  setze,  weil  F  in  CD  liegen  soll ; 

F=  C+xD- 
[oder  vielmehr 

fF=yC—x§D. 
wo 

f=y-Sx 


ihre    vielleicht    möglichen 
man  zuerst,   weil  D  mit 


-yC, 

.  Verfolg  der  Rechnung  für 
—  D  schreibt: 
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ist,  und  y,  — ■  bx  die  Gewichte  sind,  womit  die  Puncte  Cj  D  belastet 
F  zu  ihrem  Schwei'punot  haben.  Eben  so  abei,  wie  vorhin  in  C  und  D 
die  Coefficienten  y  und  —  (5,  so  wu-d  hier  in  F  der  Coefficient  f  mit 
eingeschlossen  gedacht.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für  die  in 
der  Folge  vorkommenden  Buchstaben  G,  ff,  /{Baiyc.  Calcul  §.  235 ff.)]. 
Substituirt  man  für  G  seinen  Werth  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  kommt; 

F^—A  —  B  —  B^xB 

F-\-  B  =  ~A-^{x—\.)D=  G, 
weil   G  der  gemeinschaftliche   Punct   von  FB  und  AD    ist.     Dies 
giebt  weiter: 

G  =  —  A  —  {x  —  mA  +  B  -\-  C], 
G  -^  {x  —  \)C  =  —  xA~  {x  —  1)  B  =  H, 
weil  GC  und  AB  sich  in  H  schneiden; 

H^^xA  +  {x^'\){A+C  +  D)  =  —A-^{x  —  -\){C-^D) 
=  —  A  +  [x-\)  D  ^  {x—\)[F~xD), 
H -^  [x  —  \f  D  =  —  A  -ir  [s:  ~  \)  F  =  I\ 
als  dem  Durchschnitte  von  HD  mit  AF\ 

I=B+C+D  +  {x~\){C+xD)  =  B  +  xG-i^{l—x-irx'')D. 
I  ist  also  der  Schwei^punct  der  Puncte  B,  C,  D  mit  Gewichten, 
die  sich  wie 

\  :  X  :  \  —x-^-x'^- 
[oder  vielmehr  wie 

ß  ■_  yx  :  —8[\—x  +  X-^)] 
zu  einander  verhalten. 

Lässt  man  nun  F  {oder  ah)  in  der  Geraden  CD  sich  fortbe- 
wegen, so  erhält  x  nach  und  nach  aJle  möglichen  Werthe,  und  alle 
die  damit  sich  ergebenden  Schweipuncte  /  (oder  ad)  liegen  in  einem 
Kegelschnitte  (B.  C.  §.  130}.  Dieser  Kegelschnitt  kann  aber  der  BC 
nicht  begegnen,  oder,  was  dasselbe  ist,  /  kann  niemals  mit  B  und  C 
in  eine  Gerade  zu  liegen  kommen,  weil  der  Ausdi^uck  von  I  durch 
B,  G,  D  sich  niemEils  auf  B  und  C  allein  reduciren  kann.  Denn 
für  keinen  möglichen  Werth  von  x  kann  der  Coefficient  von  D, 
1  —  x-\-x'^  =  (i  werden. 

Es  ist  folglich  auch  nicht  möglich,  dass  von  zwei  Vierecken  ein 
jedes  dem  anderen  zugleich  ein-  und  umschrieben  sein  sollte.  — 
Auf  Vielecke  von  mehreren  Seiten  habe  ich  die  Untersuchung  nicht 
ausgedehnt. 
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Von  den  metrisclien  Relationen  im  Gebiete 
der  Lineal-Geometrie. 


[Crelle's  Journal  1829  Band  4  p.  101—139,] 
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IJie  Geometrie  der  geraden  Linie  oder  die  Lineal- Geometrie,  ein 
Ausdruck,  dessen  sich  zuerst  der  schai-fsinmge  Lambert*)  bedient 
zu  haben  scheint,  enthält  alle  diejenigen  geometrisehen  Aufgaben, 
die  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals,  ohne  Anwendung  des  Zirkels, 
lösen  lassen,  und  beschränkt  sieh  eben  so  nur  auf  diejenigen  Eigen- 
schaften einer  Figur,  welche  aus  den  Bedingungen  hervorgehen,  dass 
drei  oder  mehrere  gewisse  Puncto  der  Figur  in  einer  Geraden  liegen, 
oder  daes  drei  oder  mehrere  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden;  auf  Eigenschaften  also,  welche  eine  Figur  unverändert 
beibehält,  wie  auch  ihre  Theile  die  Lage  gegen  einander  ändern 
mögen,  nur  dass  jede  drei  oder  mehrere  Puncte,  welche  anfangs  in 
einer  Geraden  lagen,  auch  fortwährend  in  einer  Geraden  bleiben. 
Die  Beziehung,  welche  zwischen  der  so  geänderten  Figur  und  der 
anfänglichen  stattfindet,  habe  ich  in  meinem  Barycentrischen  Caleul 
Collineationsverwandtschaft  genannt  und  von  ihr  im  zweiten 
Abschnitt  Cap.  5 — 8  gehandelt. 

Es  ist  diese  Beziehung  oder  Verwandtschaft,  so  lange  nur  von 
ebenen  Figuren  die  Kede  ist,  einerlei  mit  derjenigen,  welche  zwischen 
einer  ebenen  Figur  iind  ihrer  p er specti vischen  Projection  auf  eine 
andere  Ebene  obwaltet.  Liegen  nämlich  drei  Puncte  der  ersteren 
Figur  in  einer  Geraden,  so  sind  immer  auch  ihi'e  Projectionen  in 
einer  Geraden  enthalten,  in  derjenigen,  worin  die  letztere  Ebene  von 
einer  durch  das  Auge  und  die  erstere  Gerade  gelegten  Ebene  ge- 
schnitten wird.  Und  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  von  zwei 
ebenen  Figuren,  welche  in  jener  Verwandtschaft  zu  einander  stehen, 
die  eine  immer  als  perspectivische  Projection  der  anderen  angesehen 
werden  kann.  [Bar.  Calc.  §.  230,  Anmerk.)  Doch  habe  ich  von 
dieser  an  sich  sehr  fiiichtbaren  Ansicht  in  genannter  Schrift  keinen 
Gebrauch  gemacht,   da  mir  theils  der  Hülfsbegriff  des  Augenpunctes 

*)   Lambert's  freie  Perspective  Uli,  Anmerkungen  und  Zusätze  S.  162, 
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zu  fremdartig  schien,  tlieils  diese  Ansicht  bei  Figuren  im  Räume 
nicht  fughch  mehi'  anwendbar  ist.  Ich  bin  daher  a,  a.  0.  von  der 
gegenseitigen  Beziehung  der  Figuren  nach  der  geraden  Linie  un- 
mittelbar ausgegangen,  habe  damit  die  hierher  gehörigen  Relationen, 
die  graphischen,  so  wie  die  metrischen,  entwickelt,  und  habe,  was 
insbesondere  die  metrischen  anlangt,  den  allgemeinen  Charakter  der- 
selben, ihre  verschiedenen  Formen  und  gegenseitige  Abhäng^keit 
zu  bestimmen  gesucht. 

Da  ich  mich  aber  bei  diesen  Entwickelungen  der  baiycentrischen 
Rechnung  bedient  habe,  und  hierdurch,  sowie  durch  die  neuen  dabei 
gebrauchten  Ausdrücke,  mancher  von  einem  näheren  Eingehen  in 
meine  Untersuchungen  zurückgehalten  werden  mag,  gleichwohl  aber 
die  gefundenen  Resultate  für  die  Geometrie  nicht  ohne  einigen 
Werth  sein  düiften,  so  hat  es  mir  zweckmässig  geschienen,  die  ge- 
dachten Gegenstände  im  Vorliegenden  mittelst  der  gewöhnhchen 
Coordinatenmethode ,  und  somit  allgemein  verständhch,  von  neuem 
zu  behandeln,  und  dieses  um  so  mehr,  da  die  lineal-geometrischen 
Untersuchungen  in  neuester  Zeit,  besonders  von  französischen  Mathe- 
matikern, mit  einer  Art  Vorliebe  beti-ieben  zu  werden  scheinen. 

Ausserdem  aber,  dass  hier  nur  die  gewöhnliche  Coordinaten- 
methode zu  Grunde  gelegt  ist,  unterscheidet  sich  gegenwärtiger 
Aufsatz  von  dem,  was  oben  erwähnte  Schrift  über  diese  Gegenstände 
enthält,  durch  mehrere  neu  hinzugekommene  Bemerkungen,  beson- 
ders aber  durch  die  am  Schlüsse  angestellten  metrischen  Relationen 
bei  Kegelschnitten,  die  ich  erst  neuerdings  gefunden  liabe.  Um 
übrigens  diesem  Aufsatze  einen  nicht  zu  grossen  Umfang  zu  geben, 
habe  ich  mich  bloss  auf  ebene  Figuren  beschränkt.  —  Die  citirten 
§§.  beziehen  sich  auf  den  Barycentri sehen  Calciil, 


1.  Von  zwei  Ebenen,  deren  gegenseitige  Lage  hierbei  nicht  in 
Rücksicht  kommt,  entspreche  jedem  Puncte  der  eineir  Ebene  ein  Punct 
in  der  anderen  so,  dass  für  jede  drei  Puncte  der  einen  Ebene, 
welche  in  einer  Geraden  liegen,  die  entsprechenden  drei  Puncte  der 
anderen  ebenfalls  in  ebier  Geraden  enthalten  sind;  dass  folglich, 
wenn  man  in  der  einen  Ebene  eine  Gerade  zieht,  die  den  Puncten 
dieser  Geraden  m  der  anderen  Ebene  entsprechenden  Puncte  gleich- 
falls eine  Gerade  bilden;  oder  küraer,  dass  jeder  Geraden  in  der 
einen  eine  Gerade  in  der  anderen,  (folglich  auch  jeder  krummen 
Linie  in  der  einen  eine  krumme,  nicht  gerade  Linie  in  der  anderen] 
entspricht. 
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2.  Um  dieses  gegenseitige  Entsprechen  der  Puncte  beider 
Ebenen  analytisch  aiiszndi'ücken,  ziehe  man  in  jeder  derselben  zwei 
sich  nnter  beliebigem  Winkel  schneidende  Coordiiiatenaxen ,  und 
nenne  x,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  der  einen  Ebene; 
t,  u  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punctes  der  anderen.  Hier- 
nach müssen  t  sowohl  als  u  Functionen  von  x  und  y  sein; 

Um  die  Formen  dieser  F^mctionen  auszumitteln ,  nehme  man  an, 
es  sei  in  der  Ebene  der  t,  u  irgend  eine  gerade  Linie  gezogen,  deren 
Gleichung ; 

Die  Gleichung  für  die  entsprechende  Linie  in  der  Ebene  der  x,  y 
wird  sein: 

1)  aF{x,y)  +  ßG{x,y)-\^r^O. 

Da  nun  diese  Linie  ebenfalls  gerade  sein  soll,  so  muss  die  Glei- 
chung 1),  so  wie  sie  nach  a,  ß,  y  linear  ist,  auch  nach  x  und  y 
linear  sein.     Die  allgemeinste  Form  einer  solchen  Gleichung  ist  aber : 

2)  cc{ax  +  hy  +  c)  +  ß{fx  +  gy^h)  +  y{x  +  my  +  n)  =  i), 

wo  in  dem  letzten  Gliede  der  Goefficient  von  x  weggelassen  ist,  in- 
dem man  sich  mit  demselben  alle  übrigen  Coefficienten  a,  h,  ...,  n 
dividirt  vorstellen  kann.  Aus  der  Identität  der  Gleichungen  1)  und 
2]  für  alle  "Werthe,  welche  man  den  Constanten  et,  ß,  y  ertheilen 
mag,  folgt  aber : 

3)  f(.,    y)  =  ,=  ""  + 'y  +  °,      G(.,,)=„  =  i£±«^-*, 
'  ^  '  ^'  x-^-myArn'         ^  "'  x-\-my-\-n' 

und  hiermit  sind  die  Formen  der  Functionen,  welche  t  und  u  von 
:c,  y  sein  müssen,  vollkommen  bestimmt. 

3.  Drückt  man  mittelst  der  Gleichungen  3)  umgekehrt  x  und  y 
durch  ;,  II  aus,  so  wird  man  Ausdrücke  von  derselben  Form  wie  die 
vorigen  erhalten,  nämlich  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  lineare 
Functionen  von  t  und  u,  und  deren  Nenner  überdies  einander  gleich 
sind;  woraus  zu  schliessen,  dass  wenn  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
der  t,  u  eine  Gerade  in  der  Ebene  der  x,  y  entspricht,  auch  um- 
gekehrt jede  Gerade  der  letzteren  Ebene  eine  Gerade  in  der  ersteren 
zur  entsprechenden  Linie  hat. 

Ebenso  erhellet,  dass  die  Gleichungen  3)  ihre  Form  nicht  ändern, 
wenn  statt  x  und  y,  oder  statt  t  und  u  Ausdrücke  von  der  Form 
Öx  -\-  ey  -\-L    oder    Xt -{- fiu -\- v   gesetzt    werden,    d.  h.   wenn    man 
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statt   der  anfänglichen   Coordinatenaxen  beliebige   andere   Linien   zu 
Axeii  wählt;  wie  dies  auch  schon  aus  der  Natur  der  Sache  folgt. 

Aus  der  Gleichung  3)  geht  weiter  heiTor,  dass  einem  in  end- 
licher Entfernung  vom  Anfaugspuncte  der  Coordinaten  gelegenen 
Puncto  der  einen  Ebene,  in  der  anderen  auch  ein  unendlich  ent- 
fernter Punet  entsprechen  kann,  und  dass  einem  unendlich  entfernten 
Puncte  der  einen  Ebene  im  Allgemeinen  ein  endlich  gelegener  in 
der  anderen  entspricht.  Ueberhaupt  nämlich  weiden  alle  unendlich 
entfernten  Puncte  der  Ebene  t,  u  in  der  Ebene  der  x,  y,  durch  die 
Puncte  der  Geraden  vorgestellt,  deren  Gleichung 

x  +  my^n^iS 
ist;  und  ebenso  giebt  es  eine  gewisse  Gerade  in  der  Ebene  der  t,  u 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder  Punct  der  Ebene  der  x,  y,  welcher 
einem  Puucte  dieser  Geraden  entspricht,  unendlich  fern  ist.  —  Bei 
der  perspectivischen  Projeotion  ist  diese  Gerade  einerlei  mit  der- 
jenigen, in  welcher  eine  durch  das  Auge,  parallel  mit  der  abzu- 
bildenden Ebene,  gelegte  Ebene  die  Tafelebene  schneidet. 

Von  zwei  oder  mehreren  Linien,  welche  mit  einander  parallel 
laufen,  sind  daher  die  entaprech enden  Linien  nicht  ebenfalls  ein- 
ander parallel,  sondern  schneiden  sich  in  einem  Puncte.  Jedem 
Systeme  pai'alleler  Linien  in  der  einen  Ebene  gehört  daher  in  der 
anderen  Ebene  ein  Punct  zu:  der  Durchschnittspunct  der  den  Paral- 
lelen des  jedesmaligen  Systems  entsprechenden  Geraden.  Alle  diese 
Puncte  aber  sind  in  einer  und  derselben  Geraden  enthalten,  in  der 
Geraden,  deren  Puncte  den  unendlich  entfernten  Puncten  der  ersteren 
Ebene  entsprechen. 

4.  In  den  zwei  Gleichungen  3}  kommen  acht  von  einander 
.  Coustanten  a,  b,  c,  f,  g,  h,  m,  n  vor.  Sie  lassen  sich 
,  wenn  man  von  vier  Puncten  in  der  einen  und  den  vier 
ihnen  entsprechenden  Puncten  in  der  anderen  Ebene  die  Coordinaten 
kennt.  Substituirt  man  diese  der  Reihe  nach  für  x,  y,  t,  u  in  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man  4  solcher  Paare  von  Gleichungen, 
worairs  sich  die  8  Constanten,  durch  die  Coordinaten  der  vier  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  ausgedi-iickt,  ableiten  lassen.  Auch 
können  nunmehr  für  jeden  fünften  durch  seine  Coordinaten  ge- 
gebenen Punct  der  einen  Ebene  die  Coordinaten  des  entsprechenden 
Punctes  in  der  anderen  gefunden  werden.  Man  bemerke  nur  noch, 
dass  wenn  jene  Bestimmung  der  8  Constanten  ausführbar  sein  soll, 
von  den  anfänghchen  vier  Puncten  in  der  einen,  und  folglich  auch 
von  den  vier  ihnen  entsprechenden  in  der  anderen  Ebene  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen  dürfen. 
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Wenn  daher  die  Puiicte  zweier  Ebenen  in  dio  jetzt  in  Rede 
stehende  lineare  Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden  sollen,  so 
nehme  man  irgend  4  Puncte  A,  B,  C,  D  in  der  einen  und  beliebige 
4  Puncte  A',  B',  C,  D'  in  der  anderen  Ebene,  —  nur  dass  weder 
von  den  4  ersteren,  noch  von  den  4  letzteren  irgend  3  in  einer  Ge- 
raden sind,  —  und  setze  sie  einander  entsprechend;  A'  dem  A,  ..., 
D'  dem  D.  Hiermit  ist  für  jeden  fünften  Punct  E  der  einen  Ebene 
der  Ort  des  entsprechenden  fünften  E'  in  der  anderen  vollkommen 
bestimmt.  Zwischen  je  vier  Puncten,  —  dies  folgt  daraus  schUess- 
Hch  —  und  den  ihnen  entsprechenden,  wo  weder  von  jenen  noch 
von  diesen  vier  Puncten  ii-gend  drei  in  einer  Geraden  sind,  kann 
daher  eine  hierher  gehörige  meti-isehe  Relation  noch  nicht  statt- 
finden, wohl  aber  wenn  ein  fünftes  oder  mehrere  Paare  sich  ent- 
:  Puncte  hinzu  kommen. 


5.  Um  jetzt  diese  Relationen  au  entwickeln,  wollen  wir  von 
dem  speciellen  Palle  ausgehen,  wo  die  in  Betracht  zu  ziehenden 
Puncte  der  einen,  und  folglich  auch  die  entsprechenden  in  der  an- 
deren Ebene,  in  gerader  Linie  liegen.  Heissen  X,  X',  X",  ...  die 
Puncte  in  der  Ebene  der  x,  y,  und  T,  T',  T",  ...  die  ihnen  ent- 
sprechenden in  der  anderen  Ebene  der  #,  u.  Weil  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  die  Coordinatenaxen  nach  Willkür'  gelegt  werden 
können,  so  werde  die  Axe  der  x  durch  die  Puncte  X,  X',  ...  und 
dio  Axe  der  (  durch  die  Puncte  T,  T',  ...  gezogen.  Seien  hiernach 
die  Abscisaen  von  X,  X',  ...  resp.  gleich  x,  x',  ...,  und  von  T,  2",  ... 
resp.  gleich  t,  f,  ...,  so  hat  man,  weil  die  Ordinaten  (y  und  ti)  für 
die  einen  sowohl  als  die  anderen  Puncte  null  sind,  folgende  Glei- 
chungen : 

t  =  5!^lhl      ^  =  '^^'  +  "      ;"  =  ^^"  +  ^' 
x-+-n  '  x'  -\-n'  X"  -\-n' 

etc.  Da  in  jeder  derselben  von  den  obigen  acht  Constanten  nur 
noch  drei  vorkommen,  so  wird  man  durch  Verbindung  irgend  vier 
solcher  Gleichungen  eine  Gleichung  zwischen  den  Ahseissen  von 
vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncte  allein  erhalten  können.  Da 
ferner  durch  Annahme  anderer  Anfangspuncte  in  den  Axcn  der 
r  und  t  jene  Gleichungen  zwischen  t  und  x  ihrer  Form  nach  offen- 
bai  unverändert  bleiben,  und  nur  die  darin  vorkommenden  Con- 
stanten a,  c,  n  andere  Werthe  erhalten,  so  wird  auch  die  durch 
Elimination  dieser  Constanten  hervorgehende  Gleichung  von  den 
Anfangspuncten  der  Abscissen  unabhängig  sein  und  nur  solche 
Grossen  enthalten,  wodurch  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte  X,  X', , . . 
und  T,   T',  ...  selbst  bestimmt  wird. 
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Liegen  daher  die  in  Betracht  gezogenen  Puncte  der  einen  und 
folgHch  auch  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  Ebene  in  ge- 
rader Linie,  so  wird  zwischen  je  vier  Puncten  derselben  eine  metrische 
Relation  obwalten.  Die  zu  ihrer  Herleitung  erforderliche  Ehmina- 
tion  von  a,  c,  n  lässt  sich  durch  folgende  Rechnung  bewerkstelligen. 
Zuerst  hat  man: 


Ist  nun  M  der  Anfangapunct  in  der  Axe  der  t,  so  hat  man 
i  =  MT,  t'=MT',  f  =  MT",  etc.,  von  welchen  Linien  je  zwei, 
wie  MT  und  MT',  einerlei  oder  entgegengesetj;te  Zeichen  haben,  je 
nachdem  die  Puncte  T  und  T'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten 
von  M  liegen.  Hierdurch  wird  t'  —  t  =  TT',  f—t'  =  T'T',  etc., 
von  denen  man  daher  wiederum  je  zwei,  wie  TT'  und  T'T",  mit 
einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  die 
durch  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  angedeuteten  Rich- 
tungen, von  T  nach  2"  und  von  2"  nach  T",  in  der  Axe  der  t 
einerlei  oder  entgegengesetzt  aind.  Auf  gleiche  Art  ist  a;'  —  x  ^  X  X', 
etc.  in  der  Axe  der  w;  die  gefundene  Proportion  aber  erhält  die 
Gestalt: 

TT'    _    TT^  __  XX'   .    XX^ 
T'T"    '  T"'T"  "  X'X"  ■  X"'X"  ' 

6.  Für  drei  Puncte  A,  B,  C  der  einen  Ebene,  welche  in  einer 
Geraden  liegen,  können  daher,  —  so  lange  noch  keine  anderen 
Paare  sich  entsprechender  Puncte  angenommen  worden,  ■ —  die  ent- 
sprechenden Puncte  A',  B',  C  in  der  anderen  Ebene  nach  Belieben 
gewählt  werden,  nur  dass  sie  ebenfalls  in  einer  Geraden  sind.  Für 
jeden  vierten  Punct  D  in  der  Geraden  ABC  ist  alsdann  der  ent- 
sprechende Punct  D'  in  der  Geraden  A'B'C  dirrch  die  Proportion 
bestimmt: 

AB       AD  _  J^      A'D' 

BG    '    nc  ^  B'C  '   D'C"  ' 
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WO  mir  die  vorigen  T,  T' ,  X,  X',  mit  A,  B,  ...,  A',  h' ,  ...  ver- 
tauscht sind. 

Das   erste  Glied  -^y,  ist,   wie  aus  dem  vorhin  Gesagten  erhellt, 

positiv  oder  negativ,  nachdem  B  zwischen  oder  ausserhalb  A  und  C 
liegt,  und  driickt  das  Verhältniss  aus,  nach  welchem  die  Linie  AC 
im  Puncto  B  geschnitten  whd.  Dasselbe  ist  auch  auf  die  übrigen 
Glieder  der  Proportion  anzuwenden. 

Das  Verhältniss  -^^   :  -j-^  ist  daher   nichts   anderes,    als  das 

Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Gerade 
AC  das  eine  Mal  in  B  und  das  andere  Mal  in  D  geschnitten  wird. 
Ein  solches  aus  vier  Puncten  in  einer  Geraden  sich  bildende  Ver- 
hältniss habe  ich  (§.  182)  Doppelscbnittsverhältnias  genannt. 

Da,  wie  die  Folge  zeigen  ward,  alle  bei  der  Linealgeometrie 
vorkommenden  metrischen  Relationen  aus  Doppelschnitta Verhältnissen 
zusammengesetzt  sind,  oder  sich  doch  auf  solche  zurückführen  lassen, 
so  sah  ich  mich  zur  Einführung  einer  abgekürzten  Schreibart  ver- 
anlasst. Zu  dem  Ende  drückte  ich  ein  Doppelschnitts  verhältniss 
bloss  dadurch  aus,  dass  ich  die  vier  Puncte,  als  den  ersten  und 
zweiten  Grenzpunct  der  geschnittenen  Linie,  den  ersten  und  zweiten 
Schneidepunct  in  der  genannten  Ordnui^  nebeneinander  setzte,  sie 
durch  Commata  unterschied  und  mit  Haken  einschloss  (§.  183) 
und  hiemach  das  vorige  Doppelschnitts  verhältniss  also  darstellte: 
{A,   C,  B,  I)). 

Das  einfachste  Beispiel  eines  Doppelschnitts  Verhältnisses  giebt 
die  bekannte  hannonische  Theüung.  Eine  Linie  AB  wird  in  C 
und  D  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  C  und  D  nach  gleichen 
Verhältnissen  getheilt  wird,  nur  dass  die  Exponenten  dieser  Ver- 
hältnisse entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dass  mithin  von  den  zwei 
Puncten  C  und  D  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  A  und 
B  liegt;  also  in  Zeichen,  wenn 

AC  :   CB  =  —  {AD  :  DB), 
d.  i. 

AG      AD  __ 

cb'db~       ' 

oder,  nach  der  kürzeren  Schreibart,  wenn 

{A,  B,  C,  l))  =  —  l. 

7.  Das  in  Nr.  5  erhaltene  Resultat  können  wir  jetzt  kürzlich 
so  ausdrücken:  Jedes  Doppelschnittsverhältniss  umsehen  vier  Puneten 
einer    Geraden    in    der    einen   Ebene   ist    dem   aus  den   entsprechenden 
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Puncten  der  anderen  gebildeten  DoppehchniUsverhäUnisse  gleich.  Haben 
daher  A,  B,  ...,  Ä,  B' ,  ...  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr,  6,  so  ist: 

[A,  B,   C,  D)  =  {J:,  B',  C,  D']. 

Hiermit  kann,  wie  schon  dort  bemerkt  wurde,  wenn  von  diesen 
8  Puncten  7  gegeben  sind,  der  8te  gefunden  werden.  Auf  eben  diese 
Alt  muss  nun  auch  sein: 

[A,  C,  B,  B)  =  [Ä,  C,  B\  //),     B,  A,  0,  JD)  =  (B,  A',  C,  D). 

etc. ,  wie  auch  die  Buchstaben  in  jedem  der  zwei  einander  gleichen 
Doppelschnittsverhältnisse  miteinander  vertauscht  werden,  wenn  es 
nur  in  beiden  auf  gleiche  Art  geschieht.  Da  aber  hierdurch  keine 
neuen  Bestimmungen  für  den  achten  Punct  heiToi^ehen  können,  so 
müssen  die  Doppelschnittsverhältnisse  (A,  B,  C,  D),  {B,  A,  C,  I>),  etc. 
und  wie  auch  sonst  noch  die  vier  Elemente  A,  .  .,  Z>  peimutirt 
werden  mögen,  insgesammt  Functionen  von  [A,  B,  C,  D),  also  auch 
von  einander  abhängig  sein.  Und  in  der  That  findet  sich  leicht, 
dass,  wenn  man  [A,  B,   O,  D)  =^  a  setzt: 

I)  (ß,  A,  C,  ZI)  =  —  , 


ist,  woraus  man  alle  übiigen  Permutationen  berechnen  kann.  Denn 
von  irgend  einer  der  24  Permutationen,  welche  aus  4  Elementen 
sich  bilden  lassen,  kann  man  schrittweise  zu  jeder  anderen  von  ihnen 
gelangen,  indem  man  nach  und  nach  bald  die  zwei  ersten,  bald  die 
zwei  mittleren,  bald  die  zwei  letzten  Elemente  mit  einander  ver- 
tauscht. Durch  Vertauschung  der  zwei  ersten  I)  oder  der  zwei 
letzten  III)  erhält  man  aber  den  reciproken  Werth  des  vorhergehen- 
den, und  durch  Vertauschung  der  zwei  mittleren  Elemente  II)  die 
Ei^änzung  des  vorhergehenden  Werthes  zur  Einheit.  Auf  diese 
"Weise  ergiebt  sich,  dass  jedes  der  24  Doppelschnitts  Verhältnisse, 
welche  sich  aus  den  vier  Puncten  bilden  lassen,  einen  der  6  Werthe 

1)».     2)^,     3)~,     i)^,,     B)i--!:-„.     6)1~«, 
(§.  184). 

NB.     Setzt  man  diese  6  Werthe  in  ihrer  Folge  =  a,  h,  c,  d,  e,  f, 
so  ist: 

ab=cd  =  ef=1     und    b  +  c  =  d  +  e  =/+ a  =  \. 


11) 

lA,   C  B,  D)=,\ 

III) 

{Ä,  B,  D,   0)  =  J 
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Eine  unendliche  Reihe,  deren  erstes  Glied  =  a,  und  wo  das  l'i'oduct 
aus  jedem  ungeraden  Griiede  in  daa  nächstfolgende  gerade  gleich  1 ,  so 
wie  die  Summe  jedes  geraden  Gliedes  und  des  nächstfolgenden  un- 
geraden =  1  sein  sollte ,   würde   daher  nichts   anderes,  als  eine  con- 

tinuirliche  Wiederholung  jener  6  Werthe  < 


1 


,  1- 


S.  Um,  wenn  die  Puncte  A,  B,  G,  D  einer  Geraden  a,  und 
von  den  entsprechenden  Pnncten  Ä,  B',  ...  der  entsprechenden  Ge- 
raden «'^drei  Puncte  A',  B\  C  gegeben  sind,  den  vierten  D'  zu 
finden,  kann  man  sich  folgender  einfachen  Construction  bedienen. 

Man  setze  die  Linien  a  und  «'  (Fig.  1)  unter  einem  beliebigen 
Winkel  an  einander,  so  dass  die  Puncte  A  und  A'  zusammenfallen. 
Hierauf  ziehe  man  BB'  und  CC,  welche  sich  in  0  schneiden,  so 
ist  der  Durchschnitt  von  OD  mit  a    der  gesuchte  Punct  i>'. 


Um  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  zu  beweisen,  ist   nur  dar- 
zuthun,  dass 

{A',  B',  C,  D')  =  [A,  B,   C,  Z)).S 

Man  denke  sich  zu  dem  Ende  eine  der  eben  construirten  Figur  ent- 
sprechende gezeichnet;  die  den  Puncten  A,  B,  ...,  B\  ...,  0  ent- 
sprechenden seien  darin  a,  ß,  ...,  ß',  ...,  o,  und  daher 

(«,  ß,  y,  (?)  =  [A,  B,  C,  D),     [a,  ß',  /,  ö']  =  [A,  B\  C,  D'). 
Werde  nun,  was  immer  geschehen  kann  (Nr.  3},   der  Punct  O  un- 
endlich   entfernt    angenommen,    so    sind  ßß',  yy',  dÖ'   mit   einander 
parallel,  und  es  verhält  sich 

ay  :  Yß  =  a/  :  y'ß',     a6  :  dß  =  a§' :  6'ß\ 
Mithin  ist 

(«,  ß.  r,  ä)  =  («,  ß'.y,  «'), 


also  auch 


(A,  B,   C  D)  =  {A,  B\   C,  D'). 
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9.  Seien  jetat  in  der  Geraden  AB  ausser  den  vier  Puncten 
A,  ..,  D  noch  mehrere  andere,  E,  F,  G,  ...  gegeben.  Die  ihnen 
entsprechenden  in  der  Geraden  AB'  heissen  E',  F',  G'.  ....  So  wie 
nun  nach  willkürlicher  Annahme  von  A',  B',  G'.  der  Piinct  D' 
durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse 

{A,  B,   C,  D)  =  (A',  B-,  C,  B')  =  d 
bestimmt  wurde  (Nr.  6),  so  werden  auch  die  übrigen  Pimcte  E',  F\ 
G',  ...  mittelst  der  Gleichungen 

{A,  B,   C,  E)  =  {A',  B',   G',  E')  =  e, 

{A,  B,  C,  F)  =  {J!,  B',  C,  F')  =f, 

u.  s.  w.,   sich  finden  lassen,  und  es   werden  nach   verrichteter  Con- 

struction   auch   je  zwei    andere   Doppelachnittsverhältnisse    zwischen 

sich  entsprechenden  Puncten,  z.  B. ; 

[B,  C,  E,  F)  und  [B' ,  C",  E' ,  F) 
einander  gleich  sein,  jedes  derselben  gleich  x.  Da  nun  zur  Con- 
struction  des  Systems  der  Puncte  A' ,  B',  ...  E',  F',  ...,  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  Bestimmtmg  der  drei  ersten,  auch  schon  die 
Kenntniss  der  Exponenten  d,  e,  f,  ...  hinreicht,  und  sich  alsdann 
aus  der  Construction  der  Werth  von  x  selbst  ergiebt,  so  muss  a;  eine 
Function  von  d,  e,  _/,  ...  sein.  Hat  man  also  ein  System  von 
m  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer  geraden  Linie,  so  ist  von  den 
m  — 3  Doppelschnitts  Verhältnissen  d,  e,  f,  .,.,  welche  die  drei 
ersten  Puncte  A,  B,  C  mit  jedem  der  m — 3  übrigen  bilden,  jedes 
andere  Doppel  schnitt«  verhältniss  x  des  Systems  eine  Function. 
Denkt  man  sich  daher  alle  möglichen  Dopp eis ehnitta Verhältnisse  von 
den  m  Puncten  als  Functionen  dieser  m  —  3  Grössen  d,  e,  J",  ... 
ausgedrückt,  so  kann  man,  wenn  irgend  m  —  3  von  einander  unab- 
hängige dieser  Doppelschnitts  Verhältnisse  gegeben  sind,  daraus  die 
Werthe  von  d,  e,  f,  ...  vind  somit  den  Werth  jedes  anderen  Doppel- 
schnittsverhältnisses finden.     Also: 

Aus  irgend  m  —  3  von  einander  unabhängigen  DoppelscJmittsver- 
hältnissen  eines  Systems  von  m  Puncten  in  einer  geraden  Linie  kann 
jedes  andere  Doppelschnittsverhältniss  dieses  Systems  gefunden  werden. 
(§.  187.) 

So  findet  sich,  wenn  bei  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  die  zwei 
Doppelschnittsverhältnisse 

[A,  B,  C,  D]=p   und   {B,   C,  n,  E)  =  q 
gegeben  sind,  jedes  dritte  als  Function  von  p  und  q,  z.  B.: 
[A,  E,  B,   D)  =  (1-y)(l-5). 


y  Google 


im  GeMete  äer  Lineal-Geometrie.  459 

10.  Die  durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse 
ausgedrückte  Relation  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  in  gera- 
den Linien  lässt  sich  auch  noch  auf  eine  andere  merkwiird^e  Art 
darstellen.  —  Man  hat: 

und  daher 

AD  .  CB  .  d=  AC  .  DB, 

AD{AB  —  AC)d  =  AC[AB  —  AD), 
und  wenn  man  mit  AB  .  AC .  AD  dividirt: 
\—d         d    _     1 
AB   '^  AC'AD' 
und  wenn  man  noch  1  —  d  :  d  =  ß  :  y  setzt; 


ß  +  y' 


3  +  y 

folgt.  Besteht  daher  zwischen  den  Abschnitten  AB.  AC,  AD  die 
Relation  «),  so  muss  auch  für  die  entsprechenden  Abschnitte  A'B',  etc. 

'  A'B'^  A'C        A'D' 

sein;  d.  h.  ist  AD  das  harmonische  Mittel  von  AB  und  AG  für  die 
Coefficieuten  ß  und  /,  so  ist  es  auch  A'D'  von  A'B'  und  A'C  für 
dieselben  Coefficienten. 

Dass  diese  Relation  auf  jede  grössere  Zahl  von  Paaren  sich 
entsprechender  Puncte  in  geraden  Linien  ausgedehnt  werden  kann, 
so  dass,  wenn 

J-^JL^J-^      _ß±Z±l+-- 
AB'^  AC'^  AD^"'  AM 

ist,  dieselbe  Gleichung  noch  besteht,  wenn  man  für  A,  B,  ...,  M 
die  entsprechenden  Puncte  A',  B',  ...,  M'  setzt,  dies  zeigt  Poncelet 
in  seinem  Memoire  sur  les  centres  de  moyennes  harmoniques  im 
3.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  Seite  240. 

Um  diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  mit  Hülfe  der  Lehre 
von   den  Doppelschnitts  Verhältnissen  zu   beweisen,   so   folgt  aus   der 


») 

AB^  AC 

AD 

so 

wie  umgekehrt 

hieraus  die  Gleichung 

[A,  B,   C,  D)  = 

d  =  - 

und  hieraiis 

weiter 

die  Gleichung 

{Ä,  B',   C,  D') 

^S~- 
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angenommen  eil  Gleichung 
'^  \  A  H         AMI  ^'  \  An 


iL.  i 


AB       AMI^'\AC       AM)^     [AS       AMI 


BM        ,  OM        ,   , 

'+riir,    JM+'-. 


'  AB.AM 
also  auch 

BM_     PM^  CM_     I\M  im     PM_  _ 

'^  AB    'aP   '^  ''  AC   '■   AP  ^      AD  '   AP  +  ' 

wo  P  einen  beliebigen  Punet   der  Geraden  AB  ...  bezeichnet;   und 
weil 

SM    Pif  _  4p     

AB   ■   AP  ~  PM   '  SM  ' 
so  kommt 

(S  (A,  M,  P,  Bi+y{A,  M,  P,0)  +  S  [A,  M,  P,  D)+ ...  =  0. 
Wegen    der   UnVeränderlichkeit    der   Doppelschnittsverhältnisse    von 
dem  einen  Systeme  zum  anderen  ist  daher  auch 

ß  {A',  W,  P',  B')  +  ■/  [Ä,  M',  P',  C) +...  =  (>, 
woraus  sich  auf  umgekehrtem  Wege 

J_,^_.         _ß  +  y  +  ... 
A'B'~^  A'C'^  ""  A'M' 

ergiebt. 

3 1 .  Wir  gehen  minmehv  zu  den  Relationen  zwischen  zwei 
Systemen  von  Pnncten  über,  wo  die  Puncte  jedes  Systems  für  sich 
nicht  mehr  wie  bisher  bloss  in  einer  Geraden,  sondern  in  einer 
Ebene  überhaupt  liegen.  Seien  demnach  A,  B,  C,  D  (T"ig.  2]  irgend 
vier  Puncte  der  einen  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
sind,  und  A',  B',  C",  D'  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  in  der 
anderen,  von  denen  ebenfalls  keine  drei  in  einer  Geraden  Hegen. 
Ausser  diesen  negativen  Bedingungen  finden  zwischen  beiden  Sy- 
stemen keine  weiteren  statt,  und  die  vier  ersteren  Puncte  sowohl, 
als  die  vier  letzteren,  können  ganz  nach  "Willkür  genommen  weiden. 
Mit  jedem  fünften  Puncte  E  aber,  der  zu  den  vier  ersteren  hinzu- 
kommt, wird  auch  der  entsprechende  Punct  E'  in  der  Ebene  der 
vier  letzteren  bestimmt  sein  fNr.  4). 

Um  nun  E'  zu  finden,  wenn  E  gegeben  ist,  hat  man  auch  hier 
bloss  dae  Princip  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse 
in  Anwendung  zu  bringen,  Man  ziehe  zu  dem  Ende  BD,  B E, 
welche  AC  in  M,  P  treffen,   und   AD.  AE,   welche   BO  in  N,   Q 
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schneiden.  Auf  dieselbe  Art  werden  M',  P',  N',  Q!  in  der  anderen 
Ebene  bestimmt,  wo  E',  und  damit  P',  Q',  einstweilen  als  schon 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Da  nun  B,  B'  und  D,  D'  zwei  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  sind,  so  wird  ancli  jedem  anderen  Punete 


der  Linie  B  D  ein  Punct  in  B'T)',  und  ebenso  jedem  Puncte  in  ^  C 
ein  Punct  in  J!C',  folglieh  dem  Puncte  ü,  als  dem  gemeinschaft- 
lichen Puncte  der  BD  und  AC,  der  Durchschnittspunet  M'  von 
B'D'  lind  A'C  entsprechen.  Auf  gleiche  Ai't  sind  auch  iV  und  N', 
P  und  P',  Q  und  Q'  Paai-e  sich  entsprechender  Puncte.  Es  liegen 
aber  A,  ü,  M,  P  und  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  A!,  C,  M',  P' 
in  geraden  Linien.     Mithin  muss  sein: 


I) 


AM  AP  _  AM_  AP ' 
MO  ■  PC  ^  M'C  ■  'P'C  ' 
sich  P  finden  lässt,  da  alle  übrigen  in  dieser  Proportion 
vorkommenden  Puncte  gegeben  sind.  - —  Ebenso  wird  Q'  durch 
die  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse  (5,  C,  JV,  Q)  und 
[B',  C,  N',  Q')  gefunden.  Hiermit  eigiebt  sich  endhch  E'  als  der 
!  Durchschnitt  von  B'P'  und  A'Q'. 


12.  So  wie  der  Punct  £',  so  kann  auch  für  jeden  anderen 
Punct  in  der  ersten  Ebene  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  Doppelschnitts  Verhältnissen  ge- 
funden werden,  woraus  nothwendig  folgt,  dass  alle  metiischen  Rela- 
tionen zwischen  beiden  Systemen  auf  die  Gleichheit  ihrer  Doppel- 
schnitts Verhältnisse  hinauskommen,  und  dass  eine  solche  Relation 
im  allgemeinen  Falle,  wo  von  den  in  Betracht  kommenden  Piincten 
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keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  zwischen   nicht  weniger  als  fünf 
Paaren  sich  entsprechender  Puncte  bestehen  kann. 

Die  zur  Aufstellung  einer  solchen  Relation  im  Vorigen  ange- 
wendeten Hülfspuncte  M,  P,  oder  N,  Q,  und  die  ihnen  entsprechen- 
den M' ,  P' .  etc.  können  folgendei^estalt  beseitigt  werden.  Es  ist 
ein  bekannter  Satz,  dass,  wenn  eine  Gerade  AC  von  einer  anderen 
BD  rra.  Puncte  M  geschnitten  wird,  das  Verhältniss,  nach  welchem 
dies  geschieht, 

AM  :  CM=  dem  Verhältnisse  der  Dreiecke  ABB  :  CBD 
ist.     Auf  gleiche  Art  hat  man,  weil  BE  die  AC  in.  F  schneidet, 

AP  :  OP=ABE  :  CBE, 
und  ebenso  in  dei  anderen  Figur: 

A'M'  :  CM'  =  A'B'B'  :  C'B'D',     A'P'  :  C'P'  =  etc. 
Hierdurch  aber  verwandelt  sich  die  obige  Proportion  I)  in: 


11) 


ABB      ABB  _  A'B'D'      A'B'E' 
CBD    ■    CBE        C'B'D'  '    C'B'E' 


Sind  demnach  A,  ...,  E  irgend  fünf  Puncte  der  einen  Ebene ,  und 
A',  ...,  E'  die  ihnen  entsprechenden  in  der  anderen,  so  findet  zwi- 
schen den  durch  ihre  Verbindung  gebildeten  Dreiecken  immer  die 
Proportion  II)  statt. 

Da  die  fünf  Paaro  sich  entsprechender  Puncte  ganz  nach  Be- 
heben zu  nehmen  sind,  so  können  auch  die  in  II)  sie  bezeichnenden 
Buchstaben  willkürlich,  nur  in  beiden  Systemen  auf  einerlei  Weise, 
mit  einander  vertauscht  werden.  So  folgt  z.  B.  durch  Verwechselung 
des  A  mit  B  rmd  des  A'  mit  B': 

BAD      BAE  _  B'A'D'      B'A'E' 
CAD   '  TJ'AE  ~  C'A'D'  '    C'A'E" 
eine  Proportion,  welche  auch  geradezu  aus  der  Gleichui^  der  Doppel- 
schnitteverhältnisse   {B,    O,   N,    Q)   und  {B',   C,  IS'',  Q')    entspringt 
(Nr.  11). 

1 3.  AVenn  es  nicht  darauf  ankommt,  bei  Angabe  der  von  einer 
Ebene  zur  anderen  constant  bleibenden  Verhältnisse  nur  die  mög- 
lich kleinste  Anzahl  [gleich  5)  willkürlich  genommener  Puncte  zu- 
zulassen, so  kann  man  diesen  Verhältnissen  noch  mehi-ere  andere 
Formen  geben,  die  ihrer  symmetrischen  Bildung  wegen  angeführt 
zu  werden  verdienen.  ■ —  Werde  die  Linie  AB  (Fig.  3)  von  den 
Linien  CD  und  BF  in  den  Puncten  M  und  N  geschnitten,  so  ist, 
wie  in  Nr.    12: 
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:  BGD, 
:  BMF, 


NB] 


AM:  BM=ACD  : 
AN  :  BN=  AEF  : 
und  folglich  das  Verhältniss 

n*)  {ACD  :  BCD]  ;  {AEF  :  BEF) 

dem  Doppel  Schnitts  Verhältnisse 

[AM:  MB)  :  {AN  : 

gleich,  und  d^her  das  ebenso  aus  den 
6  entsprechenden  Puncten  A',  ...,  F' 
gebildete  von  gleichem  Werthe ;  wobei 
man  noch  bemerke,  dass  von  den  vier 
Dreiecken  des  Verhältnisses  II*)  die 
zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  einer- 
lei Grundlinien  {CD  und  EF),  das 
erste  un,d  dritte  aber,  sowie  das  zweite 
und  vierte  einerlei  Spitzen  {A  und  B) 
haben. 

Kürzer    noch    kann    man    daher    dieses   Verhältniss    ausdmcken 
durch 

Bh 


{Aa  :  Ba)  :  {Ah  :  Bh)  ^ 


Ba  ■  Ah' 


wo  ö,  h  für  die  Linien  CD,  EF  gesetzt  sind,  und  somit  Aa  das 
Dreieck  bezeichnet,  welches  A  zur  Spitze  und  a  zur  Grundlinie 
hat,  u.  s,  w. 


14.  Seien  jetzt  A,  B.  C.  ...  mehrere  Puncte,  und  a,  b,  c,  ... 
mebi'ere  gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  in  der  einen  Ebene, 
so  ist,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  von  dieser  Ebene  ztir  anderen 
das  Verhältniss 

Aa      Bb__ 

Ba'  Ab""' 
constant,  und  eben  so  müssen  es  auch  die  Vei 

Ch   -  Ac'~^'       De'  Äd^'^'       Ed 


etc.  sein.     Bildet  man  aus  ihnen  die  Producte  aß,  aßy,  aßyd,  etc., 
so  bekommt  man : 

Aa     Bh      Oc 

Ba  '  Gh  '  Ac' 


m) 

IV) 


Aa 
Ba  ' 


Dd 
Ad' 


yGoosle 


V) 
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Bh      Gc      Dd     j 


m*) 


Ba'  Ob   '  Dg'  Ed'  Ae' 
etc.,   zusammengesetzte  Verhältnisse,   die   daher  gleiclifalls    von    der 
einen  Ehene  zur  anderen  constant  sein  müssen. 

Es  lassen  sich  aber  diese  Verhältnisse  noch  anschaulicher  dar- 
stellen, wenn  man  statt  der  Linien  a,  b,  c,   ...  Dire  Durchschnitte  mit 
den  die  Puncto  A,  B,  O,  ...  untereinander  verbindenden  Linien  ein- 
führt.   Werde  nämlich  die  Linie  AB  von  a  im  Pnncte  M,  BC  von.  b 
in  N,  CA  und  CD  von  c  in  0  und  P,   DA   und  i>jS  von  d  in  Q 
und  M,  BA  von  e  in  S,  etc.  geschnitten,  so  ist,  nach  dem  in  Nr.  12 
angeführten  Satze: 
Aa_AM    Bb  _BN    Oc_  _  C0_    Cc__CP     Dd  _  DQ 
Wd.~BM'  Cb~CN'  Ac~  AO'  Dc~  DP'    Ad~  AQ' 
etc.  und  die  Verhältnisse  III),  IV),  V),  etc.  werden  damit 
AM      BN^      C0_ 
MB   ■  "NC   ■  OA' 
AM^      BN_      OP^      DQ^ 
^   '  MB   ■   NC  '  PD   '   QA' 

AM_      BN      CP_     DE^     ES 
^  '  MB    ■   NC   '   PD      ME   '  SA' 

etc.*),  wobei  jeder  einzelne  Factor,  wie  "'  ,  das  Verhältniss  aus- 
drückt, nach  welchem  der  zweimal  gesetzte  Punct  M  die  Linie 
schneidet,  welche  die  zwei  anderen  Pnncte  A  und  B  verbindet,  und 
wo  daher  die  drei  in  jedem  Factor  vorkommenden  Puncte  immer  in 
einer  Geraden  liegen. 

Hiernach  ist  das  Veihältniss  III*)  zusammengesetzt  aus  den 
drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des 
Dreiecks  ABC  von  den  resp.  in  ihnen  liegenden  Puncten  M,  N,  0 
getheilt  weiden.  Eben  so  ist  IV*)  das  Verhältniss ,  nach  welchem 
die  vier  Seiten  .45,  ...,  D4  des  Vierecks  4iJCi)  resp.  in  M,  JV",  P,  Q 
geschnitten  werden,  u.  s.  w.  Ich  habe  daher  die  solchergestalt 
gebildeten  Verhältnisse  III*),  IV*),  V*),  u,  s.  w.  Dreieck-,  Vier- 
eck-, Fünfeckschnittsverhältnisse  u.  s.  w.  und  überhaupt  Viel- 
eckschnittsverhältnisse  genannt  (§.  215). 


'  Dis'  hieibei  die  BuehBtabeu  in  den  Nennern  der  einzelnen  Facturen  in 
umgekehrtei  Folge  geschrieben  worden,  MB  statt  des  vorigen  BM,  etc.,  ist  des- 
halb gt'ohehen,  um  diese  Formeln  mit  denen  im  Baifeentrischen  Calcul  überein- 
stimmend daiKustellen  Die  absoluten  Werthe  derselben  ändern  sioli  dadurch  nicht, 
sondern  nui   lon  III  ,  "\  ,  VII),  etc.,   die  Voraeiehen. 
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15.  Jedes  Yieleckschnittsverhilltniss  ist  daher  von  der  einen 
Ebene  zur  anderen  eomtant;  d.  h.  sind  A  und  A',  B  und  B' ,  ..., 
I  und  I'  melirere  Paare  sich  entsprechender  Puncte,  also  AB  ...I 
und  A'B' .  .  .  I'  zwei  sich  entsprechende  Vielecke,  sind  fernoi- 
M,  N,  ...,  X  resp.  in  den  Seiten  AB,  Bö,  ...,  lA  des  ersteren 
Vielecks  nach  Belieben  genommene  Puncte,  und  M',  N',  ...,  X' 
die  entsprechenden  Puncte,  die  daher  resp.  in  den  Seiten  A'B', 
B'C,  ...,  l'A'  des  anderen  Vielecks  liegen  werden,  so  ist  das  Pro- 
duct  aus  den  Verhältnissen  AM  ;  MB,  BN  :  NC,  .,.,  IX  ;  XA, 
nach  welchen  die  Seiten  AB,  BC,  ...,  lA  des  einen  Vielecks  von 
den  in  ihnen  gewählten  Puncten  iJf,  JV,  ...,  X  getheilt  werden,  von 
derselben  Grösse,  als  das  Product,  welches  aus  den  entsprechenden 
Verhältnissen  AM' :  M'B',  B'N' :  N'C,  ...,  I'X':  X'A'  des  anderen 
Vielecks  zusammengesetzt  wird. 

Dieser  Satz  gilt  immer,  wie  auch  die  Puncte  A,  B,  ...,  I  oder 
die  Spitzen  des  Vielecks  liegen  mögen,  selbst  wenn  sie  alle,  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  M,  N,  ...,  X  iu  einer  und  der- 
selben G-eraden  enthalten  sind;  er  gilt  immer,  welches  auch  die 
Zahl  der  Spitzen  sein  mag,  selbst  wenn  deren  nur  sswei  sind,  und 
mithin  das  Vieleck  zum  Zweieck  wird.  Denn  seien  A,  B  die  beiden 
Spitzen  und  folglich  AB,  BA  die  beiden  Seiten,  31,  N  ihre  Schneide- 
puncte, so  reducirt  sich  das  Vieleck  Schnitts  Verhältnis  s  auf  [AM :  MB] 
X  {BN  :  NA),  welches  einerlei  mit  dem  Doppelschnittsverhältniss 
[AM  :  MB}  :  (AN  :  NB],  und  mithin  von  der  einen  Ebene  zur 
anderen  ebenfalls  constant  ist.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  lässt 
sich  daher  auch  als  das  einfachste  Viele ckschnittsverhaltniss ,  näm- 
lich als  ein  Zweieck  Schnitts  verhältniss,  betrachten. 

Der  Begriff  des  Vielecks  ist  demnach  hier  in  ganz  allgemeiner 
Bedeutung  zu  nehmen  und  darunter  eine  Figur  zu  verstehen,  die 
von  einer  in  sich  zurückkehrenden,  gebrochenen  geraden  Linie  ge- 
bildet wird.  Die  B,ückliehr  in  sich  seihst,  welche  daran  erkannt 
wn-d,  dass  bei  jeder  der  Formeln  III*),  IV*),  V*),  etc.  die  Vielecks- 
spitze im  Zähler  des  ersten  Factors  zugleich  im  Nenner  des  letzten 
vorkommt,  und  dass  überhaupt  von  je  zwei  nebeneinander  stehenden 
Factoren  die  Spitzen  im  Nenner  des  vorangehenden  und  im  Zähler 
des  nachfolgenden  einerlei  sind,  —  diese  Rückkehr  ist  etwas  wesent- 
lich Nothwendiges ,  indem  mit  Weglassung  eines  der-  Factoren,  als 
wodurch  die  Schliessung  des  Vielecks  unterbrochen  würde,  auch  die 
Unveränderlichkeit  des  Verhältnisses  von  der  einen  Ebene  zur  anderen 
nicht  mehr  stattfinden  würde. 
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16-  Sind  iii  einer  Ebene  m  Puncte  gegeben,  und  aollen  in 
einer  anderen  Ebene  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  gefunden 
werden,  so  kann  man  von  letzteren  irgend  4  nach  Willkür  nehmen, 
worauf  jeder  der  m~A  ührigen  Puncte  dadurch  gefunden  wird,  dass 
man  zivei  die  Lage  des  Pnnctes  in  der  ersten  Ehene  bestimmende 
Doppelschnittsverhältnisse  in  der  anderen  Ebene  von  gleicher  Grösse 
macht  (Nr.  11).  Zur  Construction  des  ganzen  Systems  in  der  anderen 
Ebene  sind  daher  nicht  mehr  als  2  (jm  —  4)  Doppelschnittsverhältnisse 
überzutragen  nöthig,  und  es  werden  sodann  auch  je  zwei  andere 
Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten 
beider  Ebenen  einander  gleich  sein.  —  Es  folgt  hieraus,  wie  in 
Kr.  9,  dass  von  den  gedachten  2(m  —  4)  Doppels choitts Verhältnissen 
alle  anderen  in  den  Piguren  noch  vorkommenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse abhängig  sind,  und  überhaupt,  weil  jedes  Vieleckschnitts- 
verhältniss  als  eine  Function  von  Doppelschnittsverhältnissen ,  und 
jedes  Doppels chnittsverhältniss  zugleich  als  Vieleckschnittsverhältniss 
betrachtet  werden  kann  (Nr.  15): 

Sind  bei  einem  Systeme  von  m  Puncien  in  einei-  Ebene  von  den 
aiis  der  gegenseitigen  Verbindung  der  Puncte  durch  gerade  Linien 
entstehenden  Vielechschnittsverhältnissen  irgend  Im  —  8  von  einander 
unabhängige  gegeben,  so  kann  daraus  jedes  andere  Vielecksohnitts- 
verhältnias  der  Figur  geßtnden  werden  (§.  233).  Oder  mit  anderen 
Worten : 

Zwischen  Je  2  m  — 7  Vieieckschnittsoerhältnissen ,  welche  durch 
geradlinige  Verbindung  von  m  Puncten  in  einer  Ebene  entstehen,  findet 
hntner  wenigstens  eine  Gleichung  statt. 

Uebrigens  ist  diese  geradlinige  Verbindung  keineswegs  bloss  auf 
die  \m[m — 1)  Linien  zu  beschränken,  welche  die  m  Puncte  zu 
zweien  mit  einander  verknüpfen.  Denn  die  hierdurch  in  beiden 
Ebenen  entstehenden  Durchs chnittspuncte  entsprechen  sich  wiederum 
(Nr.  11);  die  durch  je  zwei  derselben,  die  noch  nicht  durch  eine 
Gerade  verbunden  waren,  von  Neuem  gezogenen  Geraden  sind  daher 
gleichfalls  sich  entsprechende  Linien,  und  folglich  die  neuen  durch 
sie  gebildeten  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  von  der 
einen  Ebene  zur  anderen  einander  gleich.  Wie  weit  man  daher  auch 
die  Verbindung  der  m  Puncte  fortsetzen  mag,  so  dass  immer  die 
entstehenden  Durchschnitte  von  Neuem  unter  sich  und  mit  den 
anfanghchen  m  Puncten  oder  den  schon  vorhandenen  Durchschnitts- 
puncten  verbunden  werden,  so  können  doch  alle  hiermit  sich  bilden- 
den Vieleckschnittsverhältnisse  aus  ugend  Im  —  8  derselben,  die  von 
einander  unabhängig  sind,  gefunden  werden. 
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17.  Eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  so  eben 
erhaltene  Satz  für  den.  Fall,  wo  m  seinen  möglich  kleinsten  Wevth 
gleich  4  hat,  und  daher  2j«  —  8=0  wird.  Bei  einem  Systeme  von 
vier  Puncten  in  einer  Ebene,  von  denen  keine  di'ei  in  einer  Geraden 
liegen,  werden  daher  alle  durch  fortgesetzte  Verbindung  dieser  Puncte 
entstehenden  Doppelschnitts-  und  Viele ckschnittsverhältnisse  sich 
finden  lassen,  ohne  dass  ein  einziges  von  ihnen  gegeben  zu  sein 
braucht.  Dieses  merkwürdige  E.esultat  erhellet  auch  schon  daraus, 
dass  bei  der  Construction  eines  entsprechenden  Systems  die  ersten 
vier,  also  gegenwärtig  alle  Puncte  nach  Willkür  genommen  werden 
können,  und  dasa  dann  alle  durch  geradlinige  Verbindung  der  Puncte 
in  beiden  Systemen  auf  gleiche  Art  sich  bildenden  Vieleckschnitts  Ver- 
hältnisse von  gleicher  Grösse  sind;  dass  also  diese  Verhältnisse,  oder 
vielmehr  die  Exponenten  derselben,  keineswegs  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  anfänglichen  4  Puncte,  sondern  bloss  von  der  Art  und 
Weise  abhängen,  wie  die  4  Puncte  nach  und  nach  mit  einander 
verbunden  worden  sind. 

Aber  noch  mehr;  diese  Exponenten  müssen  immer  rational 
sein.  Denn  sind  die  vier  Puncte  gegeben  und  ausserdem  noch  die 
Art  ihrer  Verbindung  durch  gerade  Linien,  wodurch  man  zu  den 
irgend  ein  Vieleckschnitts  verbal  tniss  bildenden  Puncten  gelangt,  so 
kann  man  damit  die  letzteren  Puncte  immer  ohne  Zweideutigkeit 
finden.  Der  Exponent  des  Vieleckschnittsverhältnisses,  der  nach  dem 
Vorigen  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  ersteren  vier  Puncte, 
sondern  bloss  von  ihrer  Verbindungsart  durch  gerade  Linien  abhängt, 
kann  daher  ebenfalls  keine  zwei-  oder  mehrdeutigen  Ausdrücke,  also 
keine  Wui-zelgrössen  enthalten,  und  noch  weniger  irrationale  Zahlen, 
die  aus  transcendenten  Operationen  entspringen;  er  muss  folglich 
eine  ganze  Zahl  oder  ein  rationaler  Bruch  sein. 

18.  Die  Figur,  welche  hervorgeht,  wenn  man  vier  Puncte  einer 
Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  durch  Gei'ade 
verbindet,  die  drei  damit  entstehenden  Durchschnitte  abennals  zu 
zweien  durch  Gerade  zusammenzieht,  und  diese  geradlinige  Ver- 
bindung der  immer  neu  entstehenden  Durchschnitte  unter  sich  und 
mit  den  schon  vorhandenen,  so  weit,  als  man  will,  fortsetzt,  diese  Figur 
habe  ich  ein  Netz  genannt  (§.  200),  die  Linien  selbst  und  ihre  gegen- 
seitigen Durchschnittspuncte,  die  Linien  und  Puncte  des  Netzes, 
und  die  vier  Puncte,  von  denen  die  Construction  ausgeht,  die 
Hauptpuncte  des  Netzes.  Das  in  dem  Vorhergehenden  erhaltene 
Resultat  lässt  sich  hiermit  einfach  so  ausdräcken ; 
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Jedes  in  dem  Netze  sich  bildende  VieleckachniUsverhältniss  hat 
einen  rationalen,  bloss  von  der  Constructionsart  und  nickt  zugleich  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Sauptpuncte  abhängigen  Werth  (§.  202 
lind  §.  215). 

Sind  daher  A,  B,  C,  D  die  vier  Hauptpuncte,  P  ii-gend  ein 
Netepunct,  so  sind  auch  die  Duichschnitte  von  PD  mit  AB  und 
B  C,  welche  M  und  N  heissen,  Netzpuncte,  und  folglich  das  Doppel- 
schnittsverhältniss : 

[PM  :  MD]  :  {PN:  ND), 
also  auch  das  ihm  gleiche  Verhältniss  zwischen  Dreiecken: 

{PAB  :  ABD)  :  [PBC  :  BCD) 
rational,  und  dieses  letztere,  wie  man  auch  die  vier  Hauptpuncte 
darin  mit  einander  vertauschen  mag.  Die  Rationalität  dieses  Ver- 
hältnisses kann  als  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Netz- 
punctes  P  in  Bezug  auf  die  vier  Hauptpuncte  betrachtet  werden, 
indem  sich  zeigen  lässt  (§.  203) ,  dass  umgekehrt  jeder  Punct  der 
Ehene,  für  welchen  jene  Verhältnisse  von  Dreiecken  zwischen  ihm 
und  den  Hauptpuncten  rational  sind,  ein  Punct  des  Netzes  ist,  und 
mithin  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Hauptpuncte  gefunden 
werden  kann. 

Hieraus  lässt  sich  weiter  die  nicht  weniger  merkwiird^e  Eigen- 
schaft eines  Netzes  folgei-n  [§.  205),  dass,  wenn  nächst  den  vier 
Hauptpuncten  noch  u-gend  ein  fünfter  Punct  der  Ebene  gegeben  ist, 
man  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  einen  Punct 
finden  kann,  der  mit  dem  fünften  entweder  zusammenfällt,  oder  von 
ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  kleiner  ist,  als  jeder  ge- 
gebene; —  dass  folghch,  wenn  das  Weben  des  Netzes  ohne  Auf- 
hören fortgesetzt  wird,  die  Ebene  in  allen  ihren  Theilen  und  nach 
allen  ßichtungen  mit  Puncten  und  Linien  des  Netzes  angefüllt  wird. 

19.  Wir  wollen  jetzt  die  in  Nr.  17  erwiesene  RationaHtät  der 
Vieleckschnittsverhältnisse  im  Netze  durch  einige  "Beispiele  erläutern. 

1)  Man  verbinde  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  (Fig.  4]  zu  zweien 
durch  gerade  Linien,  iind  nenne  die  Durchschnitte  von  AD  mit  BC, 
von  BD  mit  CA,  von  CD  mit  AB  resp.  F,  (?,  H,  so  gehören  diese 
Puncte  dem  aus  A,  B,  C,  D  entstehenden  Netze  an.  Ohne  daher 
noch  den  Exponenten  des  Dreieckschnittsverhältnisses 

[BF  :  FC]  {CG  :   GA)  {AH  :  HB] 
zu  kennen,   kann   man  doch   schon   im  Voraus   behaupten,    dass   er 
eine  rationale  Zahl  sein  werde.    Nun  weiss  man  aus  den  ersten  Ele- 
iss,   wenn  ABC   ein  gleichseitiges  Dreieck,   und  D  der 
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Mittelpunct  des  umschriebenen  Kreises  ist,  F,  G,  H  die  Mittelpuncte 
der  Seiten  sind,  und  folglich  der  Exponent  jenes  Verhältnisses  gleich  1 
ist.  Mithin  muss  er  auch  für  jede  andere  Lage  der  vier  Puncte 
A D  gleich  1  t 


2)  Ein  anderes  bei  dieser  Figur  vorkommendes  Dreieckschnit ts- 
ver hältniss  ist 

[BC  :  CF){FD  :  DA){ÄH  :  HB], 
nach  welchem  die  Seiten  BF,  FA,  AB  des  Dreiecks  ABF  von 
einer  Geraden  va.  C,  D,  H  geschnitten  werden.  Auch  dieses  Ver- 
hältniss  muss  daher  einen  constanten  rationalen  Werth  haben.  Es  ist 
aber  in  dem  vorhin  zu  Hülfe  genommenen  speciellen  Falle  FD  =  DH, 
und  wegen  der  Aehalichkeit  der  Dreiecke  AHD,  AFB: 

DH  :  DA  =  BF  :  BA  =  '\   :  2, 
also  auch 

FD  :   DA  =  \; 
ferner 

BC  :   CF=  —  2   und   AH  :  HB=  1. 
Hierdurch    wird    der    Wei-th    jenes    Dreieckschnittsverhältnisses    bei 
dieser  und  fo%lich  auch  bei  jeder  anderen  Lage  von  A,  ...,  D 

=  |.  — 2.1  ==  —  1; 
d.  h.: 

Das  Produci  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten 
eines  Dreiecks  von  einer  Tramversale  geschnitten  werden,  ist  immer 
der  negativen  Einheit  gleich, 

Anmerkung.  Daraus,  dase  dieses  Product  immer  negativ  sein 
soll,  erkennt  man,  dass  von  den  drei  Factoren  desselben  entweder 
einer  oder  alle  drei  negativ  sein  müssen ;  dass  folglich  die  Tr'ansversale 
entweder  zwei  Seiten  selbst  und  die  dritte  in  ihrer  Verlängerung, 
oder    alle    drei    Seiten    in  ihren  Verlängerungen    schneidet.      Vergl. 
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Nr.   5.    —    Ebenso    ist  bei   dem  vorhergehenden  Dreieckschnittsver- 


[BF  :  FC]  [CG  :  G  A]  [AH  :  HB], 
weil  es  dei  positiven  Einheit  gleich  gefunden  wurde,  entweder  jeder 
der  drei  Factoren,  oder  nur  einer  positiv,  und  daher  sind  entivedei- 
alle  drei  Puncte  F,  G,  H  in  ihren  resp.  Seiten  selbst,  oder  nur  einer 
derselben  in  seiner  Seite,  die  beiden  anderen  in  den  Verlängerungen 
der  ihrigen  enthalten,  und  auisserdem  kein  dritter  Fall  möglich.  — 
Wiewohl  sich  nun  dieses  auch  ans  höchst  einfachen  geometrischen 
Betrachtungen  ergiebt,  so  ist  doch  eine  solche,  bis  jetzt  noch  nicht 
angestellte  Vergleichung  der  Formel  mit  der  Figur  schon  an  sich 
bemerkensweith ,  und  kann  bei  weniger  einfachen  Figuren  selbst 
Nutzen  bringen,  indem  man  dadurch  zu  Resultaten  über  die  gegen- 
seitige Lage  der  Theile  geführt  wird,  die  man  auf  anderem  Wege 
nicht  eben  so  leicht  erhalten  haben  würde. 

So  findet  sich  z.  B.  (§.  J99,  c),  dass  jedes  Viele ckschnittsver hält- 
niss,  bei  welchem  die  Schneidepuncte  in  einer  Geraden  liegen,  der 
Einheit  gleich  ist,  und  zwar  der  positiven  oder  negativen,  nachdem 
die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  folgt 
auf  ähnliche  Weise,  dass,  wenn  ein  Vieleck,  dieses  in  der  allge- 
meinen Bedeutung  wie  Nr.  15  genommen,  von  einer  Transversale 
geschnitten  wird,  die  Anzahl  der  in  ihren  Verlängerungen  geschnit^ 
tenen  Seiten  beim  Vieleck  mit  gerader  Seitenzahl  gerade,  mit  un- 
gerader ungerade  ist;  dass  folglich,  welches  auch  die  Seitenzahl  sein 
mag,  die  Anzahl  der  innerhalb  ihrer  Endpuncte  geschnittenen  Seiten 
immer  gerade  ist.  —  Lässt  man  die  Seiten  des  Vielecks  unendlich 
klein  werden,  so  entsteht  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve,  die 
daher  von  einer  Geraden  immer  in  einer  geraden  Anzahl  von  Puneten 
geschnitten  wird.  Auch  gilt  dieses  noch,  wenn  man  statt  der  Ge- 
raden eine  zweite  Ciirve  setzt,  die  sich  entweder  über  alle  Grenzen 
ausdehnt,  oder  ebenfalls  in  sich  zurückläuft. 

3)  Man  ziehe  GH,  welche  BC  in  K  schneide.  Um  den  Werth 
des  damit  entstehenden  nothwend^  rationalen  Doppelschnitts  Verhält- 
nisses 

[BF  :  FC)  :  [BK  :  KC) 
zu  finden,  so  ist,  unter  der  in  1)  gemachten  Annahme, 

BF  :  FC=  \, 
HG  mit  BC  parallel,  und  daher  BK  der  CK  gleich  zu  achten,  also 

BK  ■  KG  =  —  \, 
wodurch   der   Werth  jenes  Doppelschnittsverhältnisses  =  —  1   whd; 
d.  h.  BC  wird  in  F  und  K  harmonisch  getheilt  (Nr.  6). 
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I  findet  sich  das 


4)  Schneide  GH  die  AD  in  L.  Man  ziehe  noch  FG,  welche 
AB,  CD  in  M,  N  treffe,  und  werde  der  Exponent  des  Viereck- 
s  chnitts  verhältni  sses 

(AM  :  MB]  [BK  ;  KC)  [CN  :  ND)  (DL  :  LA) 
verlangt,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vierecks  AB  CD  in  M,  K,  N,  L 
geschnitten  werden.     Am  einfachsten  gelangt  man  dazu,   wenn  man 
sich  A,  B,  C,  D  als  die  Spitzen 
eines  ParaUelogrammes  vorstellt. 
Denn  alsdann  werden,  wie  man 
bald  aus  Fig,  5  wahrnimmt,  M, 
N,  K,  L  die   Mittelpuncte   der 
Seiten  desselben,  und  mithin  der 
gesuchte  Exponent  gleich  1. 

Dass  übrigens,  und  wie  mit 
Hülfe  dieser  neuen  Ansicht  der 
Figur,  die  Werthe  der  vorigen 
Doppel- imdDreieckschnittsver- 
hältnisse  hätten  gefunden  wer-  ^^' 

den  können,  bedarf  keiner  Erörterung. 

5]  Sei  0  der  Durchschnitt  von  AC  mit  BL, 
Dreiecks  chnitts  verhältni  SS : 

(BL  :  LO)  (00  :   CG)(GD  :  DB)  =  —% 

Zeichnet   man  nämlich  AB  CD  als  Parallelogramm,   und  nennt 
Z  den  Durchschnitt  von  BL  mit  GM,  so  verhält  sich 
LO  :  OZ  =  AO  .  OG  =  LA  :  GZ  =  KB  :  G Z  =  LK  .  LG  =  2  .  ^ . 
Da  ferner  LZ=  ZB,  so  ist 

LO  =  'iOZ  =  \LZ  =  \LB; 
OG  =  \A0  =  \AG  =  \GC;     OC  =  ^GO; 
und  endlich 

GD  =  \BD, 
woraus   der   angegebene  Wevth   des  Dreiecksclinitts Verhältnisses   her- 
vorgebt. 

6)  Sei  F  der  Durchschnitt  von  FH  mit  BL,  so  hat  man: 

[BL  :  L0](0P  :  PB)  =  S. 
Denn  beim  Parallelogramm  ist 

LB  =  %LO   und    OP=BP, 
weü  F  und  H,  also  auch  P,  unendlich  entfernte  Puncte  sind. 

7)  Dividirt  man  das  Zweiecks  chnitts  verhaltniss  6)  in  das  Dreieck- 
gchnittsverhältniss  5),  so  kommt  das  Dreiecks chnittsverhältniss 

(00  :   CG){GD  1  DB)  {BP  :  P0)=-— |, 
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20.     Werden  fiinf  willkürlich  in  einer  Ebene  genommene  Puncte 
dui-ch  Gerade  verbunden,  oder  was  dasselbe  ist:    conskuirt  man  ein 
Netz,  indem  man  von   diesen   fünf  Puncten   als  Hauptpuncten  aus- 
geht,  so  sind  nicht  mehr  alle  damit  sich  bildenden  Vieleckschnitts- 
verhältnisse bloss  von  der  Art  der  Verbindung  abhängig;   wohl  aber 
wird   jedes    von   ihnen    sich   bestimmen    lassen,    wenn    man    irgend 
2.5  —  8^2  von  einander  unabhängige  derselben  kennt  {Nr.  16). 
Beispiel.     Seien  A,  B,   C,  I),  E  (Fig.  6)  fünf  beliebige  Puncte 
in  einer  Ebene.    Man  ziehe  die  fünf 
Geraden  AB,  BC,   CD,  DE,  EA, 
welche  sich  in  F,  G,  H,  I,  K  schnei- 
den, wie  die  Figur  zeigt.     Zwischen 
den  vier  Puncten,  in  denen  jede  der 
fünf  Geraden  von  den  jedesmal  vier 
übi%en  geschnitten  wird,  bilden  sich 
mehrere     Doppelschnitts  Verhältnisse, 
die  aber,   in  jeder  Geraden  für  sich, 
von   einander  abhängig  sind  (Nr,  8). 
j,.    ^  Werde    daher   verlangt;     aus    einem 

der  Doppelschnitts  Verhältnisse  in  B  C 
und  aus  einem  va.  DE  ein  Doppelschnitts  Verhältnis  s  in  CD  zu 
finden. 

Weü  die  Seiten  FC,  CD,  DF  des  Dreiecks  CDF  von  EA  in 
/,  G,  E,  und  von  AB  in  B,  K,  H  geschnitten  werden,  so  hat  man 
(Nr.  19,  2) : 

[FI  :  IC]  (CG   :   GD)  {DE  :  EF)  =  —  1, 

[FB  :  BC)  [CK  :  KD)  [Dil  :  HF)  =  —  1, 

und  wenn  man  die  letztere  Gleichung  in  die  erstere  dividirt: 

iFI     FB_\  IFH     FE\  _  iCK^     CG\ 

\JC  '•  BCf\HD  ■  ED)  ~  \KD  *  GD)  ' 

Setzt  man  daher  die  Doppelschnitts  Verhältnisse 

[F,  C,  I,  B)=^p,     (F,  D,  H,  E)  =  q, 
so  ist 

(C,  D,  E,   G)=pq] 

und  eben  so  muss  jedes  andere  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältniss  dieser  Figur  durch  p  und  q  ausgedrückt  werden  können. 
So  finde  ich  mittelst  barycentrischer  Rechnunf^,  dass  die  beiden 
Fünfeekschnittsverhältnisse : 


AK 

BF 

CO 

DH 

EI 

und 

AQ 

EF 

DK 

Ol 

BJI 

KB 

■  FC 

OD 

■  HE 

■  lA 

OE 

■  FD 

■  KC 

Tb 

■  HA 
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einander  gleich  sind,  jedes  von  ihnen 

pq  —  ^ 


P^b  — 1)(2  — 1) 

21,  Hat  man  ein  System  von  6,  7,  8,  ...  willkürlich  in  einer 
Ebene  genommenen  Puncten,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
ein  System  von  eben  so  vielen  in  der  Ebene  beliebig '  gezogenen 
Geraden,  so  müaaen,  4,  6,  8,  ...  von  einander  unabhängige  Vieleck- 
schnittsverhältnisse gegeben  sein,  um  die  Werthe  aller  übrigen  finden 
zu  können.  Indessen  sind  die  hierher  gehörigen  Aufgaben  zu  com- 
plicirt,  als  dass  ein  Beispiel  an  diesem  Orte  gegeben  werden  könnte. 
Auch  möchten  die  Hülfsmittel,  welche  man  in  der  Geometrie  ge- 
wöhnlich in  Anwendung  zu  bringen  pflegt,  bei  Aufgaben  solcher 
Art  nur  mühsam  zum  Ziele  führen.  Die  Vortheile,  welche  der 
barycenti-ische  Calcul  hierbei  gewährt,  der  sich  zu  diesem  Zwecke 
noch  besonders  vereinfachen  lässt,  habe  ich  in  dem  8.  Capitel  des 
2.  Abschnittes  auseinander  gesetzt,  worauf  ich  daher  Diejenigen, 
welche  sich  mit  diesem  Gegenstande  näher  beschäftigen  wollen, 
verweise.  —  Hat  man  es  bloss  mit  einem  Systeme  beheb%  gezogener 
Geraden  zu  thun,  deren  Durchs chnittspuncte  nicht  wiederum  durch 
Gerade  verbunden  werden,  so  reicht  auch  diejenige  Methode  aus, 
die  im  5.  Capitel  desselben  Abschnitts  erklärt  worden,  und  welche 
in  einem  besonderen  Algorithmus  mit  Doppelschnittsverhältnissen 
besteht. 

22.  Den  Beschluss  theses  Aufsatzes  mögen  einige  Sätze  über 
die  metrischen  Relationen  machen,  welche  in  der  Lineal-Geometrie 
bei  Kegelschnitten  vorkommen. 

Ist  in  der  einen  der  beiden  oft  gedachten  Ebenen  eine  Curve 
verzeichnet,  und  die  Gleichung  derselben  zwischen  den  recht-  oder 
schiefwinkligen  Coordinaten  t  und  u  gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  die  entsprechende  Cur-ve  zwischen  den  Coordinaten  x,  y 
in  der  anderen  Ebene,  wenn  man  in  der  Gleichung  zwischen  t  und  ti, 

t  =  «^  +  ^y  +  '^    „  _  f^+ffy  +  ^^ 

X  +  my -\~n'  x  -\-  my  +  n 

setzt  (Nr.  2).  Da  cUe  Nenner  in  diesen  Ausdi-ücken  für  t  und  u 
einander  gleich  sind,  so  ersieht  man  leicht,  dass  die  solchergestalt 
sich  ergebende  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit  der  Gleichung 
zwischen  t  und  ii  von  demselben  Grade  ist,  dass  also  je  zwei  sich 
entsprechende  Curven  immer  zu  dei-selben  Ordnung  gehören.  So 
wie  daher  einer  Geraden  immer  eine  Gerade  entspricht,  so  entspricht 
auch  jedem  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt,  u.  s.  w, 
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Sind  femer  A  und  A'  zwei,  in  sich  entsprechenden  CitiTcn 
liegende,  sich  entsprechende  Piincte,  so  werden  auch  die  in  A  und 
A'  an  die  Curven  gezogenen  Tangenten  zwei  eich  entsprechende 
Geraden  sein.  Denn  ist  B  ein  dem  A  unendlich  nahe  liegender 
Punct  der  einen  Curve,  so  wird  der  ihm  entsprechende  B'  in  der 
anderen  Curve  dem  A'  unendlich  nahe  sein,  weil  unendlich  kleine 
Aenderungen  von  t  und  u  auch  nur  unendlich  kleine  Aenderungen 
von  X  und  y,  im  Allgemeinen  wenigstens,  zur  Folge  haben.  Die 
Geraden  AB  und  A'B',  so  weit  man  will  verlängert  gedacht,  d.  i. 
die  an  A  und  A'  gezogenen  Tangenten,  werden  sich  daher  gleich- 
falls entsprechen. 

Werde  nur  noch  erinnert,  dass  einer  Asymptote  der  einen  Curve 
im  Allgemeinen  nicht  auch  eine  Asymptote,  sondern  eine  Tangente 
der  anderen  entspricht,  weil,  wenn  t,  u  unendhch  gross  sind,  des- 
halb nicht  auch  x,  y  unendlich  sein  müssen. 

23.  Ist  in  der  einen  Ebene  ein  Kegelschnitt  gegeben,  so  kann 
man  diesem,  so  lange  noch  keine  anderen  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  bestimmt  sind,  nicht  nur  irgend  einen  beliebig  in  der  anderen 
Ebene  verzeichneten  Kegelschnitt  entsprechend  setzen,  sondern  noch 
irgend  3  Puncten  des  einen  Kegelschnitts  3  willkürhch  in  dem  an~ 
deren  genommene  Puncte  sich  entsprechen  lassen. 

Seien,  um  dieses  zu  beweisen,  k  und  k'  [Fig.  7)  zwei  beliebige 
Kegelschnitte,  k  in  der  einen,  k'  in  der  anderen  Ebene;  A,  B,  0 
irgend  drei  Puncte  in  Ä;  A',  B',  C  in  k',  die  man  den  ersteren 
A,  B,  G  resp.  entsprechend  setze.  Man  ziehe  noch  an  /;  in  ^i  und  B 
zwei  Tangenten,  welche  sich  in  D  schneiden,  und  an  k'  in  AI  und  B' 
zwei  Tangenten,  welche  sich  in  D'  schneiden,  und  setze  D  und  D' 
sich  entsprechend,  so  hat  man  jetzt  vier  Paare  sich  entsprechender 
Puncte:  A  und  A',  ...,  D  und  iJ',  und  es  ist  damit  für  jeden  fünften 
Punct  der  einen  Ebene  der  entsprechende  in  der  anderen  be- 
stimmt (Nr.  4).  Ich  behaupte  nun,  dass  nach  Voraussetzung  dieser 
vier  Paare  sich  entsprechender  Puncte  jedem  Puncte  in  k  ein  Punct 
in  k'  entsprechen  wird,  oder  kiArzer,  dass  h  und  k'  sich  entsprechende 
Curven  sein  werden.  Denn  entspräche  dem  Kegelschnitte  k  nicht  k', 
sondern  die  Curve  /,  so  müsste  diese  erstlich  nach  Nr.  22  wieder  ein 
Kegelschnitt  sein. 

Da  femer  k  durch  A,  B,  C  geht  rmd  von  AD  und  BD  berührt 
wird,  so  müssen  auch  A!,  B' ,  C  va  l  liegen  und  A'D\  B'D'  Tan- 
genten von  l  sein.  Diese  Eigenschaften  von  l  kommen  aber  auch 
dem  Kegelschnitte  k'  zu. 

Da  nun   ein  Kegelschnitt   diirch   drei  in   ihm    hegende  Puncte 
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und   ditrch  die  an  zwei  derselben  gezogenen  Tangenten  immer  und 

ohne    Zweideutigkeit    bestimmt   ist,    so   kann    l   von  k'  nicht  ver- 
schieden sein. 


Hat  man  daher  zwei  Kegelschnitte  h  und  k\  und  setzt  drei 
Pimcte  A,  B,  C  des  ersten,  dreien  Puncten  A',  B',  C  des  letzteren 
entsprechend,  so  wird  auch  jedem  anderen  Puncte  in  k  ein  Punct 
in  li  entsprechen,  d.  h.  h  und  U  werden  sich  entsprechende  Curven 
sein,  wenn  man  noch  als  viertes  Paar  sich  entsprechender  Puncte 
die  Durchschnitte  D  und  D'  der  in  A,  B  und  A'  und  B'  an 
k  und  &'  gezogenen  Tangenten  hinzufügt.  Je  zwei  Kegelschnitte 
k  und  k'  lassen  sich  daher  immer  als  sich  entsprechende  Cui-ven 
betrachten,  und  überdies  noch  irgend  dreien  Puncten  A,  B,  C  des 
einen  beliebige  drei  Puncte  A',  B',  C  des  anderen  entsprechend 
annehmen. 

24.  Man  ziehe  noch  an  C,  C  Tangenten,  welche  AB,  A'B' 
m  E,  E'  schneiden,  ziehe  CD,  CD',  welche  AB,  AB'  in  F,  F' 
treffen,  so  sind  E,  JE'  und  F,  F'  zwei  neue  Paare  sich  entsprechender 
Puncte,  und  folghch  die  Dopp eis chnitts Verhältnisse  {A,  B,  E,  F)  und 
{A! ,  B',  E',  F')  einander  gleich.  Wie  daher  auch  in  einem  Kegel- 
schnitte die  drei  Puncte  A,  B,  C  genommen  werden  mögen,  so  muss 
immer,  wenn  E  und  F  auf  die  besagte  Weise  daraus  abgeleitet 
worden,  der  Exponent  des  DoppelschnittsverhiQtnisses 

(AB  :  EB]  :  {AF  :  FB] 
denselben  Werth  haben,  also  eine  bestimmte  und  zwar  rationale  Zahl 


y  Google 


476  Metrische  Kelatiouen 

sein,  weil  E  imd  F  aus  A,  B,  G  nuv  auf  eine  Weiae  gefunden 
werden  können.  Es  ist  aber,  wenn  man  für  den  Kegelschnitt  einen 
Kreis,  und  C  zum  Mittelpuncte  des  Bogens  AB  nimmt,  E  in  der 
Geraden  AB  unendlich  entfernt,  und  F  der  Mittelpunct  dieser  Ge- 
raden; folglich 

AE  :  EB  =  —  1,     AF  :  FB  =  1 , 
und  daher  der  Exponent   des  Doppelachnittsverhältnisses    in    diesem 
Falle,  also  auch  m  allen  anderen  Fällen,  gleich  —  1,  d.  h.  AB  wird 
in  E  und  F  harmonisch  getheilt. 

Schneide  femer  AC  die  BD  in  G,  GF  den  Kegelschnitt  in  H, 
DH  die  AB  in  K,  so  muss,  nach  derselben  Art  wie  vorhin  zu 
schlieesen,  der  Exponent  des  dadurch  sich  bildenden  Doppelachnitts- 
verhältnisses [A,  B,  F,  K)  eine  bestimmte  Zahl  sein,  die  aber  nicht 
mehr  rational  ist,  sondern  eine  Quadratwurael  enthält,  weil  die  Ge- 
rade FG  den  Kegelschnitt  iiothwendig  zweimal  trifft,  wodurch  der 
Punct  ZT,  und  somit  auch  der  Punct  K,  zweideut%  wird.  In  der 
That  findet  sich 

[A,  iJ,  F,  K)  =  ^(3  ±  ys)     und     [A,  B,  F,  Ä",)  =  |(3  H=  Vs), 
wenn  FG  dem  Kegelschnitte    zum    zweiten  Male   in  H,    begegnet, 
und  DU,  die  AB  in  K^  schneidet. 

Um  sich  hiervon  auf  das  Einfachste  zu  überzeugen,  nehme  man 
für  den  Kegelschnitt  einen  Kreis,  A,  B  als  Endpuncte  eines  Durch- 
messers, und  O  als  Mittelpunct  des  Halbkreises  AGB.  Alsdann 
sind  FC,  KH,  BG  auf  AB  noi'mal,  F  ist  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  und  -4i^^  i''S  ^  i^(7^  J^Ä=  dem  Halbmesser,  den  man 
gleich  1  setze. 

Hieraus  folgt  weiter  BG  =  2,  FG  =  Vö ,  irnd  es  verhält  sich 
FB  :  FK=  FG  :  FH  =  V%  :   1, 
also 

FB  +  FK:  FB^FK=:V'o  ^l    :  V 5  —  1 , 
d,  i. 

AK  :  KB  =  h—\    :   [Vö  —  if  =  2  ;  3  —  ^5. 
Da  fem  er 

AF  :  FB  =^\    :  \, 
so  hat  man 

[AF  :  FB)  :  [AK  :  KB)  =  ^{Z  —  yb), 
wie  zu  erweisen  war. 

Auf  eben  diese  Art  wird  nun  auch  jedes  andere  durch  ferneres 
Ziehen  gerader  Linien  in  unserer  Figur  entstehende  Doppelschnitts- 
verhältniss  oder  Vielecks chnittaverhältniss  einen  bestimmten  "Werth 
haben,  und  wir  erhalten  somit  folgenden  merkwürdigen  Sata: 

Veriindet  man  drei  in  einem  Kegelschnitte   liegende  Puncte  durch 
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gerade  Linien,  und  zieht  in  denselben  Ptmcten  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt; erweitert  man  hierauf  die  Figur,  indem  man  immer  die  schon 
vorhandenen  Durchschnitte,  Vielehe  die  Geraden  mit  einander  und  mit 
dem  Kegelschnitte  machen,  durch  neue  Geraden  verbindet  und  von  den 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  fallenden  Durchschnitten  Tangenten  an 
denselben  zieht,  deren  Berührung s/nincte  man  unederum  unter  sich  und 
mit  jenen  Dwohschnitten  verbindet  i  so  ist,  wie  weit  man  auch  diese 
Oonstruction  fortsetzen  mag,  der  Werth  jedes  somit  sich  bildenden 
Vieleckschnittsverhältnisses  weder  von  den  Parametern  des  Kegelschnittes, 
noch  von  der  Lage  der  aitfänglichen  drei  Puncte  in  demselben,  sondern 
bloss  von  der  Art  und  Weise  abhängig,  auf  welche  man,  von  jenen 
drei  Funden  ausgehend,  zu  den  Puncten  des  Vieleckschnittsverhältnisses 
gelangt  ist.  Der  Werth  eines  solchen  ist  daher  immer  eine  bestimmte 
Zahl.  Weil  aber  jede  durch  einen  Punct  innerhalb  des  Kegelschnitts 
geführte  Gerade  denselben  in  zwei  Funcien  schneidet,  und  weil  von 
jedem  Fi^cte  ausserhalb  des  Kegelschnitts  zwei  Tangenten  an  Um  ge- 
zogen werden  können,  so  wird  diese  Zahl  im  Allgemeinen  nicht  rational 
sein,  sondern  Quadratvmrzeln  enthalten. 

25-  Die  so  eben  beschriebene  Figur  kann,  analog  dem  Obigen 
(Nr.  18),  ein  Netz  heissen,  dessen  Construction  von  einem 
Kegelscbnitte  und  drei  in  demselben  enthaltenen  Puncten 
A,  B,  C  ausgeht.  Wir  wollen  jetzt  dieser  Construction  noch  einen 
vierten,  willkürlich  in  dem  Kegelschnitte  anzunehmenden  Punct  31 
zu  Grunde  legen.  Um  den  entsprechenden  Punct  M'  in  der  anderen 
Ebene  zu  finden,  ziehe  man  DM,  welche  AB  in  N  schneide;  be- 
stimme hierauf  in  A'B'  den  Punct  iV'  so,  daas 

[A,  B',  E',  N'}  =  {A,  B,  E,  N), 
und  ziehe  D'N',  welche  den  Kegelschnitt  AIB'C  in  zwei  Puncten 
schneiden  wiid  um  zu  entscheiden,  welcher  von  ihnen  dei  dem  1/ 
entspiechende  M  iit,  denke  man  sich  den  Kegehchnitt  ABC  von 
einem  Puncte  so  duichlauten,  dass  dieser,  von  -.4  ausgehend,  nach  B 
kommt,  ohne  dem  0  zu  begegnen,  wo  ei  dann  nach  deiselbeu 
Bichtung  \on  B  fortgehend,  nach  6'  kommen  ^(iid,  ohne  A  7u 
treffen,  und  von  C  nach  A  zuiuck,  ohne  B  zu  tieffen"') 

*t  Wie  diesei  Forderung  bei  der  EUip^e  immei  Geuilge  gesciiehen  kann, 
sieht  nrm  ohne  Weiteies  —  Eme  Parabel  hat  man  ^ich  hierbei  al'  eme  lieh  ma 
Unendliche  eratieekende  Ellipse  mii  denken,  in  dass  der  beathreibende  Punet,  nach- 
dem ei  unendlich  weit  m  dem  einen  Schenkel  fortgegangen  lat,  in  den  andeien 
Schenkel  aus  dem  Unendlichen  aurückkehit  —  Bei  emei  HypeibeS  muss  der 
Punct  beide  Male  wenn  ei  iich  unendlich  ^seit  nach  dei  Richtung  emei  A'imptote 
entfernt  hit,  nach  dem  entgegengesetzten  unendlich  entfernten  Puncte  dei3el];en 
AsMHpfitc  uher^pi ingen  und  in  dis  Endliche  Bumckkehien 
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Man  bezeichne  die  drei  somit  durchlaufenen  Tlieile  durch  AB, 
Wo,  (TÄ,  so  sind  ihnen  die  auf  gleiche  Art  in  dem  anderen  Kegel- 
schnitte bestimmten  und  durch  j!^\  B'C,  CA'  zu  bezeichnenden 
Theile  resp.  entsprechend;  und  wenn  daher  M  z.  B.  in  BC  liegt, 
wie  dies  in  unserer  Figur  der  Fall  ist,  so  muss  auch  M'  in  B'C 
begriffen  sein. 

Irgend  zwei  Viele cks chni ttsverhältnisse ,  die  in  beiden  Ebenen 
aus  den  Kegelschnitten  und  aus  den  in  jedem  derselben  liegenden 
vier  Puncten  durch  Consti-uction  von  Netzen  auf  gleiche  Art  sich 
bilden,  weiden  nunmehr  einander  gleich  sein;  woraus  wir  zunächst 
schliessen,  dass  mit  dem  Doppel  Schnitts  Verhältnisse  (A,  B,  E,  N)  des 
einen  Netzes  auch  alle  übrigen  in  demselben  vorkommenden  Doppol- 
schnitta-  und  Vieleckschnitts  Verhältnisse  gegeben  sind;  und  über- 
haupt : 

AUe  VieUckschniUsverhäUnisse  eines  Netzes,  das  aus  einem  Kegel- 
schnitte und  vier  in  ihm  liegenden  Puncten  construirt  ist,  lassen  sich 
finden^  wenn  irgend  eines  detselben,  das  von  allen  vier  Puncten  zugleich 
abhängt,  gegeben  ist. 

26.  So  wie  der  Punct  M,  so  wird  auch  jeder  andere  willkür- 
liche Punct  des  Kegelschnittes,  in  Bezug  auf  die  drei  ersten  A,  B,  C, 
durch  ein  Doppelschnittsverhältniss  bestimmt.  Für  jeden  neu  hin- 
zukommenden willkürlichen  Punct  des  Kegelschnittes  muss  daher  ein 
Doppelschnitts-  oder  Viele  cks  chnitteverhaltniss  mehr  gegeben  sein. 
Da  nun  bei  vier  Puncten  ein  Viele ckschnittsverhältniss  nÖthig  war, 
so  ziehen  wir  die  allgemeine  Folgerung: 

Hat  man  einen  Kegelschnitt  und  beliebige  m  in  demselben  liegende 
Ptincte,  so  müssen  in  dem  daraus  construirten  Netze  irgend  m  —  3  uon 
einander  unabhängige  Vieleckschnittsverkältnisse  gegeben  sein,  tmi  alle 
übrigen  finden  zu  können. 

Es  ist  dieser  Sata  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  in  Nr.  9  zu 
betrachten,  wo  bei  einem  Systeme  von  m  Puncten  in  einer  geraden 
linie,  ebenfalls  m  —  3  Doppelschnittsverhältnisse  gegeben  sein 
mussten.  —  Man  bemerke  noch,  dass  bei  einem  Kegelschnitte  und 
fünf  Puncten  desselben  5  —  3  =,  2  Vieleckschnitts  Verhältnisse  erfor- 
dert werden,  eben  so,  als  wenn  man  ein  System  von  fünf  Puncten 
in  einer  Ebene  überhaupt  hat  [Nr.  20).  Der  Grund  davon  liegt  in 
dem  bekannten  Satze,  dass  durch  fünf  Puncte  einer  Ebene  immer 
ein  Kegelschnitt  und  nur  einer  beschrieben  werden  kann,  dass  folg- 
lich mit  irgend  fünf  Puncten  der  Ebene  immer  auch  schon  der 
Kegelschnitt,  in  welchem  sie  liegen,  vollkommen  bestimmt  ist.  Sechs 
Puncte   einer  Ebene  liegen  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Kegel- 
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schnitte.  Soll  daher  auch  der  sechste  Puiict  in  dem  Kegelschnitte 
enthalten  sein,  welcher  durch  die  fünf  ersten  geht,  so  ist  eben  damit 
eine  Bedingung  für  die  Lage  des  sechsten  in  der  Ebene  gegeben, 
und  da  zur  vollkommenen  Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  Ebene 
zwei  Bedingungen  erfordert  werden,  so  bedarf  es  noch  einer  zweiten 
Bedingung  für  den  sechsten,  und  so  für  jeden  anderen  Punct  des 
Kegelschnitts,  Diese  zweite  Bedingung  ist  aber  das  für  jeden  sechsten 
Punct  hinzuzufügende  Vielecks chnittsverhältniss, 

27.  Man  habe  in  einer  Ebene  einen  Kegekchnitt  und  ausser- 
halb desselben  m  beliebig  genommene  Puncte,  wo  m>- 1.  Von  jedem 
derselben  ziehe  man  an  den  Kegelschnitt  zwei  Tangenten,  so  erhält 
man  2m  Berührungspuncte ,  die  ebenfalls  von  einander  unabhängig 
sein  werden,  und  aus  denen  man  hinwiederum  die  ersten  m  Puncte 
finden  kann.  Construirt  man  nun  aus  den  letzteren  2m  Puncten  m 
Verbindung  mit  dem  Kegelschnitte  ein  Netz,  so  sind  nach  dem 
Vorigen  alle  Vieleck  Schnitts  Verhältnisse  desselben  bekannt,  wenn 
2  m  —  3  derselben  gegeben  sind.  Dieselbe  Anzahl  von  Vielcck- 
schnitts Verhältnissen  muss  daher  auch  gegeben  sein,  wenn  man  aus 
dem  Kegelschnitte  und  den  ersteren  m  Puncten  ein  Neta  construirt, 
indem  dieses  Netz  mit  dem  vorigen  aus  2  m  Puncten  construirten 
identisch  ist. 

Man  denke  sich  jetzt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  n  be- 
liebige Puncte  innerhalb  desselben,  wo  n  >  2.  Man  nehme  diese 
Puncte  in  einer  gewissen  Ordnung,  und  verbinde  hiernach  den  ersten 
mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem  dritten,  u.  s.  w.,  den  wten 
mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  deren  jede  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Puncten  schneiden  wird.  Dies  giebt  ein  System  von  n  von 
einander  unabhängigen  Geraden  und  von  2  n  sich  gegenseitig  nicht 
bestimmenden  Puncten  im  Kegelschnitte,  aus  welchen  letzteren  man 
umgekehrt  die  n  Geraden  und  aus  diesen  die  n  anfänglichen  Puncte 
finden  kann.  Das  aus  dem  Kegelschnitte  und  den  )*  anfänglichen 
Puncten  construirte  Netz  ist  daher  einerlei  mit  demjenigen,  welchem 
der  Kegelschnitt  und  die  darin  enthaltenen  2  n  Puncte  zu  Grunde 
liegen,  und  ist  folglich  seinen  Vieleckachnittsverhältnissen  nach  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  2  ?*  — -3  derselben  gegeben  sind. 

Hat  man  also  endlich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  m  -)-  m 
Puncte,  von  denen  m  ausserhalb,  n  innerhalb  der  Curve  liegen,  so 
erhält  man  auf  die  eben  besagte  Weise  ein  System  von  2  m  -\-2n 
von  einander  unabhängigen  Puncten  im  Kegelschnitte  selbst,  aus 
denen  sich  hinwiederum  die  anfänglichen  »i  rf- «  Puncte  finden  lassen ; 
—  und    damit    ein  System    von   2  [tn  +  '*)  —  3   von  einander    unab- 
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;eii  Vieleck  schnitte  Verhältnissen.  Dass  dieses  gilt,  auch  wenn, 
gegen  die  vorhin  gemachte  Annahme,  in  m-\-n  entweder  m  ^  1  oder 
n  ^  1  oder  2  ist  (nur  muss  m  +  « |>  1  sein),  davon  überzei^  man 
sich  leicht  seibat,  und  kann  somit  den  Satz  folgender^ estalt  ganz 
allgemein  ausdrücken: 

Wü'd  aus  einem  Kegelschnitte  und  irgend  m  in  seinem-  Ebene,  nicht 
in  ihm  selbst,  liegenden  Puncten  ein  Netz  construirt,  so  müssen  2  m  —  3 
von  einander  unabhängige  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben  sein,  um 
alle  übt  igen  finden  zu  Tonnen,  —  also  fünf  Vieleckschnitisverhälinisse 
mehi ,  als  wenn  die  in  Puncte  bloss  unter  sich,  nicht  auch  mit  dem 
'.  tn   Verbindung  gesetzt  toerden. 

Beispiel.     A,  B  (Fig.  8)  sind 
jf  zwei  Puncte  innerhalb  eines  Kegel- 

schnitts; die  Gerade  AB  schneide 
ihn  in  C  und  D.  Man  ziehe  in 
diesen  Puncten  Tangenten,  welche 
sich  in  E  treffen;  ziehe  EA,  EB, 
welche  dem  Kegelschnitte  in  F,  G 
begegnen;  ziehe  endlich  DF,  CG, 
welche  CE,  DE  in  H,  I  schneiden,. 
Hier  ist  a^o  die  Zahl  der  anfäng- 
lichen Puncte,  m  =  2.  Damit  wird 
2  m  —  3  =  1,  und  es  braucht  daher 
bei  dieser  Figui-  nur  ein  Vieleck- 
schnitts verhältniss  gegeben  zu  sein, 
um  die  Werthe  aller  übrigen  zu 
kennen;  d.  h.  zwischen  je  zwei  Vieleckschnitts  Verhältnissen  wird  eine 
Gleichung  obwalten. 

Wo   ist  ?,.  15.  die  zwischen  den  zwei   Dreieckschuitts Verhältnissen 
[CA  :  AD]  {DI  :  IE]  (EH  :  HC]  =- p. 
{OB  :  BD]  (DI  :  IE]  (EH  :  HC)  =  y, 
stattfaulende  Gleichung;  pq  =  i, 

ein  Resultat,  welches  sich  auch  durch  die  Proportion  darstellen  lässt: 

AD   ■   BC  ~\HFI     [lEJ  ■ 

Eben  so  muss  jedes  andere  Vieleckschnitts  verhältniss  durch  p  oder  q 
ausgedrückt  werden  können,  wie  das  Doppelschnittsverhältniss : 

(CA  ;  AD]   :  {CB  :  BD]=p:  q  =  p^ 
und  das  ihm  gleiche  Viere cks chnittsverhältni ss ; 

{CE  :  EH]  {HF  :  FD]  {DE  :  EI)  {IG  :   GC)  =p\ 
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\\  enn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in,  das  andere  um  einen 
Kreis  beschrieben  ist,  und  das  erstere  zugleich  in  das  letztere  ein- 
geschiieben  sein  soll,  so  sieht  man  augenblicklich,  dass  man  zu  den 
Spitzen  des  ersteren  die  Beriihi'ungspuncte  des  letzteren  mit  dem 
Kreisß  zu  nehmen  hat.  Eine  sehr  interessante,  von  Hen-n  Clausen 
a.  a.  O.  vorgelegte  und  gelöste  Aufgabe  entsteht  aber,  vrenn  um- 
gekehrt gefordert  mrd,  dass  die  Spitzen  des  um  den  Kreis  be- 
schriebenen Dreiecks  in  den  (verlängerten)  Seiten  des  in  ihn  be- 
schriebenen liegen  sollen.  Im  Gegenwäiligen  will  ich  diese  Aufgabe 
auf  Kegelschnitte  überhaupt  ausdehnen,  und  zeigen,  ivie  sie  mit 
Hülfe  der  baiycentrischen  Rechnung  sieh  lösen  lässt. 

Sei  ^BCein  in  und  A'B'C 
ein  um  eiuen  Kegelschnitt  be- 
schriebenes Dreieck,  und  letzteres 
zugleich  in  erateres  beschrieben, 
so  dass  J!  in  BC,  B'  in  CA  und 
C  in  AB  liegt.  "Weil  der  Kegel- 
schnitt durch  A,  B,  G  gehen  soll,  p^_— 
so  kann  man  seinen  Ausdruck 
setzen: 

I)    fpA^gqB  +  hrC\ 
wo 

]         1         1 

P  q     '     r  -.^^    -^    ; 

die   Gleichung  ist,    welche  zwi-  '~\,\/ 

sehen    den    Veränderlichen    des  A 

Ausdrucks  bestehen  muss.     Und 

weil  der  Kegelschnitt  die  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  berühren  soll, 
so  muss  sein  Aiisdmck  auch  die  Form  haben: 
D)  ixA'+kyB'+lzC, 
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2)  Vx  +  Vy  +  Vg^i) 

die  Grleichiiiig  zwischen  den  Veiänderlidien   des  Ausdrucks  ist*). 
Da  ferner  A'  in  BC  u.  s.  w.  liegen  soll,  so  setze  man 

IiA'  =  a<fB  +  a'hC 
kB'=  bhC+b'/A 
W'  =  ofA  +  c'</£, 
wo  a,  «',  i,  ...  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.     Siibstituirt 
man  hieraus  die  Werthe  von  A',  B\   C  in  II)   und  setzt  der  Kürze 

3)  b'y  +  cx^l     c/z  +  ax^q,     a'x  +  bij^K, 
so  geht  II)  über  in: 

IV)  f^A-\-ff>iB  +  hKC, 

und  die  hierdui'ch  ausgedrückte  Curve  musa  mit  dem  Kegelschnitt  I) 
identisch  sein.  Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  beider  auf  einerlei 
Fundamentalpuncte  bezogenen  Curven  I)  und  IV)  verhält  sieh  aber: 

p  ■-  g  ■  r  =  §  :  >j  ■  K, 
also  auch 


folglich 


^  +  V  +  7--==«- 


']'C+'Q^  +  h  =  <>> 
wegen  1).  Wärmen  nun  die  Cui-ven  nicht  identisch,  so  müssten  sich 
aus  4)  in  Verbindung  mit  2),  nachdem  man  in  4)  für  §,  r],  ^  aus 
3)  ihre  Werthe  durch  x,  t/,  z  ausgedrückt  gesetzt  hat,  die  Verhältniss- 
werthe  von  x,  y,  a  für  den  oder  die  gemeinschaftlichen  Puncte  beider 
Curven  finden  lassen.    Da  aber  die  CuiTen  alle  Puncte  mit  einander 


*)  Setat  man  namiich,  weil  ea  nur  auf  das  gegeaseitige  Vcrhältniss,  nicht  auf 
die  absoluten  Werthe  von  p,  q,  r  ankommt,  in  I)  und  1) 


Bo  reducirt  sieh  I)  auf  den  Ausdruck  I)  im  Barycentrischen  Oaloul  J.  249.    Ebciisu 
geht  IIj    in   die  Form  1}   g.  258   über,   -wenn  man   Yz  =  v,    Vy  =  —  1    und  damit 

y'x=  1  ~  c  setzt. 
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gemein  haben  sollen,  so  muss  die  Gleichung  4)  bestehen,   was  auch 
den  Veränderlichen  x,  y,  z  für  Werthe  beigelegt  weiden,   wenn  nur 
damit  immer  auch  die  Gleichung  2)  erfüllt  wiri]. 
Nun  giebt  die  Entwickelung  von  4) 

0  =  ößV^-|-  öc'?/a  -j-c'ß'23T+  ahxy 
+  b  h'y^  -\-  hcys  -\-  ca'zx  4-  a'b'xy 
-i-  cc'z'  ~\-b'c'yz-^  ca'zx -\-  ab'xy, 
und  wenn  man  die  Bedingungsgleichung  2}  rational  darstellt: 

(i^^^^y^^-,^^2yz~^zx  —  1xy. 
Nach  der  bekannten  Methode  der  Multiplicatoren  addire  man  jetzt 
diese  zwei  Gleichungen,  nachdem  man  vorher  die  letztere  mit  einem 
unbestimmten  Coefficienten  m  multiplicirt  hat,  und  setze  hierauf  die 
Coefficienteu  von  x^,  y^,  z^,  xy,  yz,  zx  jeden  für  sich  gleich  0-  Hier- 
mit erhält  man: 

«ß'+m  =  0,     hc  +  hc~{-b'c'  =  2m, 

hh'-\-m  =  0,     cß  +  c«'+c'ß'  =  Im, 

cc'Arin=  0,     ßö +  «&'-(- «'5'  =  2)«, 

und    wenn    man    die    aus   den   drei   ersten   Gleichungen    flies  senden 

Werthe  von  «',  5',  c'  in  den  drei  letzteren  substituirt: 

also,  wenn  man  m  =  w*  setzt : 

n^  —  bc=:^nb,  n^  —  ca:=±nc,  n^  —  ab  =  ±na, 
wo  entweder  zugleich  die  di-ei  oberen  oder  zugleich  die  drei  unteren 
Zeichen  genommen  werden  müssen.  Beides  ist  wegen  der  bleibenden 
Unbestimmtheit  von  n  gleicl^ltig.  Wollte  man  z.  B.  in  der  ersten 
Gleichung  das  untere  und  in  den  beiden  anderen  die  oberen  Zeichen 
nehmen,  so  würde  man  a^^co,  b  ■=  — -n,  ö  =  0,  folglich  a' -^  0, 
1}  ^  n  und  c'  =  CO  erhalten,  und  dadurch  nach  III)  zu  dem  unstatt- 
haften Resultate  gelangen,  dass  A'  und  C  mit  B  zusammenfallen. 
Mit  Annahme  der  oberen  Zeichen  findet  sich  nun  leicht: 

a  =  h  =  o^.  —  \{\  ±Vh)n, 
und  damit 


V5  = 
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setzt.     Drückt  man  somit  i,  c,  a,  h',  c    iii  ELI)  insgesammt  durch  a 
aus,  so  kommt 

{iA'^agB  —  vahC, 

V)  hB'=ahO—vafA, 
\w=afA-vagB, 

und  hieraus  weitei' : 

kB'-\-vlC'^ahC^v'a(jB. 
Bezeichnet   man  daher   die  Durchschnitte    von  B'C"   mit  BC,    von 
Ü'A'  mit  CA,  von  A!B'  mit  AB,  resp.  durch  /,  K.  L,  so  ist 

VI)  I=kB'+vIC', 
und  eben  so 

K=  IC'+viÄ,     L^iA'+vkB'. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sei  zuerst  der  Kegelschnitt  und 
das  um  ihn  beschriebene  Dreieck  A'B'C  gegeben,  und  werde  das 
einzuschreibende  ABC  gesucht.  Die  damit  zugleich  gegebenen 
Berührungspuncte  des  Kegelschnittes  B'C,  CA',  A'B'  heissen 
/',  li',  L',  so  hat  man  zufolge  des  Ausdrucks  II)  Barycentri scher 
Calcnl  §.  260: 

VII)     r=kB'+W',     K'~lC-\-iA\     L'^iA'^kB'. 
Hiernach  verhält  sich 

BT  :  I'C'=l  :  Ti, 
und  auf  gleiche  Art  wegen  VI) 

B'I  :  IC'=vl  :  h, 
folglich 

B'I  :  IO'=v.B'I'  :  l' C  ^  {Vö  q^  l)  S7' ;    (l/5"=l)/'C", 
und  eben  so 

CK  :  KA'=  V  .  CK' :  K'Ä,    A'L  :  LB'^  v  .  A'L'  :  L'B'. 
Hiermit   kann    man    die  Pnncte  /,  K,  L   finden,    welche    mit   den 
gegenüberliegenden  Spitzen  A',  B',  C  verbunden,  die  Seiten  des  in 
den  Kegelschnitt  einzuschreibenden  Dreiecks  ABC  bestimmen. 

Wenn  zweitens  aus  dem  eingeschriebenen  Dreieck  ABC  das 
umschriebene  ÄB'C  gefunden  werden  soll,  so  lege  man  an  den 
Kegelschnitt  in  A,  B,  C  die  Berührenden  GH,  HF,  FG,  so  dass 
FGH  ein  umschiiebenes  Dreieck  ist;  und  ziehe  die  Geraden  AF, 
BG,  OH,  welche  BC,  CA,  AB,  resp.  in  F',  G' ,  H'  schneiden. 
Vermöge  des  Ausdruckes  I)  ist  alsdann : 

\F~gB  +  hC—fA, 

Vni]  \  G  =  hC+fA-~gB, 

[lI^fA—ffB  —  hC, 
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[Bar.  Calc.  §.268),    und    daher  gS  -\-  kC  ^  dem  Durchschnitte  von 
BO  mit  J.-F'=  F',  und  ebenso 

hC+fA=G',    fA  +  gB  =  I-l'. 
Es  verhält  sich  daher 

BF'--  F'C  =  h  :  <j , 
nnd  wegen  V) 

BA' :  A'C  =  —vh  ;  g, 
oder 

BÄ  :  GA'=vh  :  g , 
folgheh 

BA' :  CA'  =  V.  BF' :  F'C  =  (y5  ip  ^)  BF' :   (V5  d;  l)  F'C, 
und  ebenso : 

OB':  AB'  =  v.OG':  G'A,     AO' :  BC  =  v  .  AH' :  H'B. 
Mittelst  dieser  Proportionen  können  also  die  in  BC,  CA,  AB  resp. 
liegenden  Spitzen  A',  B',  C   des  umschriebenen  Dreiecks  gefunden 
werden. 

Uebrigens  hat  jede  dieser  beiden  Aufgaben  zwei  Auflösungen, 
wegen  des  zweideutigen  Werthes  von  v,  der  durch  die  quadratische 
Gleichung 

i'*  —  3 1'  +  1  =  0 
gegeben  ist. 

Zusätze.  1)  Di-ückt  man  J',  K' ,  U  in  VII)  mit  Hülfe  der 
Gleichung  V)  durch  A,  B,   C  aus,  so  kommt: 

F   =kB'  ^  IC  ^{^—v)fA  —vcjB  +/*C', 

K' =  IC -\-  iA!  ~  fA  +  {l~v)gB  —vhC, 

U  =  lA'  +  kB'  =        —vfA  ^gB-\-{\—v)hC. 

Man  mnltiplicire  den  Ausdruck    für  K'   mit  v  und   ziehe   ihn    von 

dem  Ausdrucke  für  L'  ab.     Dies  giebt: 

-2vfA-^{\~v  +  v^)gB  +  {\- V  +  V']  h O, 
welches  daher  der  Ausdruck  eines  Punctes  in   der  Linie  K'L'  sein 
muss,  und  welcher  sich  wegen 

v^  =  'iv  —  \ 
auf 

—  IvfA  -\-  1vgB  +  "ivhC  —  —fA  -^gB  +  hC=  F 
{vergl.  VIIl)  redueirt.     Es  liegen   daher  K' ,  L'   mit  F,   und  ebenso 
L',  r  mit  G\    F,  K'  mit  H  in  gerader  Linie,    wodurch    folgender 
merkwürdige  Sata  entsteht: 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  ABC  tmd  A'B'C  das  erste  in  und 
das  zweite  um.  einen  Kegelschnitt  beschrieben  ist,  und  zugleich  die 
Spitzen  des  zweiten  in  den  Seiten  des  ersten  liegen,  so  stehen  in  der- 
1  zu  einander  das  eingeschriebene  Dreieck  J'ITL',  dessen 
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Spitzen  (He  Berührungspuncte  des  umschriebenen  Dreiecks  A'B'C  sind, 
und  das  umsohnehene  Dreieck  FGH,  dessen  Seiten  die  an  den  Kegel- 
schnitt in  den  Ritzen  des  eingeschriebenen  Dreiecks  ABC  gezogenen 
Berührenden  sind,  indem  auch  hier  die  Spitzen  von  FGH  in  den  Seiten 
von  I'K'L'  liegen. 

2)  Die  drei  Geraden,  welche  die  Spitzen  eines  um  einen  Kegel- 
schnitt beschriebenen  Dreiecks  mit  den  gegenüberliegenden  Beriih- 
rungspuncten  verbinden,  schneiden  sich  bekanntlich  in  einem  Puncte. 
Heisse  P  dieser  Punct  für  das  umschriebene  Dreieck  A'B'C,  so  ist 

I'  =  iA'+/cB'+W', 
(Bar.  Calc.  §.  26ü).     Setzt  man  femer 

Ü=fA-\-f/B  +  hC, 
so  kommt,  wenn  davon  die  Ausdrücke  für  F,  G,  H  in  VID)  eubtrahiit 
weiden:  2/^,  ^gB,  IKG,  d.  h.  bei  dem  umschriebenen  und  den 
Kegelschnitt  in  A.,  B,  G  berührenden  Dreiecke  FGH  schneiden  sich 
FA,  GB,  HC  gemeinschaftlich  in  Q.  Nun  fo^t  durch  Addition 
der  Gleichungen  V) 

iA'+kB'+lC  ==  a  (1  —7')  [fA  +  gB  ^hC). 
A.  l  P=  Q;  also: 

Die  sechs  Linien  AI' ,  B'K',  C'L',  FA,  GB,  HC  schneiden  sich 
in  einem  Puncte. 
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[Orellc's  Journal  1833  Band  10  p.  317—341.] 
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aa  den  vorliegenden  geometrischen  Untersuchungen  bin  ich  zu- 
nächst durch  ein^e,  bei  Beschäftigung  mit  der  Statik  erhaltene, 
an  sich  sehr  einfaclie  Resultate  veranlasst  worden.  Ich  fand  näm- 
lich, dass  von  den  zwei  Kräften,  auf  welche  ein  System  voir  Kräften 
im  Uaume  immer  reducirbar  ist,  und  welche  im  Allgemeinen  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  Richtung  der  einen  nach 
Willkür  genommen  werden  kann;  dass  ferner,  wenn  die  Richtung 
der  einen  Ki-aft  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  die  Richtung  in 
einer  mit  dem  Puncte  bestimmten  und  ihn  enthaltenden  Ebene 
liegen  muss,  und  dass  umgekehrt,  wenn  die  eine  Richtung  in  einer 
gegebenen  Ebene  enthalten  ist,  die  andere  einen  mit  der  Ebene 
gegebenen  und  in  ihr  begriffenen  Pnnct  trifft.  Auf  diese  Weise  ent- 
spricht also  in  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften  jedem  Puncte  des 
Raumes  eine  gewisse  Ebene,  jeder  Ebene  ein  Punct,  und  jeder  Ge- 
raden, als  der  Richtung  der  einen  von  zwei  mit  dem  System  gleich- 
wirkenden Kräften,  eine  andere  Gerade  als  die  Richtung  der  anderen 
Kraft;  und  es  entstehen  somit  zwischen  allen  Theilen  des  Raumes 
duale  Verhältnisse,  die  im  Allgemeinen  von  derselben  Beschaffenheit 
sind,  als  die  in  neueren  Zeiten  schon  öfter  behandelten  Dualitäts- 
verhältnisse der  Figuren,  nur  dass  hier  die  beschräirkende  Bedingung 
hinzukommt,  dass  die  einem  Puncte  entsprechende  Ebene  durch  ihn 
selbst  geht,  und  dass  in  jeder  Ebene  der  ihr  entsprechende  Punct 
selbst  liegt. 

Ich  habe  nun  diese  Verhältnisse,  abgesehen  von  ihrem  statischen 
Urspi-rrnge,  rein  geometrisch  zu  behandeln  gesucht,  und  theile  was 
ich  gefunden  jetat  mit,  in  der  Hoffnung,  dass  mehrere  aus  jener 
speciellen  Voraussetzung  heiTorgehende  Beziehungen  nicht  ohne 
Interesse  sein  werden.  Insbesondere  dürfte  die  hier  gegebene  Con- 
sti'uction  von  Polyedern,  die  zugleich  in  und  um  einander  beschrieben 
sind,  so  wie  das  System  von  Linien,  deren  jede  sich  selbst  zur  ent- 
sprechenden hat,  und  welche  bei  einem  System  von  Kräften  die 
Axen  sind,    für  welche   die  Momenten  summe    der   Kräfte    Null    ist. 
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einige  Aufmerksamkeit  verdienen.  Zum  Schlüsse  habe  ich  noch  den 
Zusammenhang  erörtert,  der  zwischen  diesen  Dualitäts Verhältnissen 
und  statischen  Sätzen  obwaltet. 


1-  Seien  x,  y,  z  und  .«',  y' ,  z'  die  recht-  oder  schief  winkeligen 
Coordinaten  zweier  Puncte  P  und  P' ,  und  diese  sechs  Grössen  durch 
eine  einzige  Gleichung, 

mit  einander  verbunden.  Giebt  man  alsdann  den  Coordinaten  x,  y,  z 
oder  x',  y',  z'  bestimmte  Werthe,  so  wird  F=0  eine  Gleichung 
zwischen  nur  noch  drei  Unbestimmten  x' ,  y\  z  oder  x,  y,  z.  Die 
beiden  Puncte  werden  daher  durch  die  Gleichung  in  eine  solche 
Abhängigkeit  von  einander  gebracht,  dass,  wenn  der  Ort  des  einen 
P  oder  P'  bestimmt  ist,  der  andere  P'  oder  P  in  einer  damit  ge- 
gebenen Fläche  liegt. 

2.  Werde  nun  verlangt,  dass  die  Fläche,  in  welcher  P'  für 
einen  bestimmten  Ort  von  P  liegt,  stets  eine  Ebene  sei,  wo  auch  P 
angenommen  werde.     Zu  diesem  Ende  muss   V  von  der  Form  sein: 

Lx'  +  My'  -<r  ^z'  -^r  0, 
wo  L,  M,  N,  0  beliebige  Functionen  von  x,  y,  z  sind;  und  nach 
der  Beschaffenheit  dieser  Functionen  richtet  sich  die  Natur  der 
Fläche,  in  welcher  für  einen  willkürlich  gegebenen  Ort  von  P'  der 
l'unct  P  begriffen  ist.  Soll  daher  auch  letztere  Fläche  stets  eine 
Ebene  sein,  so  müssen  L,  M,  N,  O  lineare  Functionen  von  x,  y,  z, 
und  daher  die  Gleichung  F'=:  0  von  der.Fonn  sein: 
Ä)  (ax  +  by  -\-  ex  •\-  d)x'  -\-  {a'x  -}-  b'y  -}-  c'z  -\-  d')  y' 

+  [c^'x  +  Vy  -I-  e'z  -\-  d")  z'  -I-  «'"«  -I-  b"'y  +  d"^  -^  d"'  =  0. 
Die  Constanten  «,  5,  c,  t/,  a',  ...,  ä'"  als  gegeben  angenommen,  ent- 
spricht alsdann  jedem  Puncto  P  eine  Ebene  p' ,  als  der  geometrische 
Ort  des  Punctes  P',  und  jedem  P'  eine  Ebene  p,  als  der  Ort  von  P. 
Ist  ferner  eine  luieiie  Gleichung  zwischen  x' ,  y\  z' ,  als  Gleichung 
der  Ebene  p'  gegeben  und  setzt  man  die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chung den  Coefiicienten  derselben  Coordinaten  in  Ä]  proportional, 
so  erhält  man  diei  Imeaie  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  aus  denen 
sich  letztere  Coordinaten,  und  damit  der  Punct  P  bestimmen  lassen. 
Mithin  gehört  auch  umgekehrt  jedem  Puncte  P'  irgend  einer  ge- 
gebenen Ebene  p  emei  und  derselbe  Punct  P,  sowie  jedem  Puncte 
P  einer  Ebene  p  einer  und  derselbe  Punct  P'  zu. 

Hiernach  hat  man  also  zwei  Systeme  von  Puncten  und  Ebenen, 
—  das  eine,  dessen  Coordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnet  worden,   und 
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welches  S  heisse,  das  andere  S'  mit  den  Coordinaten  x',  y',  z' ,  — 
und  diese  zwei  Systeme  stehen  in  einer  solchen  gegenseitigen  Be- 
ziehung, dass  jedem  Puncte  P  und  jeder  Ebene  p  des  einen  eine 
Ebene  p'  und  ein  Punct  P'  des  anderen  entspricht. 

Der  Kürze  wegen  woUen  wh  die  einem  Puncte  entsprechende 
Ebene  die  Gegenebene  des  Punetes,  und  den  einer  Ebene  ent- 
sprechenden Punct  den  Gegenpunct  der  Ebene  nennen. 

3.  Zwischen  einem  Puncte  und  seiner  Gegenebene,  oder  einer 
Ebene  iind  ihrem  Gegenpuncte  findet  demnach  immer  die  Beziehung 
statt,  dass  die  Coordinaten  dieses  Punctes  und  che  Coordinaten  ii-gend 
eines  Punctes  der  Ebene  der  Gleichung  A)  Genüge  leisten.  Und 
umgekehrt:  Hat  man  zwei  Puncte,  dui'ch  deren  Coordinaten  die 
Gleichung  erfüllt  wird,  so  liegt  jeder  von  ihnen  in  der  Gegenehene 
des  anderen. 

Ist  folglich  P  ein  Punct  in  der  Gegenebene  von  P',  so  wird 
durch  die  Coordinaten  von  P  und  P'  die  Gleichung  A)  erfüllt,  und 
es  ist  auch  P'  ein  Punct  in  der  Gegenebenen  von  P;  oder  mit  anderen 
Worten:  Hat  man  eine  Ebene  p  und  einen  darin  liegenden  Punct 
P,  so  liegt  auch  der  Gegenpunct  P'  der  ersteren  in  der  Gegenebene 
p'  des  letzteren. 

Liegen  daher  vier  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene,  so 
müssen  die  Gegenebenen  der  Puncte  den  Gegenpunct  der  Ebene  in 
sich  enthalten,  und  sich  daher  in  diesem  Puncte  gemeinschaftlich 
schneiden.  Und  umgekehrt:  Schneiden  sich  vier  oder  mehrere 
Ebenen  in  einem  Puncte,  so  Hegen  die  Gegenpimcte  der  Ebenen  in 
einer  Ebene,  nämlich  in  der  Gegenebene  des  Punctes. 

Wir  achliessen  hieraus  weiter:  Sind  mehrere  Puncte  E,  S,  T,  ..■ 
zweien  Ebenen  p,  q  gemeinsam,  liegen  sie  also  in  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  Ebenen,  so  muss  auch  die  Gegenebene  jedes  der 
Puncte  sowohl  den  Gegenpunct  P'  der  Ebene  p,  als  den  Q'  der 
Ebene  q,  mithin  die  Linie  P'Q'  enthalten,  d.  h.  liegen  drei  oder 
mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so  schneiden  sich  die  Gegenebenen 
der  Puncte  ebenfalls  in  einer  Geraden.  Auf  ähnhche  Art  wü-d  der 
umgekehrte  Satz  bewiesen,  dass  von  drei  oder  mehreren  sich  in  einer 
Linie  schneidenden  Ebenen  die  Gegenpuncte  gleichfalls  in  einer 
Geraden  enthalten  sind. 

So  wie  also  jeder  Punct  seine  Gegenebene,  und  jede  Ebene 
ihren  Gegenpunct  hat,  so  entspricht  auch  jeder  geraden  Linie 
eine  Gegenlinie  dergestalt,  dass  eines  jeden  in  der  einen  Linie 
genommenen  Punctes  Gegenebene   die  andere  Linie  in  sich  enthält, 
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und   einer  jeden  durch  die   eine   Linie   gelegten  Ebene  Gogenpunot 
in  der  anderen  Linie  sich  findet. 

4.  Ohne  uns  mit  weiterer  Entwickelung  dieser  zudem  schon 
mehrfach  behandelten  reciproken  Verhältnisse  aufzuhalten,  wollen 
wir  jetzt  zwischen  den  beiden  Systemen  die  specielle  Beziehung  an- 
nehmen, äass  jeder  Ptmct  P'  des  Systems  S'  in  seiner  dem  System  S 
ungehörigen  Gegenebene  p  selbst  enthalten  ist,  dass  also  die  Gleichung 
A),  da  sie  als  Gleichung  der  Ebene  p  angesehen  werden  kann,  auch 
dann  noch  besteht,  wenn  man  x  =  x',  y  =  y' ,  z  ^  z'  setzt.  Dies 
giebt  aber; 

ax'^  -k-  h'y'^  +  c"s'=  +  [h"  -f  c') y'z'  -f-  (c  -]-  «")  ^'x'  +  («'  +  h)x'y' 
-\-{d+  d")  X.'  +  [d'  +  h'")  y'  +  {d"  +  d")  z'  +  d"'  =  0 ; 
und  da  diese   Gleichung    für   jede  beliebige   Annahme  des  P'   oder 
[x',  y' ,  z')  Gültigkeit  haben  soll,  so  muss  sein: 

«  =  0,     5'  =  0,     ß"  =  0,     c'  =  —  h",     a"  =  —c,     h  =  —d, 
d"  =  —  d,      b"'  =  ■ —  ri",     c"'  =  —  d",     d"'  =  0. 
Hiermit  zieht  sich  die  Gleichung  A)  zusammen  in: 

(—  a'y  +  ez  +  d)x'  +  {a^x  —  h"z  -i-  d')y'  +  (-^cx  +  Vy  +  d")J 
—  dx  —  d'y  —  d"z  =  0 , 
oder  wenn  wh-  mehrerer  Einfachheit  willen   statt  der   Coofficienten 
b",  c,  a',  d,  d',  d"  von  jetzt  an  a,  i,  c,  f,  g,  h  schreiben: 

B]  {b ry+f]r'  +  {ex-az  +  g)y'^{ay  —  bx  +  h]z- 

—fx—gy~hz=^0. 
Dt  nie  man  leitht  wahrnimmt,  diese  Gleichung  ungeändert 
1  leibt  i\enn  i  y  z  mit  ■>  y',  z'  gegenseitig  vertauscht  werden,  so 
liegt  nunmehi  nicht  allem  wie  verlangt  wurde,  jeder  Punct  P'  des 
S-^  Sterns  S  m  feinei  dem  System  S  angehörigen  Gegenebene  p, 
aondem  auch  jedei  Punct  P  des  letzteren  Systems  in  seiner  Gegen- 
ebene j»  dei  ei^teien  Aus  demselben  Grunde  erhellet  femer,  dass 
von  zwei  zusammenfallenden  Puncten  P  und  P'  des  einen  und  an- 
dpien  Systems  auch  die  Gegenebenen  zusammenfallen,  wogegen  im 
Vollen  dem  Puncte  [p  j,  r),  wenn  er  als  dem  System  S'  an- 
gehong  betiachtet  nuide,  eine  Gegenebene  zukam,  deren  Gleichung 

{ax-\-by  +  ...]p^{a'x-^b'y-Jr  ...]q-\-  ...  =  0 
wai',  und  demselben  Puncte,   als   einem  Puncte  des  Systems  S,  eine 
Gegenebene  entsprach,  deren  Gleichung 

[ax'  -I-  a'y'  -\-  ...)p  -|-  (hx'  +  h'y'  +  ...)q  +  ...  =  SS. 
Durch    die    Gleichung    5}    sind    demnach    alle    Puncte    und 
Ebenen  des  Raumes  in  eine  solche  gegenseitige  Beziehung  gesetzt, 
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dass  je  ein  Puiict  und  eine  Ebene  zusammengehören,  und  ersterer 
in  letzterer  enthalten  ist.  Aller  Unterachied  zwischen  den  beiden 
Systemen  S  und  S'  ist  daher  jetat  als  gänzlich  aufgehoben  anzusehen, 

5.  Nichts  desto  weniger  aber  werden  die  bei  der  allgemeinen 
Betrachtung  in  Ni  3  gefundenen  Sätze  auch  jetzt  noch  gültig  bleiben. 
Ist  daher  ^  eine  Ebene,  und  Q  iigend  ein  in  ihr  liegender  Punct, 
so  ist  auch  der  Gegenpunct  P'  ^on  p  in  dei  Gegenebene  g'  von  Ö 
enthalten;  und  da  jetzt  P'  in  p,  und  Q  in  (/  selbst  liegt,  so  liegen 
P'  und  Q  in  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  von  p  und  q',  und 
wir  können  den  Satz  auch  folgendergeetalt  ausdrvicken 

1}  Wenn  von  zwei  sirh  schneidenden  Ebenen  der  i 
einen  in  der  DurchscJmittsUnie  liegt,  so  ist  darin  auch  der  C 
der  anderen  begriffen;  und  wemi  von  sioei  Puncten  die  Gegenebene  des 
einen  den  anderen  Punct  trifft,  so  enthält  auch  die  Gegenehene  des 
anderen  den  ersteren  Püncf.  Hieraus  folgern  wir  ebenso  wie  vorhin 
weiter : 

II)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  Kegenden  Puncten  schneiden 
sich  die  Gegenebenen  in  einem  Puncte,  welcher  in  ersterer  Ebene  Hegt 
und  ihr  Gegenpunct  ist. 

m)     Von  mehreren   sich   in    einem   Puncte  schneidenden   Ebenen 
■■  in   einer  Ebene,   welche  ersteren  Punct  enthält 


und  seine  Gegenebene  ist. 

IV)  Alle  geraden  Linien  des  Maumes  lassen  sich  paarweise  als 
Unten  und  Gegenlinien  zusammennehmen ,  und  jedes  diesem-  Paare  be- 
sitzt die  Eigenschaft,  dass  oon  allen  in  der  einen  Linie  genommenen 
Puncten  die  Gegenebenen  die  andere  Linie  in  sich  enthalten ;  dass  also 
jeder  Punct  der  einen  Linie  die  durch  ihn  und  die  andere  Linie  gelegte 
Ebene  zu  seiner  Gegenebene  hat,  und  dass  ebenso  umgekehrt  der  Gegen- 
funct  einer  j'eden  durch  die  eine  Linie  gelegten  Ebene  der  Durchschnitt 
der  Ebene  mit  der  anderen  Linie  ist. 

V)  Eine  durch  zwei  Puncte  gezogene  Gerade  hat  daher  den  Durch- 
schnitt der  Gegenebenen  der  Punote  zur  Gegenltnie,  und  von  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen  ist  die  Linie,  welche  die  Gegenpuncte  der 
Ebenen  verbirtdet,  die  Gegenhnie. 

Eine  unmittelbare  Folgemng  aus  diesen  Eigenschaften  der  Gegen- 
linien ist  noch 

VI)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  Hegenden  Geraden  schneiden 
sich  die  Gegenlinien  ifi  einem  leitete  der  Ebene,  nämlich  im  Gegen- 
puncte der  letzteren;  und  mn  mehreren  in  einem  Puncte  zusammen- 
treffendefii  Geraden  sind  die  Gegejilinien  in  einei-  durch  den  Punct 
gehenden  Ebene,  in  de)-  Gegenebene  des  Punctes,  enthalten. 
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6.  Um  uns  diese  Sätze  durch  ein  Beispiel  noch  deutKcher  zu 
machen,  wollen  wir  die  Gegenpuncte  der  drei  Coordinatenebenen  zu 
bestimmen  suchen. 

Die  Gleichung  zwischen  s>' ,  y',  a'  für  die  Ebene  der  y,  %  ist: 
x'  =  a ,  was  auch  y'  und  z'  für  Wcrthe  haben  mögen.  Hiernach 
müssen  in  E]  die  Coefficienten  von  y'  und  2',  und  die  Siimme  der 
mit  x' ,  y',  z    nicht  behafteten  Glieder  Null  sein;  also: 

ay  —  hx  +  h  =  {), 
fx  +  gy^hz^^. 
Multiplicirt  man   diese    drei    Gleichungen    resp.   mit  h,  —g,  a  und 
addirt  sie,  so  kommt: 

{af+ig  +  ch)i  =  li, 
also  a;  ^  0 ,  und  daher 

Dies  sind  demnach  (he  drei  Co  Ordinate  n  des  Gcgenpimctes  der 
Ebene  der  y,  z.  Wir  wollen  ihn  A  nennen;  wegen  s^  =  0  liegt  er, 
ivie  gehörig,  in  der  Ebene  selbst.  Auf  gleiche  Art  eigeben  sich 
die  Coordinaten  des  Gegenpunctes  B  der  Ebene  der  s,  x: 

.„A,   ,„„.   __/, 

und  des  Gegenpunctes  G  der  Ebene  x,  y: 

(I  f 

a^  =  — ^^,     j/  =  ^,     3  =  0, 

von  denen  B  in  der  Ebene  der  z,  x\  G  in  der  Ebene  der  x,  y  ent- 
halten ist.  Sämmtliche  drei  Puncte  aber  liegen  in  der  Ebene,  weicher 
die  Gleichung 

fx-^gy  +  hz  =  (i 

zukommt.  Diese  Ebene  ist  nach  UI)  die  Gegenebene  des  Punctes, 
in  welchem  sich  die  drei  Coordinatenebenen  schneiden,  also  des 
Anfangspunctes  M  der  Coordinaten.  Auch  reducirt  sich  in  der  That 
für  x'  =  0,  y'  ^  0,  z'  =  0  die  Gleichung  B)  auf 

f^  +  </y  +  ^*^  =  0- 
Endlich   sind  von   den  Axcn  der  x,  y,  z  resp.  die  Linien  BC,   GA, 
AB  die  Gegenlinien. 

7.  Die  wenigen  bis  jetzt  erhaltenen  Resultate  reichen  hin,  um 
ein  System  auf  besagte  Weise  sich  entsprechender  Puncte  und 
Ebenen  ohne  weitere  Hülfe  des  Calculs  eonstruiren  zu  können.     Da 
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nämlich  die  Winkel,  welche  die  Coordinatenebenen  mit  einander 
machen,  ganz  willkürlich  sind,  so  lege  man  durch  einen  Punct  M 
nach  Belieben  drei  Ebenen  a,  ß,  y  als  Coordinatenebenen.  In  a 
und  ß  nehme  man  willkürlich  zwei  Puncte  A  und  B,  welche  die 
Gegenpuncte  dieser  Ebenen  seien. 
Durch  die  Lage  Ton  A  sind  die 
Verhältnisse  h  :  a,  g  '■  a,  und 
dxirch  B  die  Verhältnisse  h  :  b, 
f  '■  h,  also  durch  beide  Puncte 
die  Verhältnisse  zwischen  f,  y,  h, 
a,  b  bestimmt. 

Man  lege  durch  Ä,  B,  M  eine 
neue  Ebene  f.i\  sie  ist  die  Gegen- 
ebene von  M,  und  enthält  in  ihrem 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  y  den 
Gegenpunct  von  y.  Man  nehme 
daher  in  diesem  Durchschnitte  von 
1.1  mit  /  beliebig   einen  Punct  O, 

als  Gegenpimct  von  /.  Mit  ihm  ist  noch  das  Verhältniss  gegeben, 
in  welchem  c  v,\\.  f  oder  g  steht;  und  da  somit  die  Verhältnisse 
zwischen  allen  sechs  in  der  Gleichung  B)  vorkommenden  Constanten 
bestimmt  sind,  so  muss  es  möglich  sein,  auch  für  jeden  anderen 
Punct  D  seine  Gegenebene  8,  imd  für  jede  Ebene  d  ihren  Gegen- 
punct D  zu  bestimmen. 


8.  a)  Liege  der  gegebene  Punct  D,  dessen  Gegenebene  gesucht 
werden  soll,  zuerst  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  ß  und  y,  oder 
in  ßy,  wenn  wir  der  Kürae  willen  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
durch  Nebeneinander  Stellung  der  die  Ebenen  bezeichnenden  Buch- 
staben ausdiTicken.  Da  von  ß  und  y  die  Gegenpuncte  rcsp.  B  und  C 
sind,  so  ist  nach  V)  von  der  Linie  ßy  die  Gegenhnie  BG,  und  folg- 
lich nach  IV)  von  D  die  Gegenebene  BCT>.  Auf  gleiche  Ai-t  ist 
CAD  oder  ABD  die  Gegenebene  von  Z>,  wenn  D  in  ya  oder  aß 
sich  belind  et. 

h)  Eben  so  erhellt,  dass,  wenn  der  Pnnct  D  in  einer  der  drei 
Linien  BC,  CA,  AB  liegt,  seine  Gegenebene  durch  ihn  und  resp. 
durch  ßy,  ya,  aß  gelegt  werden  muss. 

c)  Sei  jetzt  der  Punct  1)  willkürlich  genommen.  Man  lege 
durch  ihn  und  durch  die  drei  Linien  BC,  CA,  AB  die  Ebenen 
BCD,  CAD,  ABD,  welche  die  Linien  ßy,  ya,  aß  resp.  in  A',  B',  C 
schneiden,  so  sind  dies  die  Gegenpuncte  jener  drei  sich  in  D  schnei- 
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dcndeii  Ebenen  IV),  und  folglieh  {III]  A',  B',  C"  mit  D  in  einer 
Ebene,  welche  die  Gegenebene  von  D,  und  daher  die  gesuchte  6  ist. 
Da  D  selbst  in  ö  hegt,  so  hätten  zur  Bestimmung  von  ö  schon 
zwei  der  di'ei  Puncte  A',  B',  C  hingereicht.  Dass  auch  der  dritte 
in  d  mit  enthalten  ist,  führt  uns  zu  einer  merkwürdigen  Eigenschaft 
unserer  Figur.  Diese  besteht,  wenn  wu-  sie  etwas  aufmerksamer 
betrachten,  aus  zwei  Tetraedern  A'B'C'M  und  ABGD.  Das  eratere 
ist  von  den  vier  Flächen  a,  ß,  y,  6  begrenzt  und  um  das  andere 
umschrieben,  weil  «,  ß,  y,  Ö  resp.  die  Puncte  A,  B,  O,  D  als  ihre 
Gegenpuncte  enthalten.  Zugleich  aber  ist  es  in  das  andere  einge- 
schrieben, weil  A',  B',  C" ,  M  die  Gegenpuncte  der  Flächen  BCT>, 
CAD,  ABB.  ABC  des  anderen  sind.  Hiermit  haben  wir  also  zwei 
Tetraeder,  deren  jedes  in  das  andere  zugleich  um-  und  eingeschrieben 
ist,  und  wir  können  nun  die  vorhin  gedachte  Eigenschaft  folgender- 
gestalt  in  Worte  fassen; 

Wenn  von  zwei  Tetraedern  A'B'C'M  und  AB  CD  die  vier  Ecken 
A',  B',  C,  M  des  einen  in  den  vier  Flächen  BGD,  CDA,  DAS, 
ABC  des  anderen,  wid  drei  Ecken,  A,  B,  C,  des  anderen  in  den 
Mächen  B'C'M,  G'MA',  MA'B'  des  ersteren  liefen,  so  liegt  auch  die 
vierte  Ecke  D  des  anderen  in  der  vierten  Fläche  A'B'C  des  ersteren-, 
und  das  eine  Tetraeder  ist  in  Besug  auf  das  andere  zugleich  um-  und 


d)  Die  Gegenehene  von  D  kann  auch  dergestalt  gefunden  wer- 
den, dass  man  durch  D  und  die  Linien  ßy,  ya,  aß  drei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  legt.  Schneiden  diese  die  Linien  BC,  CA,  AB 
resp,  in  A' ,  S' ,  C",  so  sind  dies  [IV)  die  Gegenpuncte  der  drei 
Ebenen,  und  die  durch  A',  B",  C",  D  zu  legende  Ebene  wird  (III) 
gleichfalls  die  Gegenebene  von  D  sein. 

Man  bemerke  indessen,  dass,  da  die  drei  Ebenen  a,  ß,  y  den 
Punct  M  gemeinschaftlich  haben,  und  sich  daher  die  di'ei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  in  der  Geraden  DM  schneiden,  die  Gegenpuncte 
A",  S',  C"  der  letzteren  Ebenen  gleichfalls  in  einer  Geraden,  in 
der  Gegenlinie  von  DM,  hegen.  Durch  diese  drei  Puncte  allein 
wird  daher  noch  nicht  die  Gegenehene  von  D  bestimmt,  wohl  aber 
schon  durch  irgend  zwei  derselben  und  den  Punct  D  selbst.  Da 
übrigens  ein  Punct  nur  eine  Gegenebene  haben  kann,  so  müssen 
j4",  B",  C"  mit  A!,  B',  C  in  eiaer  Ebene  enthalten  sein;  und  da 
erstere  drei  Puncte  reap.  in  den  Linien  BC,  CA,  AB  liegen,  so 
sind  sie  nichts  Anderes,  als  die  Durchschnitte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  mit  der  Ebene  A!B'G';  woraus  wiederum  hei'vorgeht, 
dass  A',  B',  C"  in  einer  Geraden  liegen,  nämHch  in  dem  gegen- 
seitigen Durchschnitte  der  Ebenen  ABC  und  A'B'C. 
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9.  "Wir  gehen  jetzt  zu  der  umgekehrten,  aber  ganz  analog  zu 
lösenden  Aufgabe  fort;  Für  eine  gegebene  Ebene  S  den  Gregenpunct 
D  zu  finden. 

ä)  Wenn  die  Ebene  6  durch  eine  der  sechs  Linien  BO,  CA,  AB, 
ßy>  y«,  o/S  gefühi-t  ist,  so  liegt  ihr  Gegenpunct  daselbst,  wo  sie  resp. 
von  §-^,  ya,  aß,  BC,   CA,  AB  geschnitten  wird, 

i)  Hat  die  Ebene  Ö  irgend  eine  andere  Lage,  so  schneide  sie 
die  Linien  ßy,  ya,  aß  in  den  Puncten  A',  B',  C".  Von  diesen  drei 
in  6  hegenden  Puncten  sind  ABC,  B'C'A,  C'AB  die  Gegenebenen, 
deren  gegenseitiger  Durchschnittspunct  mithin  [II)  ebenfalls  in  8  Hegt 
und  der  gesuchte  Gegenpunct  D  von  6  ist.  Da  S  und  die  drei 
Ebenen  ABC,  ...  sich  in  D  schneiden,  so  sind  schon  zwei  dieser 
Ebenen  nebst  d  hinreichend,  um  D  zu  finden.  Auch  gewahrt  man 
leicht,  wie  diese  Construction  gleichfalls  au  dem  obigen  Satze  von 
den  in  und  um  einander  beschriebenen  Tetraedern  hinführt. 

c)  Noch  ein  Verfahren,  um  fui-  eine  beliebige  Ebene  (S  den 
Gegenpunct  zu  finden,  besteht  im  Folgenden.  Schneide  S  die  Linien 
B  C,  CA,  AB  in  den  Puncten  A',  B',  C".  Man  lege  dui'ch  letztere 
und  dui-ch  ßy,  ya,  aß  die  Ebenen  ^"/!/j',  B"ya,  C'aß,  so  sind  dies 
die  Gegenebenen  von  A',  B',  O",  und  schneiden  sich  daher  in  einer 
geraden  Linie,  weil  A',  B" ,  C"  in  einer  Geraden,  iu  dem  Durch- 
schnitte von  ö  mit  ABC  liegen.  Jede  dieser  beiden  Linien  ist 
mithin  die  Gegenlinie  der  anderen;  und  da  die  letztere  Gerade  in 
der  Ebene  ö  liegt,  so  muse  der  Durchschnitt  der  ersteren  Geraden 
mit  ö  der  Gegenpunct  von  d  sein. 

10  Dass  und  wie  zu  einem  gegebenen  Tetraeder  ein  zweites 
construirt  werden  kann,  welches  in  Bezug  auf  das  erste  zugleich 
em-  und  umschrieben  ist,  habe  ich  bereits  in  einem  kleinen,  im 
III,  Bande  von  Crelle's  Jom-nal  Seite  273  etc.  befindlichen  Aufsatze 
gezeigt.  Mit  Hülfe  der  eben  entwickelten  Theorie  sieht  man  aber 
leicht,  wie  diese  Consti'uction  sich  verallgemeinern  lässt,  und  wie  e.s 
möglich  ist: 

Zu  irgend  einem  gegebenen  Polyedm'  ein  anderes  zu  comtruiren, 
tvelches  eben  so  viel  Ecken  und  Flächen,  ah  das  erstere  Flüchen  und 
Ecken  hat,  und  dessen  Ecken  in  den  Fläofien  des  ersteren  liegen,  dessen 
Flächen  ahei'  die  Ecken  des  ersteren  in  sich  enthalten. 

Sei  um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  S  eine  Ecke  des  gegebenen 
Polyeders,  a,  ß,  y,  ...  seien  die  in  S  in  der  Ordnung,  wie  sie  auf- 
einander folgen,  zu  sammens  tos  senden  Flächen,  so  dass  a  mit  ß, 
ß  mit  /,  u.  s.  w,  eine  gemeinsame  Kante  hat.  Man  suche  von 
ß,  /?,  y,  ...  die  Gegenpuncte,  welche  A,  B,  C,  ...  heissen,  und  con- 
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struire  damit  das  Vieleck  ABC  ...;  dieses  wii-d  eben  sein  and  in 
seiner  Ebene  den  Punct  S  mit  enthalten,  da  a,  ß,  ■/,  ...  im  Puncte  S 
zusammentreffen.  Auf  gleiche  Art  construire  man  um  jede  andere 
Ecke  des  Polygons  ein  Vieleck.  Von  den  Seiten  aller  dieser  Viel- 
ecke wird  nun  jede  ziveien  Vielecken  zugleich  angehören;  die  Seite 
AB  des  Vielecks  ABC  . .  .  um  S  z.  B.  wird  auch  eine  Seite  des 
Vielecks  um  die  Ecke  T  sein,  wenn  von  der  Kante  des  Polyeders, 
in  welcher  die  Flächen  a  und  ß  an  einander  grenzen,  und  welche 
S  zum  einen  Endpuncte  hat,  der  andere  Endpunct  T  ist.  Alle  die 
somit  erhaltenen  Vielecksflächen  hängen  daher  als  Elächen  eines 
neuen  Polyeders  zusammen,  und  dieses  zweite  Polyeder  ist  rück- 
sichtlich des  ersteren  zugleich  ein-  und  umschrieben  zu  nennen; 
eingeschrieben,  weü  seine  Ecken  A,  B,  ...  in  den  Flächen  a,  ß,  ... 
des  ersteren  liegen;  umschrieben,  weil  seine  Flächen  ABC  ...,  etc. 
den  Ecken  S]  etc.  des  ersteren  begegnen. 

üeberhaupt,  sieht  man,  findet  zwischen  beiden  Polyedern  eine 
solche  gegenseitige  Beziehung  statt,  dass  die  Ecken,  Kanten  und 
Flächen  des  einen  die  Gegenpuncte,  Gegenlinien  und  Gegenebenen 
der  Flächen,  Kanten  und  Ecken  des  anderen  sind.  Einem  Tetraeder 
entspricht  in  dieser  Beziehung  wiederum  ein  Tetraeder,  einem  Hexa- 
eder ein  Octaeder,  einem  Dodekaeder  ein  Ikosaeder,  und  umgekehrt, 
einem  Octaeder  ein  Hexaeder,  u.  s.  w. 

1 1 .  Zur  weiteren  Vei-folgung  unserer  über  reciproke  Verhältnisse 
angestellten  Untersuchungen  wollen  wir  jetzt  von  einer  mit  der 
Ebene  der  y,  s  parallelen  Ebene  den  Gegenpunct  zu  bestimmen 
suchen.  Die  Gleichung  einer  solchen  Ebene  zwischen  den  Coordi- 
naten  x' ,  y' ,  z'  ist:  x'  gleich  einer  constanten  Länge  l,  welches  auch 
die  "Werthe  von  y'  und  &'  sein  mögen.  Die  Coefficienten  von  / 
und  z'  in  B)  müssen  daher  Null  sein;  also 


cx~azAr(j  =  0,     mj  —  Ix  4-  Ä  =  0, 
und  ausserdem 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  ge- 
suchten Gegenpunctes  bestimmen;  es  sind  dies  also  die  Gleichungen 
dreier  Ebenen,  welche  sich  in  dem  Gegenpuncte  schneiden.  Da  nur 
die  dritte  Gleichung  den  Abstand  l  der  gegebenen  Ebene  von  der 
Ebene  der  y,  %  enthält,  so  gehören  die  zwei  ersten  Gleichungen 
auch  dem  Gegenpuncte  jeder  anderen  mit  der  Ebene  der  «/,  x  pa- 
rallelen Ebene   an.     Die  Gegenpuncte   aller   mit   der  Ebene  der  ?/,  z 
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parallelen  Ebenen  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  deren  G-iei- 
chungen 

CÄ  — n2  +  <7  =  0    und    aj/  — Ja;  +  A  =  0 

sind.  Anf  gleiche  Art  sind  die  Gegenpunete  aller  mit  der  Ebene 
der  z,  X  pai-allolen  Ebenen  in  einer  Geraden  enthalten,  dereii  Glei- 
chungen 

ay  —  ÄiK  +  /«^=0   und   hz  —  cy-\-f^[i 

sind.  Iietztere  Gerade  läuft  aber  mit  der  vorigen  parallel,  da  jede 
von  beiden  parallel  mit  der  durch  den  Anfangspuiict  der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  ist,  welcher  die  Gleichungen 

cx-^  az  ^=  ü,    o.y  -^bx  ::=:  (i,   also  auch    bz  —  cy  =  (i, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Proportionen 

X  :  y  :  z  =  a  :  i  :  c 
zukommen.    Da  nun  die  Annahme  der  Coordinaten  ganz  der  Willkür 
überlassen  ist,  so  schliessen  wir; 

VII)  Die  Gegenpunete  von  drei  oder  mehreren  einander  parallelen 
Ebenen  Hegen  in  etiler  geraden  Linie,  und  die  geraden  Linien,  in 
welchen  die  Gegenpunete  von  zwei  und  also  auch  mehreren  Systemen 
paralleler  Ebenen  liegen,  sind  sämmtlick  einander  parallel. 

So  muss  z.  B.  die  Gerade,  welche  die  Gegenpunete  der  mit  der 
Ebene  der  x,  y  parallelen  Ebenen  verbindet,  mit  ersteren  Parallel- 
Knien  ebenfalls  parallel  sein,  was  auch  eine  der  vorigen  ähnliche 
Rechnung  sogleich  zu  erkennen  giebt.  Die  Gleichungen  dieser 
Geraden  sind  nämlich 

bz^cy -\-f=  {i   und   cx  —  az-\-<!  =  {i. 

Die  allen  diesen  Parallellinien  zukommende  Richtung  ist  dem- 
nach bei  jedem  System  von  Ebenen  und  Puncten,  die  man  in  die 
gegenwärtige  Beziehung  zu  einander  gesetj;t  hat,  einzig  in  ihrer  Art, 
Wk  wollen  sie  deshalb  die  Hauptiichtung  des  Systems  nennen. 
Sie  ist  in  der  Gleichung  B]  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
Coefficienten  «,  b,  c  gegeben,  Coefficienten,  die,  wenn  das  Coordi- 
natensystem  ein  rechtwinkliges  ist,  den  Cosinussen  der  Winkel  der 
Hauptrichtung  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  proportional  sind. 

12.  Nehmen  wir  mit  dieser  Hauptrichtung  die  Axe  der  z  pa- 
rallel an,  so  werden  a  und  J  ^  0,  und  die  Gleichung  B)  erhält  die 
einfachere  Gestalt: 

if—^V)  x'  +  {g  -\-  c-^)  y' '\-  hz' ^fx ^ gy  —  hz  =  0. 
Die  Gleichungen  für  die  Gerade,  welche  durch  die  Gegenpunete  der 
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mit  der  Ebene  der  x,  y  parallelen  Ebenen  geht,  werden  damit 

f~ci/  =  0   und   t/  +  ca;  =  0. 
Nehmen  wir  daher  noch    diese    mit    der  Axe    der  z  jetzt   parallele 
Gerade  zur  Axe  der  z  selbst,    so  werden  nächst  a  und  l  auch  noch 
f  und  g  =  0,  und  die  Gleichung  B)  gewinnt  damit  folgende  einfachst 
mögliche  Form: 

C)  xy'^yx'=k{z'~z), 

wo  k  statt  des  YOrigen gesetzt  worden. 

Für  eine  mit  der  Ebene  der  x,  y  parallele  Ebene,  deren  Gleichung 
z'  =  n,  hat  man  hiernach 

xy'—yx'^kin  —  z), 
und  folgUch 

x=(i,     ^  =  0,     z  =  n, 

d.  h,  der  Gegenpunct  der  Ebene  ist,  wie  gehörig,  ihr  Durchschnitt 
mit  der  Axe  der  z.  Ist  aber  die  Ebene,  deren  Gegenpunct  bestimmt 
werden  soll,  parallel  mit  der  Ebene  der  y,  z,  und  daher  x'=  l  ihre 
Gleichung,  so  wird: 

■cy'—ly  =  k[z'—z), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

X    ,      k    ,       ,  z 


d.  h.  y  und  z  müssen  unendlich  gross  sein  und  sich  wie  k  zu  l  ver- 
halten. Der  Gegenpunct  der  Ebene  liegt  mithin  in  ihi-  unendlich 
entfernt  nach  einer  durch  das  Verhältniss  k  :  l  bestimmten  E.ichtung. 
Ist  die  gegebene  Ebene  die  Ebene  der  y,  z  selbst,  also  ?=  0,  so 
hat  man  bloss  y  unendlich  gross  zu  nehmen,  und  der  Gegenpunct 
liegt  folglieh  in  unendlicher  Entfernung  nach  der  Richtung  der  Axe 
der  y.  Letzteres  fliesst  übrigens  auch  schon  daraus,  dass  in  der  Axe 
der  y,  in  welcher  sich  die  Ebenen  der  y,  z  und  der  x,  y  schneiden, 
der  Gegenpunct  der  letzteren  Ebene,  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten,  liegt.  Denn  nach  I)  muss  dann  in  derselben  Axe  auch  der 
Gegenpunct  der  ersteren  Ebene  enthalten  sein.  —  Auf  gleiche  Art 
findet  sich  der  Gegenpunct  der  Ebene  der  «,  x  unendlich  entfernt 
in  der  Axe  der  x. 

Da  nun  bei  dem  jetzigen  Coordinatensystem  die  Axe  der  z  allein 
eine  bestimmte  Richtung  hat,  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Axen  aber  beliebige  sein  können,  so  fo^ern  wir: 
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VIII)  Jede  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Ebene  hat  einen  un- 
endlich entfernten  Gegenpunct;  tind  umgekehrt  ist  die  Gegenebene 
eines  unendlich  entfernten  Punctes  mit  der  Hauptrichtung  parallel. 

Denn  nimmt  man  x,  y,  z  unendlich  gross  und  in  gegebenen  Ver- 
hältnissen a  :  b  :  c  stehend  an,  so  wird  die  Gleichung  C) : 

ay' —  Äa^'  +  ic  =  0, 
lind  gehört  somit  einer  der  Axe  der  z  parallelen  Ebene  an. 

Ziehen  wir  eine  Ebene  noch  in  Betracht,  welche  parallel  mit 
der  Axe  der  x  ist,  und  daher  die  Gleichung 

hat.     Diesen  Werth  von  z   in  C)  substituirt,  erhalten  wir 

xy—yx-=h{ay'+h—z), 
und  hieraus 

x  =  uk,     y  =  H,     z=b, 

als  Coordinaten  des  Gegenpunctes  der  Ebene.  Weil  y  ^  0,  so  liegt 
dieser  Punct  immer  in  der  Ebene  der  z,  x,  wie  auch  die  mit  der  Axe 
der  X  parallele  Ebene  gelegt  sein  mag.  Wegen  der  Unbestimmtheit 
der  Axe  der  x  ziehen  wir  hieraus  den  Schluss; 

IX)  Von  zwei  oder  mehreren  mit  einer  und  derselben  Geraden 
parallelen  Ebenen  liegen  die  Gegenpuncte  in  einer  und  derselben  mit 
dieser  Geraden  und  mit  der  Hauptrichttmg  des  Systems  parallelen  Ebene. 

13.  Die  jetat  durch  Analysis  gewonnenen  Sätze  VII),  VIH)  und 
IX)  lassen  sich  aus  den  früheren  Sätzen  I),  ....  IV)  auch  durch  ein- 
fache geometrische  Betrachtungen  ableiten. 

a]  Da  nach  III)  von  mehreren  Ebenen,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  die  Gegenpuncte  mit  dem  Durchs chnittspuncte  in 
einer  Ebene  liegen,  von  welcher  letzterer  Punct  der  Gegenpunct  ist, 
und  da  mehrere  sich  in  Pai'allelen  schneidende  Ebenen  auch  als 
solche  angesehen  werden  können,  die  sich  in  einem  unendlich  ent- 
fernten Puncte  schneiden,  so  müssen  die  Gegenpuncte  mehrerer  sich 
in  Parallelen  schneidenden  Ebenen  in  einer  mit  den  parallelen 
Durchschnittslinien  ebenfalls  parallelen  Ebene  enthalten  sein,  deren 
Gegenpunct  unendHch  entfernt  nach  der  durch  die  Pai-allelen  be- 
stimmten Richtung  zu  liegt. 

b)  Da  ferner  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  dei-selben 
Geraden  schneiden ,  die  Gegenpuncte  ebenfalls  in  einer  Geraden 
liegen  {IV),  so  müssen  auch  dann  noch,  Tvenn  erstere  Gerade  unend- 
lich entfernt  liegt,  und  damit  die  Ebenen  einander  parallel  werden, 
die  Gegenpuncte  derselben  in  einer  Geraden  Hegen. 


y  Google 


504  Besondere  Art  dualer  Verhältnisse 

c)  Man  denke  sich  jetzt  zwei  Systeme  von  Ebenen;  die  Ebenen 
jedes  dieser  Systeme  seien  unter  sich,  aber  nicht  mit  denen  des 
anderen  parallel.  Die  Gerade,  in  welcher  die  Gegenpunete  des  einen 
Systems  liegen,  heisse  a,  die  Gerade  für  die  Gegenpunete  des  anderen 
Systems  b.  Da  nun  auch  je  zwei  dem  einen  und  anderen  System 
angehölige  Ebenen  sich  in  Parallellinien  schneiden,  so  müssen  nach  «) 
die  Gegenpunete  sämmtlicher  Ebenen,  also  auch  die  beiden  Geraden 
a  und  b,  in  einer  Ebene  liegen,  und  folglich  sich  sehneiden,  oder 
einander  parallel  sein.  Schnitten  sich  aber  a  und  h  in  einem  Puncte  A, 
so  wäre  dies  der  gemeinschaftliche  Gegenpunct  zweier  Ebenen  des 
einen  und  anderen  Systems.  Mithin  wären  auch  diese  zwei  sich 
schneidende  Ebenen  die  Gegenebenen  eines  und  desselben  Punctes  A, 
welches  nicht  möglich  ist.  Es  sind  daher  a  und  ö  mit  einander 
parallel,  und  mit  ihnen  fo^lich  auch  jede  andere  Gerade,  welche  die 
Gegenpunete  irgend  eines  dritten  Systems  paralleler  Ebenen  enthält. 
Wir  nannten  die  gemeinschaftliche  E.ichtung  dieser  Parallellinien  die 
Hauptrichtui^  des  Systems. 

d)  Un^ekehrt:  Von  zwei  Puncten  A  und  B,  welche  in  einer 
Parallele  mit  der  Hauptiiehtung  liegen,  sind  die  Gegenebenen  a 
und  ß  einander  parallel.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  lege  man 
durch  B  eine  Ebene  ß'  parallel  mit  «,  Der  Gegenpunct  von  ß' 
raüsste  dann  deijenige  sein,  in  welchem  ß'  von  einer  durch  A  mit 
der  Hauptiiehtung  gelegten  Parallele  getroffen  wird,  folglieh  B  selbst. 
Mithin  hätte  B  zwei  verschiedene  Gegenebenen,  ß  und  ß',  welches 
nicht  möglich  ist. 

e)  Jede  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Ebene  y  hat  einen  un- 
endlich entfernten  Gegenpunct.  Denn  seien  A  und  B  zwei  Puncte 
in  /,  welche  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen.  Die  Gegenebenen  a  und  ß  von  A  und  B  sind  folglich  mit 
einander  parallel,  und  es  sind  daher  auch  die  Linien  «  und  b,  in 
denen  y  von  «  und  ;S  geschnitten  wird,  zwei  Parallellinien.  Nach  I) 
muss  nun  der  Gegenpunct  von  y  sowohl  in  «  als  in  5,  und  daher 
in  unendlicher  Entfernung  nach  einer  durch  diese  Parallelen  be- 
stimmten Richtung  hegen. 

Man  kann  hierbei  noch  bemerken,  dass  alle  Ebenen  überhaupt, 
deren  Gegenpunete  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Ebene 
y  liegen,  diese  Ebene  in  Parallellinien  schneiden;  denn  jede  dieser 
Ebenen  muss  durch  den  unendlich  entfernt  liegenden  Gegenpunct 
von  y  gehen. 

/)  Ist  die  Richtung  gegeben,  nach  welcher  ein  unendlich  ent^ 
fernter  Punct  liegt,  und  soll  die  Gegenebene  desselben  gefunden 
iverdcn,   so   lege  man  drei  Ebenen  a,  ß,  y  parallel  mit  dieser  Rieh- 
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tung,  bestimme  die  Gegenpuncte  A,  B,  C  derselben,  und  es  wird 
ABC  die  verlangte  Gegenebene  sein.  —  Nimmt  man,  wie  es  dabei 
möglicb  ist,  «  und  ß  mit  einander  pai'allel,  so  wird  AB  mit  der 
Hauptrichtung  parallel,  und  es  ist  dalier  ABO  eine  mit  der  Haupt- 
riclitung  parallele  Ebene.  So  wie  also  jede  mit  der  Hauptrichtung 
parallele  Ebene  einen  unendlich  entfernten  Gegenpunct  hat,  so  ist 
auch  umgekehrt  die  Gegenebene  eines  unendlich  entfernten  Punctes 
der  Hauptrichtung  parallel. 

Wir  fügen  noch  hinzu 

X)  Von  einem  nach  dei  Hauptrichtuhg  zu  uneiiähch  entfernt  lie- 
gendeii  Puncte  U  ist  die  Gegenebene  gleichfalls  unendlich  entfernt,  hat 
aber  keine  bestimmte  Lage,  und  umgekehrt  liegt  wn  jeder  unendlich 
entfernten  Ebene  u  der  Gegenpunct  unendlich  entfernt  nach  der  Haupt- 
richtung. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  erhellt  dai'aus,  dass,  wenn  a  irgend 
eine  mit  der  Hauptrichtung  nicht  parallele  Ebene,  und  A  ihr  Gegen- 
punct ist,  die  Luiie  A  ü  sich  als  parallel  mit  der  Hauptrichtung 
betrachten  läsat,  und  folglich  die  durch  U  parallel  mit  a  gelegte 
Ebene  die  Gegenebene  von  u  ist.  Um  sich  von  dem  umgekehrten 
Satze  zu  überzeugen,  bemerke  man,  dass,  wenn  «  eine  mit  u  parallele, 
nicht  unendlich  entfernte  Ebene,  und  A  ihr  Gegenpunct  ist,  der 
Gegenpunct  der  Ebene  u  ihr  Durchschnitt  mit  einer  durch  A  der 
Hauptrichtung  parallel  gezogenen  Geraden  sein  muss. 

14.  Da  die  Hauptrichtung  einzig  in  ihrer  Art  ist,  und  daher  in 
Bezug  auf  dieselbe  in  der  Lage  der  Ebenen  und  ihrer  Gegenpuncte 
eine  gewisse  Symmetiie  herrschen  dürfte,  die  symmetrischen  Eigen- 
schaften einer  Figur-  aber  sich  am  bequemsten  durch  Anwendung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  entwickeln  lassen,  so  wollen 
wir  jetzt  irgend  eine  die  Hauptrichtung  rechtwinklig  treifende  Ebene 
zur  Ebene  der  x,  y  nehmen,  und  zur  Axe  der  z,  wie  vorhin,  die- 
jenige Parallele  mit  der  Hauptrichtung  wählen,  welche  die  Ebene 
der  X,  y  in  ihrem  Gegenpuncte  trifft.  Die  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  x,  y',  z'  für  die  Ebene  p' ,  welche  den  Piinct  [x,  y,  z) 
oder  P  zum  Gegenpuncte  hat,  ist  alsdann  die  bereits  in  Nr.  12  er- 
haltene Gleichung  C). 

Liege  nun  der  Punct  P  zuvörderst  in  der  Ebene  der  z,  y  selbst, 
sei  also  s  =  0,  und  daher  die  Gleichung  für  ;j'  : 

xy'  -~yx'=  kz'. 
Säe    wird,    wie    gehörig,    ei-füllt  fiii'   x'=^x,    y'=y,    «'=rO,    und   für 
x^a,  ä/'^O,  ä'=  0,  d.  h.  die  Ebene  p'  geht   durch  ihren  Gegen- 
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punct  P  und  diirch  den  Anfangspunct  M  der  Coordinaten ,  letzteres 
dai-um,  weil  P  in  der  Ebene  der  x,  y  liegt,  und  diese  den  Punct  M 
zum  Gegenpuncte  hat.  (Vergl,  I),)  Da  also  von  jedem  in  der  Ebene 
der  X,  y  enthaltenen  Pnncte  P  die  Gegenebene  durch  die  ihn  mit 
M  verbindende  Linie  MP  zu  legen  ist,  so  braucht  man  zur  völligen 
Bestimmung  dieser  Gegenebene  nur  noch  den  Winkel  zu  kennen, 
den  sie  mit  der  Ebene  der  x,  y  bildet. 
Man  setee  deshalb 

X  =  r  cos  (p,     y  ^=  1'  sin  ip,     x  ^  r'  cos  (p',     y'  ^  r'  sin  (p\ 
wo  also  r  den  Abstand  des  Punctes  P  von  Jtf,    ip  den  Winkel  von 
MP  mit  der  Axe  der  x,  und  r' ,  (p'  dasselbe  für  die  Protection  irgend 
eines  Punctes  der  Ebene  p'  auf  die  Ebene  der  x,  y  bezeichnen.    Die 
Gleichung  wird  hiermit; 

)■;■'  sin  {(p' —  rp)  =  kz  , 
folglich 

r z' 

%  '~  r'  sin  {(/  —  (p) 
Nun  ist  r'  sin  (9)' — q>)  nichts  Anderes,  als  das  Perpendikel,  welches 
in    der  Ebene    der  x,   y   von    der   Projection   {x',   y')    eines   Punctes 
{x',  y',  z')  der  Ebene  p'  auf  die  Linie  MP  oder  den  Durchschnitt  von 

p'  mit  der  Ebene  der  x,  y  gefällt  wird,   und  daher  -r—. — i—, r 

^  '  "   ^  '  r  sin.  {<p  —  <p} 

gleich  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  p'  mit  der  Ebene  der  x,  y 

macht.     Diese  Tangente   ist  aber,  voriger  Gleichung  zufolge,  = -r, 

und  somit  der  noch  zu  wissen  nöthige  Winkel  höchst  einfach  be- 
stimmt. 

Nennen  mr  demnach  die  jetzige  Axe  der  «,  oder  die  Gerade, 
welche  durch  die  Gegenpuncte  der  die  Hauptrichtung  rechtwinklig 
treffenden  Ebenen  sich  legen  lässt,  die  Hauptlinie  des  Systems, 
und  erwägen,  dass  jede  darauf  noi-male  Ebene  zur  Ebene  der  x,  y 
genommen  werden  kann,  so  können  wir  das  erhaltene  Resultat  fol- 
gendergestalt  in  Worte  fassen: 

XI)  Die  Gegenebene  eines  Punctes  enthält  das  Perpendikel,  welches 
von  dem  Pttncte  uuf  die  Hauptlinie  gefüllt  wird,  und  macht  mit  der 
Hauptlinie  einen  Winkel,  dessen  Coiangente  diesem  Perpendikel  pro- 
portional ist. 

Von  allen  Puncten,  welche  gleichweit  von  der  Haupthnie  ent- 
fernt sind,  also  in  der  Fläche  eines  um  die  Hauptlinie  als  Axe  be- 
schriebenen Cylinders  hegen,  machen  daher  die  Gegenebenen  mit 
der  Hauptlinie  gleiche  Winkel  nach  einerlei  Seite.     Von  Puncten  in 
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ungleichen  Entfernungen  von  der  Hauptlinie  macht  die  Gegenebene 
des  näheren  den  grösseren  Winkel,  und  während  die  Entfernung 
von  Null  bis  in  das  Unendliche  wächst,  nimmt  der  Winkel  von  einem 
Rechten  bis  auf  Null  ah.     Vergl.  VIII). 

Der  Satz  XI)  lebrt  zunächst,  wie,  mit  Hülfe  der  Hauptlinie, 
eines  gegebenen  Punctes  Gegenebene  bestimmt  werden  kann.  Soll 
umgekehrt  einer  gegebenen  Ebene  p  Gegenpunct  gefunden  werden, 
so  lege  man  durch  den  Durchschnittspunct  der  p  mit  der  Hauptlinie 
eine  auf  letzterer  perpendiculare  Ebene.  In  der  Dm^chschnittslinie 
dieser  Ebene  mit  p  wird  alsdann  der  Gegenpunct  von  p  liegen,  und 
daiin  von  der  Hauptlinie  in  einem  Abstände  sein,  welcher  der  Co- 
tangente  des  Winkels  von  p  mit  der  Hauptünie  propoitional  ist. 

15.  Es  ist  noch  ül  ug  die  zmachen  I  u  len  \n.\  ihien  Gegen- 
linien obwaltenden  dualen  \  eihaltniise  etwas  naher  zu  betrachten. 
In  Nr.  5,  VI)  haben  wir  gesehen  diss  von  mehieien  in  einer  Ebene 
enthaltenen  Linien  die  Gegenhnien  sith  gemernschaftlnh  in  dem 
Gegenpuncte  der  Ebene  schneiden      Seien  letzt  (    l  mehrere 

Linien,  welche  einer  und  derselben  Ebene  nui  paitllel  sind.-  Man 
lege  parallel  mit  dieser  Ebene  durch  c  l  c  die  Ebenen  u  ß,  y,  ..., 
und  seien  A,  B,  C,  ...  dre  Gegenpuncte  deiselben  Da  nun  die 
Gegenlinien  von  a,  d,  c  re^p  durch  4  B  C  gehen  (IV),  und 
A,  B,  C,  ...  in  einer  mit  dei  Hauptiichtung  pii-allelen  Geraden 
liegen  fVII),  so  schliessen  wu 

XII)  Sind  mehrere  Linien  eiti&i  und  deiselben  Ebene  paiaUet.  so 
werden  ihre  Gegenlinien  von  einer  und  demselben  Geraden  geiroffeii. 
Diese  Gerade  ist  parallel  mit  de?  Haupinclituig  uid  iiifft  die  Ebene 
in  ihrem  Gegenpuncte. 

Ist  a'  die  Gegenlinie  von  c  und  legt  man  duich  a  und  durch 
einen  unendlich  entfernten  Punct  4.  der  o  erne  Ebene  ilso  eine 
Ebene  parallel  mit  a\  so  i«t  diese  Ire  Gegenehei  e  von  -i  (IV),  und 
mit  der  Hauptrichtung  parallel  (VIII) ;  folglich : 

XIII)  Jede  mit  einer  Linie  und  ihrer  Gegenlinie  zugleich  parallele 
Ebene  ist  auch  mit  der  Hauptricktung  parallel. 

XIV)  Von  Jeder  mit  der  Hauptnchiung  parallelen  Geraden  ist  die 
Gegenlinie  unendlich  entfernt. 

Denn  jede  durch  eine  solche  Gerade  gelegte  Ebene  hat  einen 
unendlich  entfernten  Gegenpunct  (VHI), 

16-  Eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  diejenigen  Linien, 
mit    denen    ihre   Gegenlinien    identisch    sind.     Zu    einer  gegebenen 
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Linie  a  wird  nach  V)  die  Gegeiiliiiie  gefunden,  wenn  man  von  zwei 
durch  a  gelegten  Ebenen  a  und  ß  die  Gegenpuncte  A  und  B  be- 
stimmt; die  Gerade  AB  ist  alsdann  die  gesuchte  Gegenlinie.  Ge- 
setzt nun,  dass  der  Gegenpunct  A  der  einen  von  beiden  Ebenen,  a, 
in  a  selbst  liegt,   so  liegt   nach  I)   auch  der  Gegenpunct  B  von  ß, 

—  so  wie  der  Gegenpunct  jeder  anderen  durch  a  zu  legenden  Ebene, 

—  in  a.  Mithin  fällt  dann  die  Linie  a  mit  ihrer  Gegenhnie  selbst 
zusammen. 

Heisee  eine  solche  mit  ihrer  Gegenlinie  zusammenfallende  Linie 
eine  Doppellinie.  Von  ihr  können  wir  vermöge  I),  II)  und  HJ) 
sogleich  folgende  Sätze  aufstellen: 

XV}  Vo?i  einer  jeden  durch  eine  Doppellinie  gelegten  Ebene  liegt 
der  Gegenpunct  in  der  Doppellinie,  und  eine  Doppellinie  ist  in  der 
Gegenebene  eines  Jeden  in  ihr  liegenden  Fundes  enthalten. 

XVT)  Jede  in  einer  Ebene  durch  ihren  Gegenpunct  gezogene  Gerade, 
und  Jede  dureh  einen  Punct  gelegte  und  zugleich  in  der  Gegenebene  des 
Punctes  enthaltene  Gerade  ist  eine  Doppellinie. 

XVII)  Liegen  zwei  Doppellinien  in  einer  Ebejie,  so  ist  ihr  gegen- 
seitiger Durchschnitt,  der  auch  unendlich  entfernt  sein  kann,  der  Gegen- 
punct der  Ebene. 

Denn  dieser  Gegenpunct  muss  nach  XV)  sowohl  in  der  einen 
als  in  der  anderen  Doppellinie  liegen.   JEs  fo%t  hieraus  weiter: 

XVni)  Alle  in  einer  Ebene  liegenden  Doppellinien  schneiden  steh 
in  einem  Puncte.,  und  umgekehrt  sind  alle  durch  einen  Punct  gehenden 
Doppellinien  in  einer  Ebene  enthalten,  indem  sonst  wegen  XVII)  cheser 
eine  Punct  mehr  als  eine  Gegenebene  hätte, 

17.  Das  System  der  Doppellinien  erfüllt  hiernach  den  ganzen 
Raum.  Denn  in  jedem  Puncto  des  Raumes  schneiden  sich  unzählige 
Doppellinien,  die  aber  insgesammt  in  einer  Ebene  Hegen,  und  in 
jeder  Ebene  giebt  es  unzählige  Doppellinien,  die  aber  alle  in  einem 
Puncte  zusammenti'efien, 

Ist  eine  Linie  durch  ihre  Gleichungen  gegeben,  und  verlangt 
man  zu  wissen,  ob  sie  zu  dem  System  der  Doppellinien  gehört,  so 
untersuche  man,  ob  die  Coordinaten  zweier  ihi-er  Puncte,  für  z,  y,  z 
und  x',  y',  z'  in  der  Gleichung  C)  substituirt,  der  Gleichung  Ge- 
nüge leisten.  Denn  {x',  y',  z']  ist  in  dieser  Gleichung  em  Punct 
der  Ebene,  welche  {x,  y,  z)  zum  Gegenpuncte  hat,  die  Linie  aber, 
welche  zwei  solche  Puncte  verbindet,  ist  eine  Doppellinie  (XVIj. 
Seien  daher 
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ist  {a,  l>,  0).  Setet  man  demnach  in  C)  x'  =  a,  y'  =  b,  z'  =  0,  so 
kommt 

c)  ay-bx^kz 

als  Gleichung  der  Gegenebene  des  Piiiictes  (ra,  b,  0);  und  in  dieser 
Ebene  muss  die  Linie  hegen,  wenn  sie  eine  doppelte  sein  soll.  Die 
Gleichung  c)  und  eine  der  beiden  a)  und  h)  sind  daher  die  zwei 
allgemeinen  Gleichungen  einer  Doppellinie.  Auch  kann  man  die 
Gleichung 

c  0-  ^  ab' 

welche  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus  ö),  b),  c)  hervorgeht,  als 
die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher  die  duich  «)  und  b)  aus- 
gedmckte  Linie  eine  Doppellinie  ist. 

Nimmt  man  in  C)  die  zwei  Puncte  [x,  ij,  z]  und  [x',  y' ,  z']  ein- 
ander unendlich  nahe  an,  setzt  also  x'  =  x^Ax,  u.  s.  w.,  so  geht 
C)  über  in: 

B)  x(\y  —  y^x  =  kAz. 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung  einer  Doppellinie. 
Und  in  der  That  kommt  man  auch,  wenn  man  a)  oder  b]  und  c) 
differentiirt ,  und  hierauf  die  willkürlichen  Constanten  «,  5,  c  elimi- 
nirt,  auf  diese  Differentialgleichung  zurück. 

18.  Sei  ö  eine  Linie,  welche  eine  von  ihr  verschiedene  Linie  «' 
zur  Gegenlinie  hat,  und  A,  A'  zwei  in  a,  a'  beliebig  genommene 
Puncte,  so  ist  von  A  die  Gegenebene  Aa'  (IV),  und  daher  AA'  eine 
Doppellinie  (XVI),  d.  h. 

XIX)  Jede,  eine  einfache  Linie  und  ihre  Gegenlinie  xngleich 
schneidende  Gerade  ist  eine  DoppeUinie. 

Ist  femer  l  eine  Doppellinie  und  a  eine  einfache  Linie,  welche 
von  l  geschnitten  wird,  so  ist  von  der  Ebene  /a,  als  einer  dui'ch  / 
gehenden,  der  Gegenpuiict  in  l  enthalten  [XV).  Zugleich  aber  muss 
der  Gegenpunct  der  Ebene  la,  als  einer  durch  a  gelegten,  in  der 
Gegenlinie  von  a  liegen  (IV);  folglich  muss  l  diese  Gegenlinie  schnei- 
den; d,  h. 

XX)  Eine  DoppeUinie,  Vielehe  eine  einfache  Linie  schneidet,  trifft 
auch  die  Gegenlinie  der  einfachen. 

Aus  diesem  Satze,  in  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden,  lässt 
sich  ein  merkwürdiger  dritter  ableiten.    Sind  nämlich  u,  h  zwei  ein- 


y  Google 


510  Beaondere  Art  dualer  VerhäUniflse 

fache  Linien,  a! ,  h'  ihi-e  Gegeiilinien,  und  l  eine  Grcrade,  welche 
a,  b,  a'  zugleich  schneidet,  so  ist  l  wegen  der  Begegnung  mit  a  und 
a'  eine  Doppellinie,  und  als  solche  muss  sie,  weil  sie  ö  trifft,  auch 
b'  schneiden;  also 

XXI}  Hat  man  zwei  Linien  und  ihre  Gegenlinien,  so  wird  jede 
Gerade,  welche  dreien  dieser  vier  Linien  begegnet,  auch  die  vierte 
treffen.  Vier  solche  Linien  können  dahe^-  immer  als  eben  so  viel  ver- 
schiedene  Lagen  einer  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  erzeugenden  Ge- 
raden anaesehen  tverden. 


Zusammenhang  zwisclieu  den  bis  jetzt  erlänteiten 
reciprokeu  Verhältnissen  uiid  zwischen  Sätzen  der  Statik, 

19.  Seien,  wie  in  Ni.  7,  «,  ß,  y  drei  sich  in  M  schneidende 
Ebenen,  A,  B  zwei  beliebige  Puncte  in  a,  ß,  und  C  ein  beliebiger 
Punct  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  f  und  MAB.  Nach  den 
Richtungen  aß  und  AB  lasse  man  zwei  Kräfte  wirken,  die  man 
mit  [aß]  und  [AB]  bezeichne.  Die  Kraft  [aß]  zerlege  man  nach  den 
Richtungen  MA  und  ay  in  zwei  andere,  [MA]  und  [ay],  welches 
immer  möglich  ist,  da  letztere  Richtungen  und  aß  in  einer  Ebene 
liegen  und  sich  in  einem  Puncte  M  schneiden,  Uebrigens  mag 
unter  der  Kraft  [MA]  auch  eine  negative  oder  eine  nach  AM  ge- 
richtete  verstanden  werden  können,  und  Gleiches  gelte  auch  von 
den  übrigen  auf  dieselbe  Weise  bezeichneten  Kräften. 

Hiermit  sind  nun  die  anfänglichen  zwei  Kräfte  [aß]  und  [AB] 
in  drei  vei-wandelt:  [ay],  [MA],  [AB].  Von  diesen  haben  die  beiden 
letzten  eine  durch  A  gehende  und  in  der  Ebene  MAB  enthaltene 
Resultante.  Welche  aber  von  allen  durch  A  gehenden  und  in  MA  B 
Hegenden  Linien  die  Richtung  dieser  Resultante  ist,  hängt  von  dem 
Verhältniss  zwischen  den  Lit«nsitäten  der  anfänglichen  zwei  Kräfte 
[aß]  und  [AB]  ab.  Wir  wollen  daher  dieses  Verhältnis f  so  bestimmt 
annehmen,  dass  AC  selbst  die  Richtung  der  Resiiltante  ist;  und  so- 
mit haben  wir  die  anfänglichen  Kräfte  [aß]  und  [AB]  auf  [ay]  und 
[A  G]  reducirt,  welches  uns  folgende  zwei  Sätze  giebt 

«)  Hat  man  zwei  Kräfte,  deren  Richtungen  aß,  AB  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und  eine  Richtung  ay ,  welche  mit  der  einen  aß 
der  beiden  erstei-en  in  einer  Ebene  «  liegt,  und  daher  mit  aß  einen 
Punct  M  gemein  hat,  so  ist  es  immer  möglich,  die  zwei  Kräfte  in 
zioei  mit  ihnen  gleichwirkende  zu  oerwandeln,  von  denen  die  eine  die 
liichhuig  ay  hat.      Die  Richtung    der   anderen  gehi  alsdann  durch  den 
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Punet  A,   in   welchem   die   Ebene  a   von   der   Richtung  AB  getroffen 
wird,    und  ist  in  der  durch  M  und  AB  zxi  legenden  Ebene  enthalten. 

b)  Sind  von  den  Ebenen  a,  ji,  y  die  Gegenpuncte  A,  B,  O,  und 
daher  AB  von  aß,  und  AG  von  ay  die  Gegenlinie,  so  ist  es  immm- 
möglich,  nach  den  Michtungen  aß  und  AB  zwei  In  solchem  Verhältniss 
zu  einander  stehende  Kräfte  wirken  zu  lassen,  dasa  sie  in  zwei  andere 
nach  den  Riohtungen  ay  und  AC  verwandelt  werden  können. 

Haben  nun  die  Kräfte  [aß]  und  [AB]  ein  solches  Verhältniss 
zu  einander,  so  lässt  sich  ferner  zeigen,  dass  überhaupt, 

c)  wenn  von  irgend  zwei  mit  ihnen  gleichwirkenden  Kräften  S, 
und  B!  die  eine  in  einer  gegebenen  Ebene  8  Hegt,  die  andere  den 
Gegenpunct  der  Ebene  trifft. 

Denn  seien  C  und  B'  zwei  beliebige  Puncte  in  aß  tind  ay. 
Nach  a)  lassen  sich  nun  [aß]  und  [AB]  in  zwei  andere  Kräfte  Q 
und  Q'  verwandeln,  von  denen,  wenn,  wie  wir  annehmen  woUen, 
die  eine  Q  die  Richtung  C'B'  hat  und  daher  aß  in  C"  achneidet, 
die  andere  Q'  in  der  Ebene  O'AB,  also  in  der  Gegenebene  von  C 
hegt.  Weil  aber  [aß]  und  [AB]  gleichwirkend  mit  [ay]  und  [AG] 
sind,  und  ay  von  C'B'  in  B'  geschnitten  wird,  so  ist  Q'  aus  glei- 
chem Grunde  in  der  Ebene  B' AG  oder  der  Gegenebene  von  B' 
enthalten.  Die  Kraft  Q'  hat  daher  zu  ihrer  Eichtung  den  Durch- 
schnitt der  Ebenen  GAB  und  B' AG  d.  i.  die  Gegenlinie  der 
Linie  G'B'  oder  der  Eichtung  von  Q,. 

Sei  nun  von  den  zwei  Kräften  B  und  5',  welche  mit  \aß]  und 
[j4B],  folglich  auch  mit  Q  und  Q'  gleichwirkend  sein  sollen,  die 
eine  R  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  <?  enthalten.  Schneide 
diese  Ebene  die  Linien  aß  und  ay  in  C"  und  S',  und  werde  daher 
R  von  der  Eichtung  G'B'  der  Q  getroffen.  Nach  n)  geht  alsdann 
die  Richtung  von  R'  durch  den  Punct,  in  welchem  die  Ebene  d, 
welche  R  und  Q  gemeinschaftlich  enthält,  von  Q'  geschnitten  wird. 
"Weil  aber  Q'  die  Gegenlinie  von  Q.  ist,  so  ist  dieser  Punct  der 
Gegenpunct  der  Ebene  8,  wie  zu  erweisen  war.  Wir  ziehen  hieraus 
noch  die  Folgerung: 

(/)  Von  zwei  Kräften  R  und  R\  welche  mit  [aß]  ti?id  [AB],  oder 
mit  P  und  P'  wie  [aß]  und  [AB]  wn  Jetzt  an  heissen  m'ogen ,  gleicli- 
wirkend  sein  sollen,  kann  die  Richtung  der  einen  im  Allgemeinen  nach 
Willkür  genommen  werden. 

e)  Von  den  Richtungen  zweier  mit  P  und  P'  gleichwirkenden 
Kräfte  R  uml  R'  ist  die  eine  die  Gegenlinie  der  anderen. 

Denn  man  lege  durch  R  zwei  Ebenen  S  und  s ,  deren  Gegen- 
puncte 7?  und  E  seien,  so  musg  nach  c\  die  Kraft  R'  sowohl  durch 
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D  als  durch  E  gehen;  DE  ist  aber  die  GegeiiHnie  von  R.     Ebenso 
erhellt, 

f)  dass  umgekehrt,  iceim  a'  die  Gegenlinie  von  a  ist,  sich  immer 
zwei  nach  a  und  a'  gerichtete  Kräfte  angeben  lassen,  welche  mit  P 
und  P'  gleiche   Wirkung  haben; 

g)  so  wie  endUch,  vienn  M  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  R' 
den  Gegenpunct  dieser  Ebene  trifft,  so  ist  auch  umgekehrt,  wenn  R 
durch  einen  gegebenen  Punct  D  geht,  R'  in  der  Gegenebene  des  Punctes 
enthalten. 

Denn  da  R'  die  Gegenlinie  von  R  ist,  so  ist  die  durch  ü  nnd 
R'  gelegte  Ebene  die  Gegenebene  von  D. 

20.  Alis  diesen  Sätzen  erhellt  nun  zur  Genüge  der  innige 
Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  im  Vorigen  behandelten  dualen 
geometrischen  Verhältnissen  und  einigen  ganz  elementaren  statischen 
Sätzen  stattfindet.  Auch  begreift  man  leicht,  wie  umgekehrt  aus 
den  Elementen  der  Statik  jene  rein  geometrische  Theorie  abgeleitet 
werden  kann. 

In  Bezug  nämlich  auf  zwei  Kräfte  P,  P' ,  deren  Eichtimgeii 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  entspricht  jeder  Geraden  eine  andere 
Gerade  dergestalt,  dass  sich  immer  zwei  nach  ihnen  gerichtete  Kräfte 
angeben  lassen,  welche  mit  P  und  P'  gleichwirkend  sind.  Es  ent- 
spricht femer  jedem  P\inote  eine  gewisse  ihn  enthaltende  Ebene, 
und  jeder  Ebene  ein  ui  ihr  liegender  Punct,  so  dass,  wenn  von  zwei 
mit  P  und  P'  gl  eich  wirkenden  Kräften  die  eine  den  Punct  trifft, 
die  andere  in  der  Ebene  enthalten  ist,  und  umgekehrt. 

Mit  diesen  rein  statisch  erweisbaren  Sätzen  sind  die  Begriffe  von 
Gegenlinie,  Gegenebene  und  Gegenpunct  festgestellt,  und  hieraus 
lassen  sich,  wie  wh-  bereits  in  Nr,  13,  15,  16  und  18  gesehen  haben, 
die  übidgeu  Eigenschaften  dieser  dualen  Verhältnisse  ohne  Zuhülfe- 
nahme  eines  neuen  Principa  herleiten.  —  Im  Folgenden  sollen  noch 
einige  besonders  merkwürdige  Beziehungen  zmschen  beiderlei  Ver- 
hältnissen ,  den  geometrischen  \ind  den  statischen ,  näher  erörtert 
werden. 

2 1 .  Dass  von  den  Richtungen  der  zwei  Kräfte  R,  R',  welche 
mit  P,  P'  gleichwirkend  sein  sollen,  die  eine  nach  "Willkür  genom- 
men werden  kann,  gilt  nur  im  Allgemeinen.  Ausgenommen  sind 
davon  zuerst  alle  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Richtungen,  in- 
dem, wenn  R  damit  parallel  wäre,  die  Kraft  R'  unendlich  entfernt 
(XIV)  und  daher  nicht  construirbar  sein  würde. 
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Um  die  statische  Bedeutung  der  Hauptrichtung  auszumitteln, 
erwäge  man,  dass  nach  XIII)  die  beiden  Ebenen,  von  denen  die  eine 
mit  P  und  P' ,  die  andere  mit  li  und  R'  parallel  ist,  —  folglicli 
auch  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen,  —  mit 
der  Hauptrichtung  parallel  sind.  Werden  daher  die  vier  Kräfte 
P,  P'f  S,  R'  parallel  mit  ihren  Bichtungen  an  einen  und  denselben 
Punct  getragen,  so  wird  der  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und 
RR'  gleichfalls  mit  der  Hauptrichtung  parallel  sein.  Alsdann  aber 
ist,  einem  bekannten  Satae  der  Statik  zu  Folge,  die  Resultante  von 
P  und  P'  einerlei  mit  der  Resultante  von  R  und  jR',  und  hat  mit- 
hin den  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und  TT'  zu  ihrer  Richtung. 
Die  Hauptrichtung  ist  daher  in  statischer  Hinsicht  diejenige,  mit 
welcher  parallel  die  Resultante  der  Kräfte  P  und  P'  oder  zweier 
ihnen  gleichwirkender  läuft,  nachdem  diese  Kräfte  parallel  mit  ihren 
Richtungen  an  einen  und  denselben  Punct  getragen  worden. 

Hieraue  fliesst  noch  auf  eine  andere  Weise  die  Unmöglichkeit, 
R  mit  der  Hauptrichtung  parallel  zu  nehmen.  Denn  hätte  R  diese 
Richtung,  so  lyiirden  R  und  R',  an  einen  und  denselben  Punet  ge- 
tragen, in  dieselbe  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Gerade  fallen, 
und  müssten  daher  in  ihrer  uisprüngKchen  Lage  entweder  aiif  eine 
einz^e  Kraft  reducirbar,  oder  einander  gleich,  parallel  und  entgegen- 
gesetzt d.  i.  ein  Kräftepaar  im  engeren  Sinne  sein.  Keines  von 
Beiden  aber  ist  möglich,  weil  P  und  P'  nicht  in  einer  Ebene  liegen 
sollen. 

22.  Von  den  Richtungen,  welche  zwei  mit  P,  P'  gleich- 
wirkende Kräfte  erhalten  können,  sind  zweitens  noch  die  Doppel- 
linien ausgenommen,  oder  diejenigen  Linien,  welche  P  und  P'  oder 
irgend  zwei  andere  Kräfte  R  und  R' ,  worauf  P  und  P'  reducirt 
worden,  zugleich  schneiden  pilX).  Denn  sind  S  und  S'  zwei  mit 
P  und  7",  also  auch  mit  R  \ind  R',  gleichwii'kende  Kräfte,  so  sind 
R,  M'  und  —  S  auf  eine  einzige  Kraft  gleich  S'  reducirbar.  Dieses  ist 
aber  offenbar'  nicht  möglich,  sobald  R  und  R',  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  von  S  zugleich  geschnitten  werden. 

Die  Doppellinien  haben  aber  eine  andere  merkwürdige  statische 
Eigenschaft,  welche  darin  besteht,  dass  in  Bezug  auf  jede  dieser 
Linien,  als  Axe,  die  Summe  der  Momente  von  P  und  P'  gleich  0  ist. 
Denn  ist  s  eine  Doppellinie,  r  eine  sie  schneidende  einfache  Linie, 
und  r'  die  Gegenlinie  der  letzteren,  so  wird  nach  XX]  auch  r'  von 
s  getroifen;  nach  19,  y)  aber  lassen  sich  P  und  P'  in  zwei  nach  r 
und  r'  gerichtete  Kräfte  R  und  R'  verwandeln.  Da  also  die  Eich- 
tungen der  R  und  R'  von  s  zugleich  getroffen  werden,   so   ist  für  s 
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als  Axe  das  Moment  von  It  sowohl,  als  von  M'  gleich  (I,  also  auch 
die  Summe  dieser  Momente  gleich  0,  folglich  auch  die  Summe  der 
Momente  der  damit  gleichwirkenden  Kräfte  P  und  P'  gleich  0. 

Unter  allen  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  ist  daher  für  die- 
jenigen, welche  den  Gegenpunct  der  Ebene  ti-eifen,  und  unter  aUen 
durch  einen  Punct  gehenden  Axen  für  diejenigen,  welche  zugleich 
in  der  Gegenebene  des  Punctes  liegen,  die  Summe  der  Momente 
gleich  0  (XVni).  Für  jede  andere  durch  den  Punct  gelegte  Axe  ist,  wie 
ich  hier  nur  historisch  erwähne,  die  Momentensumme  dem  Sinus 
des  Winkels  proportional,  welchen  die  Axe  mit  der  Gegenebene  des 
Punctes  macht;  am  grössten  also  für  diejenige  Axe,  welche  auf  der 
Gegenebene  nonnal  steht.  Die  Ideinste  unter  allen  gi-össten  Momenten- 
summen kommt  aber  derjen^en  Axe  zu,  welche  mit  der  Hauptlinie 
des  Systems  (14)  zusammenfällt.  Man  vergleiche  deshalb  das  am  Ende 
von  Poinsot's  Statik  befindliche  Memoire  sur  la  composition  des 
msmcns  et  des  aires. 

23.  M^erden  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  P,  P' 
parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  Punct  verlegt  und  dann  zu 
einer  Kraft  T  vereinigt,  so  entsteht  durch  diese  Verlegung  ein  Kräfte- 
paar f,  —  ü,  welches  in  Verbindung  mit  T  dieselbe  Wirkung,  als 
P  und  P',  hervorbringt.  Legt  man  nun  in  der  Ebene  von  U,  —  TJ 
durch  den  Punct  D,  in  welchem  die  Ebene  von  T  geschnitten  mrd, 
eine  behebige  Gerade,  so  wird  diese  die  Kräfte  T,  V,  —  D"  immer 
zugleich  treffen,  In  Bezug  auf  eine  solche  Gerade  ist  daher  die 
Summe  der  Momente  von  T,  U,  —  F  gleich  0,  mithin  auch  die  Mo- 
mentensumme von  P  und  P'  gleich  0,  folglich  die  Gerade  eine  Doppel- 
linie  (22)  und  der  Punct  D  der  Gegenpunct  der  Ebene  von  U,  —  U. 
Wie  also  auch  die  Kräfte  P,  P'  in  eine  einfache  Kraft  und  ein 
Paar  verwandelt  werden  mögen,  so  triff't  erstere  die  Ebene  des  Paares 
stets  in  ihrem  Gegenpuncte.  Auch  ist  die  E.ichtung  der  ersteren 
Kraft  immer  der  Hauptrichtung  parallel,  da,  wenn  T,  U,  —  V  an 
einen  Punct  getragen  werden,  U  und  —  U  sich  gegenseitig  aufheben 
und  nur  T  als  Resultante  übrig  bleibt.     Vergl.  Nr.  21. 

Ein  Kräftepaar  kann  man,  ohne  seine  Wirkung  zu  ändern,  nicht 
nur  in  seiner  Ebene  beliebig  verlegen,  sondern  auch  in  jede  andere 
damit  parallele  Ebene  bringen.  Verlegt  man  daher  das  Paar  U,  —  ü 
aus  seiner  anfäi^lichen  Ebene  in  eine  damit  parallele,  so  muss  auch 
letztere  Ebene  von  T  in  ihrem  Gegenpuncte  geschnitten  werden,  in 
Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  VII),  dass  die  Gegenpuncte  paral- 
leler Ebenen  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen. 
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24.  Ich  müaste  den  Leser  zu  ermüden  furchten,  wollte  ich 
noch  von  allen  übrigen  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  ent- 
haltenen Sätzen  die  entsprechenden  statischen  Theoreme  in  Betracht 
ziehn.  Ich  begnüge  mich  daher,  auf  den  XXI.  Satz  noch  aufmerk- 
sam zn  machen,  welcher  statisch  ansgedrüekt  also  lautet:  Sind  zwei 
Kräfte  gleichwirkend  mit  zwei  anderen,  oder  —  was  hier  auf  das~ 
selbe  hinauskommt,  — 

Sind  vier  Kräfte  mit  einander  im  Gleichgewicht,  so  trifft  jede 
Gerade,  welche  den  Richtungen  dreier  derselben  begegnet,  auch  die 
Hichtimg  der  vierteil. 

Dies  folgt  auch  höchst  einfach  aus  der  Theorie  der  Momente, 
Denn  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  die  Richtungen  von  drei 
Kräften  trifft,  ist  das  Moment  jeder  dieser  Kräfte  gleich  0.  Da  nun 
die  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  und  mithin  die  Summe 
ihrer  Momente  für  jede  Axe  null  sein  muss,  so  muss  in  Bezug  auf 
jene  Axe  auch  das  Moment  der  vierten  nuU  sein.  Dieses  ist  aber 
nicht  anders  möghch,  als  wenn  jene  Axe  die  Richtung  der  vierten 
ebenfalls  schneidet. 
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TJelber  eine  allgemeinere  Art  der  Affinität 
geometrisclier  Figuren. 


[Crelle's  Journal  1834  Band  12  p.  109—133,] 
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in  meinem  «liaiyeenti'ischen  Calcnln  halbe  ich  zu  zeigen  gesucht, 
dass  aussei'  den  schon  in  den  ei'Sten  Elementen  der  Geometrie  i]i 
Betrachtung  kommenden  Beziehungen,  in  welchen  Fluren  zu  ein- 
ander stehen  können,  und  wonach  zwei  Figuren  einander  gleich 
und  ähnlich,  oder  ähnlich  allein,  heiseen,  es  noch  einige  andere 
dergleichen  Beziehungen  oder  Verwandtschaften  gebe,  die,  obschon 
von  allgemeinerer  Beschaffenheit,  als  jene  schon  bekannten,  doch  in 
das  Gebiet  der  Elementargeometiie  noch  gehören,  indem  auch  bei 
ihnen  Puncten  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  in 
einer  Geraden  liegende  Puncte  der  anderen  F^ur  entsprechen.  Ich 
nannte  diese  allgemeineren  Ver^yandtschaften  Affinität  und  Col- 
lineationsverwandtschaft;  denn  die  Gleichheit,  die  ich 
an  jenem  Orte  zwar  ebenfalls  als  eine  besondere  Verwandtschaft 
behandelt  habe,  ist  im  Grunde  nur  als  eine  specielle  Art  der  Affi- 
nität zu  betrachten. 

Bei  der  Collineationsvenvandtschaft  ist,  wie  schon  ihr  Name 
ausdrücken  soll,  gedachtes  Entsprechen  gerader  Linien  das  alleinige 
sie  charakterisirende  Merkmal,  Bei  der  Affinität  hingegen  kommt 
als  zweites  Merkmal  noch  hinzu,  dass  je  zwei  Theile  der  einen  Figiir 
—  Flächentheile  oder  Theile  des  Raumes,  nachdem  die  Figur  in 
einer  Ebene  oder  im  Itaume  überhaupt  enthalten  ist,  —  sich  ihrem 
Inhalte  nach  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden 
Theile  der  anderen  Figur. 

So  wie  nun  aus  der  Affinität  die  aUgemeioere  Venvandtschaft 
der  Collineation  entspringt,  wenn  wir  von  den  oben  erwähnten  zwei 
Merkmalen  niir  das  erste  beibehalten;  so  wird  die  Affinität  gleich- 
falls in  eine  allgemeinere  Verwandtschaft  übergehen,  wenn  wir  das 
erste  Kennzeichen  nicht  mehr  berücksichtigen  und  nur  das  zweite 
noch  festhalten.  Bei  dieser  allgemeineren  Art  von  Affinität  ent- 
sprechen also  die  Puncte  zweier  Ebenen  einander  dergestalt,  dass, 
wenn  in  der  einen  Ebene   ij^gend   eine  in  sich  zurücklaitfende  Linie 
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gezogen  wird,  die  entspreche  ade  Linie  in  der  anderen  Ebene,  d.  h. 
die  liinie,  welche  durch  die  den  Puncten  der  erstereu  Linie  ent^ 
sprechenden  Puncte  geht,  eine  Fläche  einschliesst ,  die  zu  der  von 
der  ersteren  Linie  begrenzten  Fläche  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse steht.  Und  ebenso  ist  es  bei  zivei  Bäumen  von  drei  Dimen- 
sionen, die  in  dieser  allgemeineren  affinen  Beziehung  stehen  sollen, 
hinreichend,  wenn  je  zwei  entsprechende  Theile  des  einen  und  an- 
deren Baumes,  d.  h.  solche  deren  Gri-enzflächen  durch  entsprechende 
Puncte  bestimmt  werden,  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander 
haben.  Hierbei  können  also,  und  werden  im  Allgemeinen,  geraden 
Linien  und  Ebenen  des  einen  Raumes  Curven  und  krumme  Flächen 
im  anderen  entsprechen,  und  zwar  Curven  und  Flächen,  die  jede 
beliebige  Form  haben  können.  Denn  so  lange  noch  nicht  die  ein- 
ander entsprechen  sollenden  Puncte  bestimmt  sind,  hindert  uns 
nichts,  diese  Bestimmung  bei  zwei  Ebenen  z.  B.  damit  anzufangen, 
daas  wir  dem  Perimeter  eines  geradlinigen  Vielecks  in  der  einen 
Ebene  irgend  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve  in  der  anderen  ent- 
sprechend setzen,  wenn  nur  die  Flächen  beider  Figuren  in  dem  con- 
stanten Verhältnisse  stehen,  welches  je  zwei  entsprechende  Flächen 
zu  einander  haben  sollen. 

Schon  hieraus  ist  abzunehmen,  dass  die  Grundformehi  dieser 
Verwandtschaft,  d.  i.  die  allgemeinen  Relationen  zwischen  den  Co- 
ordinaten  zweier  entsprechenden  Puncte,  Gleichungen  mit  partiellen 
Differenzen  sein  werden,  indem  nur  solche  Gleichungen  zu  wiUküi- 
lichen  Functionen  und  damit  zu  willkiirhchen  Curven  und  Flächen 
führen  können.  Diese  Grundformeln  zu  entwickeln  und  ihre  Inte- 
gration auszuführen,  welches  hier  auf  besondei-s  einfache  Weise  ge- 
schehen kann,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes,  Ehe  wir 
jedoch  diese  analytische  Untersuchung  beginnen,  wollen  wir,  grösserer 
Anschaulichkeit  ivillen,  den  Gegenstand  erst  auf  folgende  rein  geo- 
metrische Weise  in's  Auge  fassen. 


§.  1.  Heissen  M  und  iV  die  beiden  Ebenen,  deren  Puncte  in 
affiner  Beziehung  zu  einander  stehen  sollen.  Man  denke  sich  die 
Ebene  N  mit  zwei  Systemen  paralleler  Geraden  T,  T,,  T^,  ..., 
TT,  J7,,  ü^,  ...  überaogen,  von  denen  die  Linien  des  einen  Systems 
die  des  anderen  rechtwinklig  schneiden;  die  Linien  jedes  der  beiden 
Systeme  für  sich  seien,  jede  von  der  nächstfolgenden,  unendlich 
wenig,  aber  gleich  weit  entfernt.  Hierdurch  wii-d  N  in  eine  unend- 
liche  Menge    unendlich   kleiner    und    einander   gleicher   Rechtecke 
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Heissen  nun  X,  X^,  X^,  ...,  Y,  F,,  Y^,  ...  die  den  T,  T„  ..., 
IT,  Z7[,  ...  entsprechenden  Linien  in  der  Ebene  M,  so  muss  M  durch 
diese  Linien  ebenfalls  in  unendlich  kleine  und  einander  gleiche 
Vierecke  getheilt  werden,  deren  jedes  von  irgend  zwei  auf  emander 
fönenden  Linien  der  einen  Reihe  X,  ...  und  zwei  auf  einander 
folgenden  Linien  der  anderen  Reihe  Y,  ...  begrenzt  wird.  Sind 
diese  Linien  wirkhch  gezogen,  so  ist  damit  die  affine  Beziehung 
beider  Ebenen  vollkommen  bestimmt.  Denn  für  ii-gend  einen  Punct 
der  einen  Ebene  läest  sich  nunmehr  der  entsprechende  in  der  an- 
deren angeben,  —  dem  Durchschnitte  von  P^  und  Up  in  N  ent- 
spricht der  Durchschnitt  von  Xp  und  y„  in  M,  —  und  je  zwei 
entsprechende  Flächentheile  in  N  und  M  verhalten  sich  wie  eines 
der  Elementarrechtecke  in  N  zu  einem  der  Elementarvierecke  in  M. 

§.2.  Es  entsteht  jetat  die  Frage,  wie  viel  von  den  Linien 
X,  X[,  ...,  y,  y,,  ...  in  JJf  willkürlich  gezogen  werden  können,  und 
wie  hiernach  die  übrigen  zu  bestimmen  sind,  damit  die  durch  die 
Kreuzung  der  beiden  Systeme  entstehenden  Vierecke  der  Forderung 
gemäss  einander  gleich  werden,  und  zu  den  rechteckigen  Elementen 
der  Ebene  N  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen.  Wir  wollen 
der  Antwort  hierauf  die  Betrachtung  einiger  specicllen  Fälle  voran- 
gehen lassen. 

1)  Es  ist  klar,  dass  die  Forderimg  gleicher  Elemente  in  M  er- 
füllt wird,  wenn  jedes  der  beiden  Systeme  X,  ...  und  Y,  ...  aus 
parallelen  Geraden  besteht,  die  in  gleichen  und  unendlich  kleinen 
Entferaungen  auf  einander  folgen.  Denn,  welchen  Winkel  auch  die 
Pai-allelen  des  einen  Systems  mit  denen  des  anderen  machen,  so 
wird  dann  immer  die  Ebene  in  einander  gleiche  und  ähnliche  Pa- 
rallelogi-ammo  zerlegt.  Auch  sieht  man  ohne  Schwierigkeit,  dass 
dann  je  drei  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  drei  ebenfalls  in  einer  Geraden  befindliche  Puncte  der  anderen 
entsprechen.  Mithin  ist  diese  Beziehung  der  beiden  Ebenen  die 
Affinitat  im  engeren  Sinne  selbst. 

2}  Man  lasse,  wie  im  vorigen  Falle,  Y,  Y,,  ...  in  gleichen  Ab- 
ständen von  einander  entfernte  parallele  Gerade  sein;  X  aber  sei 
eine  willkürliche  Curve.  Denkt  man  sich  nun  diese  Curve  ohne 
Aenderuug  ihrer  Gestalt  parallel  sich  fortbewegend,  so  dass  jeder 
ihrer  Puncte  eine  Parallele  mit  Y  beschreibt,  und  hält  man  von 
allen  den  verschiedenen  Lagen  der  Curve  eine  Reihe  solcher  fest, 
welche  in  unendlich  kleinen  und  gleichen  Entfernungen  von  ein- 
ander abstehen,  so  werden  dies  die  übrigen  Linien  X\,  X^,  ■-■  sein. 
Denn    auch    auf   diese  Weise   wird    die  Ebene  in   einander   gleiche 
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Parallelogramme  getheilt,  von  denen  aber  nur  diejenigen  einanLler 
zugleich  ähnlich  sind,  welche  in  einer  und  derselben  Parallele  mit 
y  liegen. 

Hierbei  entsprechen  also  den  Geraden  !7,  V'^,  ...  die  Geraden 
Y,  Yj ,  ...,  den  Geraden  T,  ?", ,  ...  die  Curven  X,  X,,  .,.,  und  ebenso, 
wie  man  leicht  wahrnimmt,  jedem  dritten  Sjsteme  paralleler  Geraden 
in  JV  ein  System  einander  gleicher  und  ähnlicher  und  parallel  lie- 
gender Curven  in  M,  so  dasa  je  zwei  einander  entsprechende  Puncte 
zweier  dieser  Cui-ven  in  einer  Parallele  mit  Y  sind 

3)  Sei  X  eine  Gerade,  und  die  Puncte.  in  denen  sie  von 
Y,  Y„  ...  geschnitten  wird,  seien  gleich  weit  von  einander  entfernt. 
Die  Linien  Y,  Y],  ...  aber  seien  Gerade,  welche  sich  in  einem  von 
X  endlich  entfernten  Puncte  D  schneiden.  Man  übersieht  dann 
sogleich,  dass  die  Linie  Xi  eine  mit  X  parallele  Gerade  sein  muss, 
indem  nui  unter  dieser  Bedingung  die  zwischen  X  und  X,  enthaltenen 
Ti'apeze  einander  gleich  sein  können.  Aus  demselben  Grunde  müssen 
auch  Xj  mit  X,,  X,  mit  X^,  u.  s.  w.  pai-allel,  also  X,  X^,  Xj,  ... 
einander  parallele  Gerade  sein  und  zugleich  in  demselben  Verhältniss 
einander  näher  liegen,  in  welchem  sie  von  D  weiter  abstehen,  da 
in  dem  nämlichen  Verhältnisse  die  von  D  ausgehenden  Linien 
Y,  y,,  ...  sich  desto  weiter  von  einander  entfernen.  Das  System 
der  Pai-allelen  X,  X„  ...  ist  übrigens  nicht  bloss  auf  die  eine  Seite 
des  Punctes  D  beschränkt,  sondern  erstreckt  sich  auch  auf  die  andere 
Seite  von  D  dergestalt,  dass  D  zwischen  allen  diesen  Parallelen  eine 
symmetrische  Lage  hat. 

um  das  Gesetz,  nach  welchem  hierbei  die  Puncte  beider  Ebenen 
M  und  N  auf  einander  zu  beziehen  sind ,  näher  noch  kennen  zu 
lernen,  wollen  wü-  zwei  sich  entsprechende  Vierecke,  win  M,  v  ia.  N, 
in's  Äuge  fassen.  Von  dem  Viereck  w  seien  X  und  X,,  Y  und  Y, 
die  zwei  Paar  gegenüberstehender  Seiten ;  also  T  und  T^ ,  U  und  U^ 
die  zwei  Paar  gegenüberstehender  Seiten  von  v.  Während  nun  die 
Linien  X,  Y  und  Y,  fest  bleiben,  bewege  sich  die  Linie  X, ,  welche 
gleich  anfangs  dem  Puncte  D  näher  liege  als  X,  pai'allel  mit  X 
bleibend,  nach  B  mit  gleichfdimiger  Geschwindigkeit  zu.  Hiermit 
wächst  anfangs  der  Inhalt  von  w,  aber  immer  langsamer.  Von  dem 
Augenblicke  an  aber,  in  welchem  X,  durch  D  geht,  und  daher  das 
Viereck  w  zu  einem  Dreiecke  wird,  verwandelt  sich  die  Zunahme  in 
Abnahme,  da  gedachtes  Dreieck  bei  der  ferneren  Bewegung  von  X, 
ein  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  D  liegendes,  und  daher 
negativ  zu  nehmendes  Dreieck  als  Increment  erhält.  Hat  sich  X; 
auf  dieser  Seite  ebenso  weit  von  D  entfernt,  als  X  auf  der  anderen 
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von  D  liegt,  so  ist  w  gleich  0,  imd  bei  noch  weiterer  Bewegung  von 
Xj  wird  w  negativ. 

Damit  nun  diesen  Aenderungen  des  Inhaltes  von  to  proportionale 
Veränderungen  von  v  entsprechen,  so  muss  die  Linie  Tj,  welche 
parallel  sich  fortbewegend  mit  den  fest  bleibenden  Linien  T,  U,  f/, 
ein  Rechteck  v  zu  bilden  foi-tfähi-t,  von  T  sich  immer  langsamer 
entfernen,  bis  sie  in  eine  Lage  0  kommt,  welche  der  durch  D  gehen- 
den Lage  von  X,  entspricht;  sie  muss  hierauf  wieder  nach  T  zu- 
rückkehren, und  zuletzt  durch  T  auf  die  andere  Seite  von  T  sich 
wenden,  wobei  v  aus  dem  Positiven  durch  Null  in  das  Negative 
übergeht.     Hieraus  ziehen  wir  nun  die  Folgerungen: 

a)  dass  dem  Funde  D  in  M,  in  welchem  sich  Y,  Yi,  ...  schnei- 
den, in  N  nicht  hhss  ein  Fund,  sondern  alle  in  einer  gewissen  mit  T 
parallelen  Geraden  0  enthaltenen  Pzmcte  entsprechen; 

b)  dass  nur  die  auf  der  einen  Seite  von  0  liegenden  Puncte  in  N 
entsprechende  Puncte  in  M  haben,  und 

c)  dass  Jedem  dieser  Puncte  in  N  zwei  Picncte  in  M  entsprechen, 
zwischen  welchen  der  Punct  D  stets  in  der  Mitte  liegt. 

4)  Wir  wollen  wiederum  die  Linien  Y,  Y^,  Y^,  ...  gerade  sein 
und  sich  in  einem  Puncte  D  schneiden  lassen,  nächstdem  aber  an- 
nehmen, dass  die  unendlich  kleinen  Winkel,  welche  je  zwei  nächst- 
folgende bilden,  insgesammt  einander  gleich  sind.  Ist  dann  X.  ein 
aus  D  als  Mittelpunct  beschriebener  Kreis,  so  erhellt  leicht,  dass 
die  übrigen  Linien  X^,  X^,  ...  mit  X  concentrische  Kreise  sehr 
müssen,  und  dass  der  gegenseitige  Abstand  zweier  nächstfolgenden 
Kreise,  oder  der  Untei-schied  ihrer  Halbmesser,  in  demselben  Ver- 
hältniss  abnehmen  muss,  in  welchem  die  Halbmesser  selbst  zunehmen. 
Den  Geraden  T,  T,,  ...  entsprechen  daher  jetzt  Kreise,  imd  es  wird 
mithin  jedem  Puncte  in  M  eine  Keihe  unendlich  vieler  Puncte  in  A' 
entsprechen,  die  sämmtKch  in  einer  Parallele  mit  T  und  in  gleich 
grossen  endlichen  Entfem^mgen  von  einander  liegen.  Eben  so  wie 
im  vorigen  Beispiele  wird  ferner  auch  hier  dem  Puncte  Z>  jeder 
Punet  in  iV  entsprechen,  der  in  einer  gewissen  Parallele  &  mit  T 
sich  befindet,  auch  werden  nur  den  aiif  der  einen  Seite  von  0  lie- 
genden Punctcn  in  iV  Puncte  in  M,  und  zwar  jedem  iu  N  zwei  in 
M  entsprechen,  zwischen  denen  D  in  der  Mitte  ist. 

§.  3.  Seien  nunmehr,  um  den  ganz  aligemeinen  Pall  zu  be- 
trachten, Y,  Y|,  Fj,  .,,  irgend  beUebige  Linien  und  nur  folgenden 
zwei  aus  der  Natur  der  Sache  selbst  fliessenden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  unterworfen : 
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«)  dass  je  zwei  nächstfolgende  derselben,  wie  y  und  y,,  überall 
einander  unendlich  nahe  sind,  und  dass  folglich  jedes  Element  der 
einen  mit  dem  nächstliegenden  Elemente  der  anderen  als  parallel 
angesehen  werden  kann; 

b)  dass  bei  je  drei  nächstfolgenden  Curven,  wie  Y,  Y,,  Y^,  die 
Abstände  jedes  Elementes  der  mittleren  Linie  Y",  von  den  nächst^ 
liegenden  Elementen  der  zu  beiden  Seiten  befindlichen  Linien  Y 
und  Y^  unendlich  nahe  im  Verhältnisse  der  Gleichheit  zu  einander 
stehen,  dass  also  diese  zwei  schon  an  sich  unendlich  klemen  Ab- 
stände nur  um  ein  unendlich  Kleines  einer  höheren  Ordnung  von 
einander  verschieden  siucl. 

Dieses  vorausgesetzt,  sei  X  eine  beliebige  die  Linien  Y,  Y,,  ... 
unter  endlichen  Winkehi  schneidende  Linie ,  und  es  kommt  nun 
zunächst  darauf  an,  der  X  unendlich  nahe  eine  zweite  Linie  X,  zu 
ziehen,  dei-gestalt,  dass  alle  die  unendlich  kleinen  Parallelogramme, 
in  welche  der  zwischen  X  und  X,  gelegene  Streifen  durch  die  Linien 
Y,  F,,  Fj,  ...  zerlegt  wird,  einen  und  denselben  gegebenen  Flächen- 
inhalt /  haben.  Dieses  ist  aber  immer  möglich.  Denn  heissen 
Pi  PiJ  Pi'  ■■■  ^^  Theüe,  in  welche  X  in  den  Durchschnitten  mit 
Y,  Y^,  ...  getheilt  wird,  und  q,  j,,  g^,  ...  die  zugehörigen  Breiten 
des  Streifens,  so  sini  pg,  p,q,,  Pi^i,  ■•■  jene  Parallelogi-arame  ihrem 
Inhalte  nach,  und  es  sollen  daher  pg  =p,g,  ^  ...  ^jf  sein.  Es 
muss  folglich  die  Breite  des  Streifens  in  demselben  Verhältnisse  zu- 
oder  abnehmen,  in  welchem  die  Theile  p,  p^,  ...  ab-  oder  zunehmen, 
und  da  sich  diese  Theile  der  Voraussetzung  b)  zufolge  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  ändern,  so  wird  auch  die  Breite  stetig  wachsen 
oder  kleiner  werden,  und  folglich  die  Linie  X^ ,  eben  so  wie  X,  eine 
stetige  sein.  Die  Breite  des  Streifens  an  einer  bestimmten  Stelle, 
z.  B.  beim  Elemente  p,  ist  /  :  p. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  eine  auf  X  und  X,  folgende  und 
der  X,  unendlich  nahe  dritte  Linie  X,  ziehen,  so  dass  der  von  X, 
und  Xj  begrenzte  Streifen  durch  Y,  y^,  ...  in  einander  und  demy 
gleiche  Parallelogramme  getheilt  wird.  Unter  derselben  Bedingung 
kann  man  femer  auf  X,  eine  vierte  Linie  X,,  eine  fünfte  X,,  n.  s.  w. 
in's  Unendliche,  folgen  lassen. 

Hiermit  ist  nun ,  me  gefordert  wurde ,  die  Ebene  M  durch  die 
zwei  Systeme  von  Linien  X,  X, ,  ...  und  Y,  Y,,  ...  in  Elemente  von 
einer  und  derselben  Grösse  zerlegt.  Dabei  konnte  das  eine  dieser 
Systeme  Y,  Y^,  ...,  bis  auf  die  unter  a]  und  h)  bemerkten  Bedin- 
gungen, ganz  willkürlich,  und  gleichergestalt  eine  der  Cui-ven  des 
anderen  Systems  X  ■willkürlich  angenommen  werden.  Hiermit  aber 
und   mit   dem  gegebenen    constanten   Inhalte    des   Flächenelcmentes 
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waren  alle  übrigen  Linien  'X^,  X^,  ...  des  anderen  Systems  voll- 
kommen bestimmt. 

§.  4.  Denselben  Gregenstand  wollen  wir  nun  mit  Hülfe  der 
Analysis  untersuchen.  Seien  x,  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
eines  Pnnctes  der  Ebene  M,  und  t,  u  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten des  ihm  in  der  Ebene  N  nach  irgend  einem  Gesetz  entspre- 
chenden Punctes,  so  sind  t  itnd  u  als  gewisse  Functionen  von  x,  y  zu 
betrachten,  und  es  ist  demnach,  wenn  wir  hier,  und  ähnlicher  Weise 

in   dem  Folgenden,    die   partiellen   Differenzen     -r-,     -r-,     "iT '    JZ 
der  Kürze  willen  mit  t^,  ty,  %,  Uy  bezeichnen: 
1}  dt  =  i^dx-\-iydy, 

2)  du  =  u^ßx  -j-  Uydy. 

So  wie  daher  dem  Puncte  (,r,  y)  der  Punct  {t,  u),  so  entspricht  dem 

Puncto 

{x-\-dx,    y-j-dy)    der   Punct   {t+  t^o^x-^- fydy,   u +  u^dx-'r  Uydy), 

folglich  dem  Puncte  {x-\~dx,  y)  der  Punct  {t-^t^dx,  u  +  u^dx) 

und  -  -        {^,y  +  dy)    -         -       {i-i-tydy,  u  +  Uydy). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Elementardreiecks  in  der  Ebene  M, 
welches  die  Puncte  (x,  y},  [x-^dx,  y),  (a;,  y  +  dy)  zu  Ecken  hat, 
^  ^  dx  dy,  und  der  Inhalt  des  von  den  entsprechenden  Puncten  in 
N  gebildeten  Dreiecks 

=  \  {tx%  —  ty^x)  ^^  <^y- 
Sollen  demnach,  unserer  Aufgabe  gemäss,  je  zwei  sich  entsprechende 
Flächenelemente   der  Ebenen  M  und  N  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse =;  1  :  wi  zu  einander  stehen,  so  hat  man  die  Fundamental- 
gleichung zwischen  partiellen  Differenzen: 

I)  t^Uy~tyU^  =  m, 

woraus  sich  alle  im  Vorigen  enthaltenen  Resultate  werden  herleiten 
lassen.  Doch  wollen  wir  zuvor  auf  eine  aus  dieser  Gleichung  sich 
leicht  ergebende,  aber  vielleicht  nicht  ganz  uninteressante,  analytische 
Folgerung  aufmerksam  machen. 

Da  nämlich  nach  Festsetzung  der  Gleichung  I)  auch  umgekehrt 
jedes   Element  in   iV  sich    zu   dem   entsprechenden  Elemente   in  M 

wie  —  :  1    verhält,  so  muss,  indem  man  x  und  y  als  Functionen  von 

t,  u  betrachtet,  und  hiernach: 

3)  dx  =  x^dt-'rx^du, 
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4)  dy  =  y^dt^y,^<iu 

setzt,  auch  die  Gleichung  stattfinden : 

] 

und  da  diese  Gleichung  und  die  vorige  I)  offenbar  auch  dann  noch 
zusammen  bestehen,  wenn  m  von  einem  Paare  entsprechender  Puncte 
zum  anderen  veränderlich  ist,  so  schliessen  ivir: 

Was  auch  t  und  u  für  Functionen  von  x  und  y,  und  mithin  auch 
X  und  y  für  Functionen  von  t,  u  sein  mögen,  so  ist  immei-: 

{t^Uy—tyU^)  {^lyu  —  ^uVi)  =  1- 
Rein    analytisch    dürfte    sich    diese   Ponnel   folg enderg estalt   am 
einfachsten  beweisen  lassen.     Aus  1)  und  2)  folgt: 
Uydt  —  tydu  =  {tx'^y  — ■  iy^x)'^^- 
Hierin  müssen  sich,  weil  dt  und  du  von  einander  unabhängig  sind, 
die  Coefficienten  von  dt,  du,  dx  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie 
in  3)  und  es  ist  daher 

*    "  ^    ■^  % 

Von  der  anderen  Seite  fliesst  aus  3)  und  4): 

und  da  diese  Gleichung  mit  1)  identisch  sein  muss,  so  hat  man 

y 
folglich  u.  s.  w. 

Auf  gleiche  Art  kann  man  weiter  schliessen,  dass,  wenn  v  und 

u!  irgend  welche  Functionen  von  t,  u,  also  auch  von  a:,  y  sind,  und 

man  wie  vorhin 

Idt  =  t^dx -\~  tydy ,       du  =^  Uj;dx -\-Uydy, 
dv  =  Vidt  +  i>i(du,      dw  ^  w^dt  -\-v}^dTf, 
dx  =  Xydv  -f-  x^dw,     dy  =  y^dv  -j-  y^^diu, 
und  überdies 

6)  tg^iiy  —  tyUj-^m,     «(!0„  —  v„zO(  =  mj, 

setzt,  dass  alsdann 

ist.  Denn  betrachtet  man  x  und  j/,  t  und  m,  «  und  w  als  recht- 
winkelige Coordinaten  dreier  in  drei  Ebenen  sich  entsprechender 
Puncte,  und  sind  e,  e^ ,  e^  drei  sich  einander  entsprechende  Plächen- 
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elemente  der  Ebenen,  so  verhält  sich : 

folglich  u.  B.  w.*). 

Üass  analoge  Relationen  auch  bei  vier  und  mehreren  Paaren 
veränderheher  Grrössen,  deren  jedes  von  jedem  der  übrigen  auf  be- 
hebige Weise  abhängig  ist,  stattfinden  müssen,  erhellt  auf  diesem 
L  Wege  von  selbst. 


§.  5.     Unsere    Aufgabe   besteht   nunmehr    darin,    für    t  und  u 
solche  Functionen  von  x,  y  zu  finden,  welche  der  Gleichung 

I)  ty;Uy   tg;Uy    =    M, 

wo  m  eine  gegebene  Constante  ist,  Genüge  leisten.  Weil  aus  einer 
Differentialgleichung  sich  nur  eine  Function  bestimmen  lässt,  so 
kann  die  eine  der  Functionen  t  und  u,  es  sei  t,  nach  Willkür  an- 
genommen werden,  (d.  h.  die  Linien  Y,  Y^,  ...  in  der  Ebene  M 
können  behebige  sein,  §.  3),  und  die  andere  zi  ist  dann  durch  Li- 
tegration  von  I)  herzuleiten.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  die  Glei- 
chung I)  auf  eine  hierzu  noch  passendere  Form  zu   bringen  suchen. 


^\  dl  m  9  h  h  er  0  anal  ■!  sei  1  e  zeuKe  o  combinire  man  die 
6  Gle  chungen  5)  dergestalt  dasB  ma  n  den  zve  letzten  derselben,  welche  dx 
nd  ii/  durch  da  und  d  o  ausdclckeu  d  und  2  mttel  t  der  zwei  vorhergehen- 
den Gle  oh  ngen  durch  df  ud  du  ansdrOekt  und  aodann  für  dt  und  du  ihre 
A^  erthe  aus  den  awe  eriten  Gle  chungen  aubst  t  rt  Auf  d  ae  "tt  eise  erhält  mau 
awe  Cle  ch  ngen  jede  awiachen  dx  und  dy  deren  v  er  Coeftieienten  usgesanunt 
N  11  ^en  müssen  we  1  dx  nd  l)/  von  einander  nabhän^  g  sind  Die  Null- 
ta  e;  dl  3er  Coeffie  enten  g  ebt  wenn  ma  nocl  der  türze  willen 
Ix      -)-i„p  =  \  y       +y  «;    =  I 

\         +^    .    =  \  j    ^+  =1 

e  zt     t  1_  nd       e    zw  sehen  den  p  rt  eilen  D  iferenaen   n  5    beäteheiiden  Eola- 


Ä-H-      1=1 

iyl  +  «  1 

=  1 

fyX  +  u,jX   =0. 

t^I+if^J 

=  u. 

Hieraus 

fliegen,  m 

it  Rücksicht  auf  6), 

die  vier  Gleichungen: 

mX  =  ^ly, 

mY M, 

mX'^—i^ 

,       mY'^i^, 

und  hieraus  folgt: 

8) 

m[XY' 

—  X'  Y)  =  1. 

Duroh  Verbindung 

der  Gleichungen  7} 

ergiebt  sich  ab« 

x^n 

1,  =  w„X- 

-iVfX',     i/,m,=^w 

,,Y-WiY'.     - 

HT„»ij  =  l 

und  wei 

nn  man  aus 

diesen  drei  Gleichungen  «„  und  y„ 

eliminirt 

"i,  «la  = 

XY'—X'Y, 

folglieh 

wegen  8) : 
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Alis  dev  Gleichung  u  =J'{x,  y)  kann  man  sich  y  mittelst  der 
Gleichung  t  :^  F{x,  y)  eüminirt  denken.  Hierdvirch  wird  u  eine 
Function  von  t,  x,  und  es  ist  alsdann: 

du  :=  u^dt -i- u^dx  ^  Ui{t^dx  +  tydy)  -\-u^dx. 
Bei   dieser  Ansicht  hat  man  daher  statt  der  vollen  %  und  u^,   wo 
li  geradezu  als  Function  von  x,  y  betrachtet  wurde,   resp.  u^t^  +  u^ 
und  W(  iy  zu  setzen,  nnd  die  Gleichung  I)  zieht  sich  nach  Substitution 
dieser  Ausdrücke  zusammen  in: 

—  tyU,j,  =  m. 
Hieraus  folgt  aber 

,               mdx 
u,dx  = ^, 

und  es  kommt,  wenn  man,  mittelst  der  Gleichung  t  =  F[x,  y), 
ty  als  Function  von  x,  t  ausdrückt,  und  sodann  integrirt,  indem 
man  t  constant  nimmt; 

wo 

dx 


rdx 


und  (pt  eine  M'illkürÜche  Function  von  t  ist.  Substituirt  man  dann 
in  Q  und  qit  für  t  seinen  "VVerth  F{x,  y),  so  hat  man,  wie  verlangt 
wurde,  u  als  Function  von  x  und  y  gefunden. 

Die  willkürliche  Function  (p  t  kann  in  Xlebereiiistimmung  mit. 
§.  3  stets  so  bestimmt  werden,  dass  der  Axe  der  t  oder  irgend  einer 
mit  ihr  gezogeneu  Parallele,  deren  Gleichung  u  ==  e  ist,  irgend  eine 
gegebene  Curve  in  der  Ebene  M  entspricht,  d.  h,  dass  die  Gleichung 
e  ^  Q--{-  (pt  irgend  eine  gegebene  Gleichrrng  f^  [x,  ^)  =  0  zwischen 
X  und  y  ist.  Man  hat  deshalb  nur  x  und  y  aus  Q  mittelst  der 
Gleichungen  f,^  {x,  y)  ^  0  und  t  =  F{x,  y)  zu  eliminiren,  und  auf 
diese  Weise  Q  als  eine  Function  von  t  auszudrücken.  Denn  man 
erhält  somit  (pt  ^  e  —  Q  als  eine  bekannte  Function  von  t. 

§.  6.  Dass  die  willkürliche  Function,  welche  zu  dem  particu- 
lären  Werth  Q  von  u  hinzutritt,  eine  Function  von  F{x,  y)  oder  t 
sein  muss,  lässt  sich  folge nderg estalt  auch  geometrisch  einsehen. 
Mau  denke  sich  wiederum  das  in  §.  1  beschriebene,  von  den  zwei 
Systemen  T' ,  T,  ...  und  U,  V,  ...  gebildete  Netz,  wodurch  die 
Ebene  iV  in  einander  gleiche  rechteckige  Elemente  zerlegt  wü-d;  die 
Linien  T,  ...  seien  mit  der  Axe  der  t,  und  U,  ...  mit  der  Axe  der 
u  parallel.  Seien  ferner  P  und  Q  zwei  solche  Functionen  von  x,  y, 
dass  sie  resp.  gleich  t  und  U  gesetzt,   eine  affine  Beziehung  zwischen 
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den  Ebenen  Jf  und  iV  hervorbringen,  dass  also,  wenn  u=b  und 
i  ^=  a  die  Gleichungen  sind,  welche  ii^end  einer  der  Geraden  T,  ... 
und  ii-gend  einer  der  Geraden  U,  ...  zukommen,  in  der  Ebene  M 
die  entsprechenden  Linien  der  Systeme  X,  ...  und  Y,  ...  die  Glei- 
chungen Q^  h  und  P^=  a  haben. 

Die  Gleichheit  der  Elemente  in  N  wird  nun  nicht  aufgehoben, 
und  ihre  Grösse  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  die  Geraden  U,  ...  un- 
verändert lassen,  dagegen  die  Geraden  T,  ..;  in  beliebige  einander 
gleiche  und  parallel  liegende  Curven  verwandeln,  so  dass  die  zwi- 
schen je  zwei  dieser  Curven  fallenden  Theile  von  TT,  U,,  ...  noch 
von  derselben  Grösse  sind,  als  vorher,  wo  T,  ...  Gerade  waren 
(vergl.  §.  2,  2).  Es  werden  folglich  M  und  JV  in  affiner  Beziehung 
und  nach  demselben  Verhältnisse  1  :  m  auch  dann  noch  zu  einander 
stehen,  wenn  wir  die  Linien  Y,  Y,,  ...  den  Geraden  U,  ...  und  die 
Linien  X,  ...  den  nunmehrigen  Curven  T,  ...  entsprechend  setzen. 

Sei  nun  u  —  yi  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche  die 
Axe  der  i  iibei^egangen  ist ,  also  u  —  <ft^  b  die  Gleichung  der 
Curve,  in  welche  sich  irgend  eine  andere  Gerade  des  Systemes 
T,  ...,  deren  Gleichung  u  =  b  war,  verwandelt  hat.  Dieser  Geraden, 
und  also  auch  der  nunmehrigen  Cui-ve,  entspricht  aber  in  M  die 
Curve,  deren  Gleichung  Q  =:  b  ist;  und  da  dieses  für  jeden  behe- 
bigen Werth  der  Constante  Ö  gilt,  so  hat  man  jetzt  u  —  fpt=^  Q 
statt  der  vorigen  Gleichung  u  ^  Q.  Die  Gleichung  t  =^  P  dagegen 
bleibt  ui^eändert,  da  die  Geraden  U,  ...  nach  wie  vor  den  Cuiwen 
y,  ...  entsprechen  sollen. 

Ist  daher  durch  die  Gleichungen  t  ^  P  und  u  =  Q  eine  affine 
Beziehung  zwischen  M  und  N  festgestellt,  so  bleibt  eine  solche  Be- 
ziehung, und  das  constante  Verhältniss  zwischen  entsprechenden 
Flächentheilen  ist  noch  dasselbe,  wenn  man  t-^P  und 

u=  QJrq>t=-  Q  +  <fP 
setzt. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  in  §.  5  entwickelte  analytische 
Methode  an  den  in  §.  2  aufgestellten  Beispielen  erläutern  und  daher 
erstens 

t  =  ax-hby  +  c 

setzen,  so  dass  der  Axe  der  u  und  den  ihi'  parallelen  Geraden  ein 
System  von  Parallelen  in  M  entspricht,  und  dass  der  Abstand  je 
ziveier  der  ersteren  Parallelen  von  einander  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  letzteren  Pai'allclen  proportional  ist.  Denn 
für  t  =  f  und  t  ^  t"  schneiden  die  entsprechenden  Parallelen  in  M 
die  Axe  der  x  in   Functen,   welche   vom  Anfangspuncte  der  x  um 
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I  von   einander  um  die  mit  f  —  fj  proportio- 
srnt  sind. 
Aus  der  Gleichung  für  t  folgt  aber  ty  =  J>,  und  damit; 

Cdx  ^^       mx 

y  __^j  __._  _ 

und 

»  =  --/-  +  ?.'. 

Werde  nun  verlangt,  die  Function  (p  so  zu  bestimmen,  dass  für 
II  =  e  die  erhaltene  Gleichung  in  a^x-{~b^y  -\-e^  =  0  übergehe,  dass 
also   einer  gewissen  Parallele  mit   der  Äxe  der  (  eine  gegebene  Ge- 
rade in  M  entspreche.     Die  Elimination  von  y   aus   der  Gleichung 
für  diese  Gerade  und  aus  der  Gleichung  für  i  giebt 
_  b^t  —  cb^  +  cfi 
'""        ah,  —  a,b 
und  damit 

und  es  wird  die  Gleichung  für  u,  wenn  man  in  der  nun  gefundenen 
Function  rp  für  t  seinen  gegebenen  Werth  setzt,  nach  gehöriger 
Heduction : 

{ab,-a,b)iu~e)^m{a,x-hb,y  +  c,). 

Bestimmt  man  daher  ß,  und  b^  so,  dass  ab,^a,b  =  m,  so  wird: 

wo  c,  gleich  dem  vorigen  c^-\-e,  oder,  was  dasselbe  sagt;  Bei  den 
Gleichungen ; 

t=ax  +  by  +  c,     u  =  a^x  +  b^^/ +  c^ 

verhält  sich  jedes  Element  der  Ebene  M  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  der  Ebene  jV  wie  1  zu  ab,  —  «,ö,  was  auch  auf  elemen- 
tarem Wege  leicht  erkannt  wird.  Es  sind  dies  die  beiden  Grund- 
formeln für  die  Affinität  in  engerem  Sinne  zwischen  ebenen  Figuren. 

a]  t  =  ~ 

die  für  t  gegebene  Function  von  x,  y,  so  dass  jeder  mit  der  Axe 
der  u  parallelen  Geraden,  t=^,    eine   durch  den  Anfangspunct  der 

X,  y  gehende  Gerade  {  =  —  entspricht,   und  zwar  dergestalt,   dass, 
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■wenn  erster e  Gerade  parallel  mit  sich  und  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit fortbewegt  wird,  letztere  sich  um  den  Anfangspunct 
dreht,  und  ihr  Durchschnitt  mit  einer  der  Axe  der  x  parallelen 
Linie  gleichförmig  in  dieser  Linie  foitrückt  (denn  wird  y  constant 
genommen,  so  wächst  x  proportional  mit  i\     Aus  «}  folgt  nun 

'V  —        ,f  —        ax 
nach  Elimination  von  y,  mithin 


-  +  (pL 


In  TJ  eher  eins  timmung  mit  §.  2,  3  werde  nun  die  Function  (p  so 
bestimmt,  dass  der  Parallele  mit  der  Axe  der  i,  w  ^  e,  die  Parallele 
mit  der  Axe  der  a:,  jf  =  &  entspreche.  Mit  diesen  Werthen  von  u 
und  t/  wird 


und  daher 


oder  geradezu 


■■^^if-^% 


'  2a  ^ 


wenn  man  der  Axe  der  t  die  Axe  dti  '  enfpiechend  setzt.  Ist  als- 
dann a  positiv,  so  gehören  zu  jtdeni  positiven  u  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  y,  für  ein  negiti\es  u  wiid  y  imaganär;  d.  h.  bloss 
die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  dei  t  hegenden  Puncte  haben 
entsprechende  in  M,  und  zwar  entspiechen  jedem  der  ersteren  zwei 
der  letzteren,  die  wegen  a)  den  Änfang&punct  dei  a  ?/  in  der  Mitte 
haben,  Alles  eben  so,  wie  wir  es  in  §  2  bereits  bemerkt  haben. 

Aus  ß)  und  ß)  in  Verbindung  folgt  noch  tu  =  ^mxy.  Einer 
Hyperbel  in  N,  welche  die  Axeii  dei  /  und  u  zu  Asymptoten  hat, 
oder  vielmehr  der  Hälfte  diesei  Hvpeibel  welche  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  der  t  Hegt,  entspricht  demnath  eine  vollständige  Hy- 
perbel in  M  zwischen  den  Axen  der  x  und  y  als  Asymptoten.  Da- 
bei verhält  sich  die  Potenz  dei  letzteien  Hypeibel  zur  Potenz  der 
ersteren,  wie  \   :  \ni. 

Entspreche  drittens,  wie  im  vor^en  Beispiele  jeder  Parallele 
mit  der  Axe  der  u  eine  durch  den  A.nfingspuuct  der  x,  y  gehende 
Gerade,   sei  aber   der  Winkel  dei   letzteien   mit  dei  Axe  der  y  pro- 
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portional  dorn  Abstände  jener  Parallele  von  der  Axe  dec  u,  also 


(  =  a  ai'c  ta 

«EJ- 

Hieraus  folgt: 

'ii" 

i, — 

>:'  +  </■ 

imil 

Q  =  m J  — Icosec  — I  a:<?ar  =  ^-^Icosec  — I   a;^  =  ^^(.t!' +&"'), 
u  =  ^{^^  +  f)  +  ^t. 

Biöge  nun  der  Axe  der  t  ein  aus  dem  Anfangspunete  der  x,  y 
mit  b  als  Halbmesser  beschriebener  Kreis  entsprechen,  so  dass  m  =  0 
und  x^  +  2/*  ^  S^  Gleichur^en  entsprechender  Linien  sind.  Dies 
giebt 

"  =  !!;''  +  ''"■ 

und  somit 

Es  entspricht  daher  bei  dieser  Annahme,  und  wie  wir  in  §.  2,  4 
schon  voraus  sahen,  auch  jeder  Parallele  mit  der  Axe  der  t  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunct  der  Anfangspunct  der  x,  y  ist;  auch  wird 
man  die  übrigen  dort  bemerkten  Eigenschaften  durch  die  hiesigen 
Formeln  bestät^t  finden. 

Soll  der  Axe  der  t  eine  Parallele  mit  der  Axe  der  x,  also  der 
Geraden  m  =  0  ebenfalls  eine  Gerade  y  ^  b  entsprechen,  so  hat 
man  erstlich  zufo%e  der  Gleichungen  für  t  und  u.  wenn  man  darin 
für  u  und  y  resp.  0  und  h  setzt,  und  hierauf  x  aus  ihnen  eliminirt, 

mithin 

wonach  also  jede  Parallele  mit  der  Axe  der  t  eine  Linie  der  Tierten 
Ordnung  in  M  zrrr  entsprechenden  hat. 

§.  8.  Noch  allgemeiner,  als  im  Bisherigen,  können  Aufgaben 
dieser  Art  gestellt  Werden,  wenn  man  nicht  geradezu  den  mit  der 
Axe  der  u  parallelen  Geraden,  sondern  einem  gegebenen  Systeme 
von  Linien  in  N  überhaupt,  wie  es  in  §.  3  beschrieben  worden,  ein 
dergleichen  System  in  M  entsprechend   setzt.     Sei  das  System  in  N 
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durch  (lie  Gleichung  F{t,  u]  =  c  ausgedrückt,  wo  c  für  eine  und 
dieselbe  Linie  des  Systemes  constant  und  von  9iner  Linie  zur  an- 
deren veränderlich  ist.  Die  jedem  bestimmten  Werthe  von  c,  also 
jeder  bestimmten  Linie  des  Systems  in  N,  entsprechende  Linie,  in  M 
■wird  eine  Gleichung  haben,  die  zwischen  x,  y  und  c  besteht,  und 
welcher  man  daher  die  Form  f[x,  y)  :=  a  geben  kann.  Man  wird 
folglich  die  gegebene  Relation  zwischen  M  und  N  durch  eine  Glei- 
chung wie 


ausdrücken  können,  wo  p  "^nd  q  gegebene  Functionen,  ei-stete  von 
X,  y,  letztere  von  t,  u  sind;  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
zweite  Gleichung  zwischen  x,  y  t,  u  zu  finden,  welche  in  Verbin- 
dung mit  der  ersteren  t  und  U  als  solche  Functionen  von  st,  y  giebt, 
die  der  Fundamentalgleichung  I)  Genüge  leisten. 

In  dieser  Absicht  differentiire  man  1)  nach  den  von  einander 
unabhängigen  Variabeln  x  und  y,  und  man  erhält  die  zwei  Glei- 
chungen : 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  I): 

2)  Px^y—Py^cc  =  f^'il- 

Da  nun  p  sowohl  als  u  eine  Function  von  .r,  y  ist,  so  kann  n 
auch  als  eine  Function  von  x  und  p  angesehen  werden;  und  mau  hat 
alsdann,  ähnlicher  Weise  wie  in  §.  5,  für  M^t  ""d  Uy  resp.  u^  +  Uj^p^ 
und  Uppy  zu  setzen.  Hiermit  aber  verwandelt  sich  die  Gleichung  2} 
in  die  einfachere: 

mithin 

u  dl         md7 

^"  -^  =  " 

Die  partiellen  Diftcienzen  pj  und  it  welche  ebenso  wie  p  unl  §■ 
nrspriinglich  Functionen  ersteie  von  x  y  letzteie  -von  t  u  sind 
drücke  man  nun  mittel-^t  der  gegebenen  Gleichungen  fui  p  und  (j 
resp.  als  Functionen  ^on  ■>  p  und  (  q  oder  7/  p  negen  p  =  ^  m^ 
Hierdurch  und  weil  jetzt  Uj.  als  Function  \on  t  p  anzu-,ehen  ist 
wird  die  Differentialgleichung  3)  indem  man  p  ils  constant  be- 
ti-acbtet,  integriiliii    und  es  kommt 


/du  C <l^    , 

ii  -^   Pv 
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also  eine  Gleichung  von  der  Foiin; 

F{u,  x^p]  =  (pp-, 
wo  F  eine  bekannte  und  (p  eine  willkürliche  Function  ist,  und  worin 
man  nur  noch  für  p  seinen  Ausdi'uck  durch  x  und  y  zu  setzen  hat, 
um  u,  wie  verlangt  wird,  durch  x  und  y  ausgedi-ückt  daraustellen. 
Die  willkürliche  Function  (p  kann  hier,  und  so  auch  schon  im 
Obigen  (§.  5),  überhaupt  dadurch  bestimmt  werden,  dass  irgend  einer 
gegebenen  Linie  y  ^  fx  in  M  eine  gegebene  Linie  fj,  in  M  ent- 
sprechen soll,  vorausgesetzt,  dass  diese  Linien  nicht  mit  in  den  an- 
fänglich gegebenen  zwei  Systemen  sich  entsprechender  Linien  be- 
griffen sind.  Denn  eliminirt  man  mit  diesen  Gleichungen  y  und  u 
aus  p,  (j,  und  aus  der  durch  Integration  gefundenen  Gleichung  4), 
so  kommt: 

p  ::=  F^x,     q  =  p  ^  F^t,     ifp  =  F^  [t,  X,  p) , 
und  wenn  man  mittelst  der  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  x  und  ( 
aus  der  dritten  wegschafft,  so  ergiebt  sich  ipp  gleich  einer  bekannten 
Function  von  p. 

§.  9.  Zu  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Integral- 
formel 4)  kann  man  auch,  ohne  zu  der  Fundamentalgleichung  I) 
zurückzukehren,  unmittelbar  durch  die  einfachere  Formel  in  §.  5  ge- 
langen. Sei  wiederum  ^  =  j  die  gegebene  Gleichung  zwischen  zwei 
Systemen  entsprechender  Linien  in  M  und  N.  Man  denke  sich  eine 
dritte  Ebene  0  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  »,  lo  hinzu, 
welche  zu  den  Ebenen  M  und  N  in  affiner  Beziehung  stehe,  und 
zwar  dergestalt,  dass  je  zwei  sich  entsprechenden  Puncten  [x,  y)  und 
((,  u)  xa  M  und  N  ein  und  derselbe  Punct  (ü,  w]  in  O,  also  auch  je 
zwei  sich  entsprechenden  Linien  in  M  und  N,  wie  p  =  a  und  q^  a, 
eine  und  dieselbe  Linie  in  0  entspricht.  Sei  v  ^  a,  also  eine 
Parallele  mit  der  Axe  der  w,  diese  Linie  in  O,  welche  den  Linien 
p  =:  a,  q  =  a  und  zwar  für  jeden  beliebigen  Werth  von  a  ent- 
spreche. Hiernach  ist  v  =  p  und  x:  =  q,  und  die  eine  Coordinato  « 
in  0  ist  somit  mcksichtlich  der  Ebene  M  als  Function  von  x,  y 
und  rücksichtlich  der  N  als  Function  von  t,  u  gegeben.  Setzen  wir 
nun  noch  fest,  dass  jedes  Element  in  O  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  in  M  wie  n  :  1,  und  folglich  zu  dem  entsprechenden  in  N 
wie  n  :  m  sich  verhalten  soll,  so  können  wir  nach  §,  5  auch  die 
andere  Coordinate  w  als  Function,  das  eineraal  von  x,  y,  das  andere- 
mal  von  t   u  finden,  nämlich: 


fdx   ,  n   fdi 

J    p.„        '^  mJ    '),, 


Pv 
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Hieraus  folgt  aber: 

/dt  {'dx        m  , 

'In  Fy  " 

■weil  p  =  q.  In  dieser  Formel  ist  vor  der  Integration  2^y  diirch 
p  und  X,  q^  durch  q  und  i  auszudrückeu ,  beim  Integriren  selbst 
P  =  q  constant  zu  nehmen ,  und  nachher  statt  p  und  j  die  füi'  p 
gegebene  Function  von  z  und  y  zu  setzen,  und  mau  bekommt  somit 
zunächst  t  als  Function  von  x,  y. 

Die  Formel  4)  des  vorigen  §.  lehrte  uns  die  Function  kenneu, 
welche  u  von  x,  y  ist.  Indessen  lässt  sich  die  eine  Fonnel  leicht 
aiif  die  andere  reduciren;  denn  weil  man  q  beim  Integriren  als  eine 
Constante  anzusehen  hat,  so  ist 


q^dt-^"  qy,du  ^=  0, 

Pdf  _        r  du 
J  9«  •'    '/t  ' 


woraus    die    Identität    beider    Formeln    heiTorgeht.      Aus    gleichem 
Grunde    kann    man  auch    in    ieder   der    beiden  Formeln   /  — ~    mit 


§.  10.     Um  auch  zu  der  jetzt  behandelten  allgemeineren  Auf- 
gabe ein  Beispiel  hinzuzufügen,  möge: 

a]  2mxy  =  f  — u' 

die  gegebene  Gleichung  sein,  wonach  also  Hyperbeln  in  M,  welche 
die  Coordinatenaxen  zu  Asymptoten  haben,  gleichseitige  Hyperbeln, 
deren  Hauptaxen  in  die  Coordinatenaxen  fallen,  in  N  entsprechen. 
Es  ist  demnach : 

pr=2mxy,     q^f  —  u^, 
mithin : 


r.i^==_iiog(;+vF=^)  =  ~iiog(i+«), 
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und  daher,   mag   man  die  Formel  des  §,  8  oder  des  §,  9  anwenden: 
ßj  x{t  +  u)  =  ,pp. 

Zur  Bestimmung  der  Function  <p  setze  man,    dass   der  Geraden 
y  z=  ax   in  M  die  Gerade  u  =  bt  in  ISf  entspreche.     Hiermit   wii-d: 

also,  weil  q  =  p , 

Diesen   Weith   von    (pp   in  ß)   substituirt  und   %mxy  für  p  gesetzt, 
erhält  man: 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  a) 

zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  x,  y,  t,  u,  so  dass  bei 
der  gemachten  Bestimmung  von  (p  zwischen  beiden  Ebenen  Affinität 
i  Sinne  stattfindet. 


§.11.  Wir  wollen  nunmehr  die  Affinität  räumlicher  Figuren, 
irnd  zwar  sogleich  auf  analytische  "Weise,  in  Untersuchung  ziehen. 
Seien  x,  y,  z  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines  Punctes  im 
Räume  M,  und  i,  u,  v  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punctes  im  Räume  iV",  also  jede  der  drei  letzteren  eine 
gewisse  Function  der  drei  ersteren,  und  umgekehrt.  Es  entspricht 
demnach  dem  Puncte 

{x,  y,  «)  der  Punct  [t,  u,  v], 

{x-\-dx,  y,  z)  -  -      {t-{-t^dx,  u-\-u^dx,  v  +  v,^dx), 

[x,  y  +  dy,z)  -  -       (t  +  tydy,  u  +  Uydy,  v-\'Vydy), 

{x,  y,  s  +  dz)  -  -       {t-\-t^dz,  u  +  u^dz,  v  +  v^ds). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  von  den  vier  Puncten  in  M  gebildeten  Teti'a- 
eders  ^  ^dx  dy  dz,  und  der  Inhalt  des  Tetraeders,  dessen  Ecken 
die  4  entsprechenden  Puncte  in  iV  sind, 

=  ^dxdydz  [v^{tyU^  ~  t^Uy)  +  Vy{t^u^— t^u^)  +  v^{t^Uy  —  tyU^J]. 
SoUen  daher  die  Puncte  beider  Räume  sich  dergestalt  entsprechen, 
dass  je  zwei  sich  entsprechende  räumliche  Elemente  in  M  und  N 
in  dem  eonstanten  Verhältnisse  1  ;  m  stehen,  so  ist  die  Bedingungs- 
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gleichuüg,    also   die  Fundamentalgleichung   für    die  Affinität  räain- 
Ucher  Figuren: 

Man  kann  hier  ähnlicher  Weise,    wie  ohen  (§.  4),    die   Bemerkung 

machen,   dass  unter  der  Voraussetzung:    ein  Element  in  JW  verhalte 

sich  za  dem  entsprechenden  in  JV  wie  1  :  m,   ein  Element  in  N  zu 

1 
dem  entsprechenden  in  M  in  dem  Verhältnisse  1  :  —  stehen  müsse, 

dass  daher,  indem  x,  y,  s,  als  Functionen  von  t,  u,  v  hetrachtet: 

M^^Vv  —  ^vVu)  +  Hi^^vVt  ~  ^tVv)  +  ''MVu  —  ^uVt)  =  —' 
und  fo^lich  immer 

[%('«%  —  ''^V  +  ■■■]  {'^li^uVv  —  '^vVu)  +  ■■■]=! 
sein  müsse,  wie  auch  t,  u,  v  von  x,  y,  z  abhängig  sein  mögen. 

Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  auch  den  analytischen  Beweis 
dieser  Formel  herzusetzen,  da  sich  dabei  einige,  vielleicht  auch 
andei'swo  brauchbare,  Relationen  zwischen  den  hier  in  Rechnung 
kommenden  paxtielleu  Differenzen  olFenbaren. 

Man  setze  den  ersten  Factor  auf  der  linken  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung  wie  vorhin  gleich  m,  und  den  zweiten  Factor 
gleich  OT,.     Nun  ist: 

dt  =  tf^dx  +  tydy  +  t^dz,  dx  =  x^dt-^  x^^du-^-x^dv, 
du^  u^dx  +  Uydy  +  u^ds,  dy  =  y^dt-^y^du-\-y^dv, 
dv  =  v^dx  +  Vydy  -\-  v^dz,      dz  ^  z^dt  -j-  z^du  +  s^dv. 

Aus  den  drei  Gleichungen  linker  Hand  folgt  aber  nach  Elimination 
von  dy  und  dz: 

mdx  =  (wy»a  —  u^Vy)di  4-  {^yt^  —  v^iyjdu  4-  {ipHg  —  i^Uy)dv. 

Hält  man   dieses  Ergebniss  mit  der  ersten  Gleichung  rechter  Hand 
zusammen ,    so    giebt    die    Vergleichung    der    Coeffieienten   von    dx 

und  dv: 

V'.- 4»,  =  •»»■., 

und  ähnlicher  Weise  findet  sich 

und,  wenn  man  den  uu^ekehrten  Weg  einschlägt,  und  von  den  drei 
Gleichungen  rechts  zu  denen  links  überseht: 

auch     sieht     mau     leicht,     ii'ie     sich     zu     diesen     erhaltenen    vier 
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Gleichungen  noch   14   andere  ihnen  analoge  (zusammen  18,   den  18 
partiellen  Differenzen  entsprechend)   hinzusetzen  lassen*). 

Femer  kommt,    wenn    man   aus  den  obigen    zwei  ersten   Glei- 
chungen links  dz,  und  aus  den  zwei  ersten  rechts  dv  eliminirt: 
u^dt  —  tgfdu  =  [tf^u^  —  t^u^dx  +  {t^Vig  —  t^Uy)dy 

=  — -my^dx-^-mx^dy, 

y^dx  —  x„dtf  =  lXfy^  —  x^yt}di+(x„y^-~x^y^du 

;=  —  m^u^di  +  m^t^du. 

Da  nun  durch  die  von  einander  unabhängigen  dx  und  dy  weder 

dt  allein,  noch  du  allein  bestimmt  wird,  so  müssen  in  der  einen  der 

beiden  jetzt  erhaltenen  Gleichungen  die  Coefficienten  von  dx-,  dy, 

dt,    du    sich    ebenso    zu    einander    verhalten,    wie    in   der    anderen. 

Hieraus  folgt  aber,  wenn  man  z.  B.  die  Coefficienten  von  dx  und  dt 

mit  einander  vergleicht,  mm^  =1,  wie  zu  erweisen  war. 

§.  12.  Was  nun  die  Integration  der  Gleichung  11}  betrifft,  als 
wodurch  t,  u,  v  als  Functionen  von  x,  y,  z  dai-gestellt  werden  sollen, 
so  lässt  sich  diese  Integration  nicht  eher  vollziehen,  als  bis  zwei 
dieser  Functionen,  oder  überhaupt  zwei  Gleichungen,  jede  zwischen 
einer  Function  von  t,  u,  v  und  einer  Function  von  x,  y,  z  bereits 
gegeben  sind.  Wir  wollen  mit  dem  Einfacheren  den  Anfang  machen, 
und  t  und  u  als  bekannte  Functionen  von  x,  y,  z  beti^achten,  und 
hieraus  mit  Hülfe  der  Gleichung'  II)  die  noch  unbekannte  Function 

V  zu  bestimmen  suchen. 

Die  Gleichung  H)  lässt  sich  aber  zu  diesem  Zwecke  auf  ähn- 
liche Art,  wie  in  §.  5  mit  der  Gleichung  I)  geschah,  noch  sehr  ver- 
einfachen ;  Denken  wir  uns  nämlich  y  und  z  mittelst  der  gegebenen 
Gleichungen   für  t  und  u  aus   der  noch  unbekannten  Gleichung  für 

V  eliminirt,  so  wird  v  eine  Function  von  x,  t,  u,  folglich: 

dv  =  v^dx  +  Vfdt  -\-  v„du 
=  v^dx  -}-  Vi{txdx  ~\-  tydy  +  t^dz)  -]-  i>^{U:f.dx  +  Uydy  -^  u^dz) 

'i  Noch  andfra  merkwürdige  Relitionen  eigaben  iiet  nenn  man  die  Werthe 
von  dx,  dy,  da,  in  denen  von  dt,  du  dt  und  umgekehit  TObstituirt  und  hier- 
auf den  Coefficienten  jedes  der  jede^mdl  drei  übiigen  Diffeifntnle  null  setzt. 
Diese  Relationen  sind: 

tx^t  +  ipUt  +  h^t  =  1.         ^itx  +  3^«>'!t -i- ^,^'B^  =  1, 

i^x„+ 10^+  t,ea=  0,        xft^  +  x,,uy  +  XsVy  =  0, 

t^a;^  +  %y„  +  t,:i„  =  0,         Xtt^  +  s,,«,  +  x„v^  =  0, 

u.  s.  w.,   Relationen,   die,  wie  der  erste  Anblick  lehrt,    ganz  denen  analog  sind, 

welche  hei  Transfonnation  der  Coordinaten  im  Räume  zwischen  den  Cosinussen 

der  Axenwinkel  stattfinden. 
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und  man  hat  daher  hei  dieser  Vorstellung  in  II)  statt  v^,  Vy,  v^  resp. 

zu  setzen.     Hierdurch  reducirt  sich  aber  die  Gleichung  II]  auf: 

«Aiy^s  —  ^z^y)  =  '"> 
ii'orin  die  Eingehakte  eine  bekannte  Function  von  x,  y,  z  ist,  und 
sich  daher  mittelst  der  Gleichungen  für  t  und  u  auch  als  eine 
Function  von  x,  t,  u  darstellen  lässt.  Thut  man  dieses,  und  be- 
trachtet t  und  u  als  constant,  so  wird,  weil  v  jetzt  als  Function  von 
X,  t.  ti  anzusehen  ist,  v-^dx^dv,  und  es  kommt,  wenn  man: 
C       dx 


=  li 


^^^''^''  i,  =  E  +  (p{t,u); 

und  somit   ist  »  als  Function  von  von  x,   t,  u,  also  auch  von  x,  y,  z 

gefunden. 

Die  willkürliche  Function  tp  kann  hierbei  immer  so  bestimmt 
werden,  dasa  irgend  einer  mit  der  Ebene  der  t,  u  parallelen  Ebene 
ü  =  «,  oder  überhaupt  irgend  einer  gegebenen  Fläche  v  =f{t,  u) 
in  N  eine  beliebte  Fläche  z  =  F{x,  y)  in  M  entspricht.  Denn  be- 
zeichnen P  und  Q  die  gegebenen  Functionen,  welche  t  und  w  von 
X,  y,  s  sind,  so  hat  man  nur  aus  den  vier  Gleichungen: 

t^P,     u=Q,    z  =  F{x,y),    f{i,u)  =  S  +  (f>{t,u] 
die  drei  Variabein  x,  y,  z  zu  eliminiren,   und  erhält  dadurch  ip{t,  u] 
gleich  einer  bekannten  Function  von  t  und  u. 

§.  13.  Zti  mehrerer  Einsicht  in  die  Natur  der  jetzt  behandelten 
Aufgabe  mögen  folgende  graphische  Erörterungen  dienen.  Dadurch, 
dass  t  und  u  als  gegebene  Functionen  von  x,  y,  z  vorausgesetzt 
werden,  nimmt  man  zwei  Systeme  von  Flächen  im  Räume  M  als 
gegeben  an,  welche  zwei  Systemen  von  Flächen  im  Haume  N,  die 
resp.  der  Ebene  der  u,  v  und  der  Ebene  der  i,  v  parallel  sind,  ent^ 
sprechen  sollen.  Denkt  man  sich  die  Ebenen  eines  jeden  der  beiden 
letzteren  Systeme  in  einander  gleichen  unendlich  kleineu  Entfer- 
nungen von  einander,  so  wird  durch  sie,  und  durch  ein  drittes 
System  von  Ebenen,  welche  der  Ebene  der  t,  u  parallel  sind,  und 
ebenfalls  in  unendlich  kleinen  aber  gleichen  Entfernungen  auf  ein- 
ander folgen,  der  Itaum  iV^  in  einander  gleiche  rechtwinkelige  Ele- 
mente zerlegt,  und  die  Aufgabe  besteht  nun  darin,  für  das  diitte 
System  von  Ebenen  ein  diittes  System  von  Flächen  in  M  zu  finden, 
welche  die  unendlich  dünnen  viei-seitigen ,  und  im  Allgemeinen 
krummen  Prismen,  in  welche  der  Eaura  M  durch  die  beiden  ersten 
Systeme  von  Flächen  getheilt   wird,    quer   durchschneiden,   und   sie 
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dachirch  in  eiiia.ii(ler  gleiche  und  zu  den  Elementen  in  N  in  einem 
gegebenen  Verhältnisse  1  :  m  stehende  Elemente  von  paraUclepipc- 
discher  Form  zerlegen.  Eine  der  Flächen  dieses  dritten  Systeme» 
bleibt  oifenhar  der  Willkür  überlassen;  hat  man  sie  aber  einmal  be- 
stimmt, so  sind  es  damit  auch  alle  übrigen  Flächen  des  Systemes. 

Dass  die  willkürHche  Function,  welche  deshalb  im  Werthe  von 
«  hinzutiitt,  eine  Function  von  t,  u  ist,  lässt  sich  ebenso,  wie  im 
Obigen  (§.  6),  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung  deutlich 
machen.  Hat  man  nämlich  für  t,  u,  v  bereits  drei  Functionen 
P,  Q,  R  von  X,  y,  z  gefunden ,  welche  der  Bedingung  der  Affinität 
genugthun,  so  wird  die  affine  Beziehung  der  beiden  Räume  nicht 
aufgehoben,  und  auch  das  Verhältniss  1  :  m  nicht  geäoidert,  wenn 
man  in  JV  an  die  Stelle  der  Ebene  der  #,  u  und  der  damit  parallelen 
Ebenen  u  =;  c ,  welchen  die  Flächen  It  =  c  in  M  entsprechen, 
ein  System  beliebig  gekrümmter,  mit  einander  paralleler  Flächen 
setzt,  so  dass,  wenn  i>  ^  (p(t,  u)  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  in 
welche  die  Ebene  der  (,  u  selbst  übei^egangen ,  die  Gleichung 
n  =  c  -\'  (p{t,  u)  der  Fläche  angehört,  welche  an  die  Stelle  der  Ebene 
1)  =  c  getreten  ist.  Die  der  Fläche  H  =  c  entsprechende  Fläche 
in  N  ist  daher  nunmehr :  v  =  c-'r  ip{t,  u),  und  folghch,  weil  c  jeden 
Constanten  "Werth  haben  kann,  v  =  R-\-  (p{t,  u)  die  an  die  Stelle 
von  V  ^  R  tretende  Gleichung. 

§.  14,  Statt  der  Gleichungen  t  =  P,  u=  Q  können  noch  all- 
gemeiner zwei  Gleichungen 

1)  p^q, 

2]  p'  =  q' 

angenommen  werden,  wo  p  und  p'  gegebene  Functionen  von  x,  */,  z, 
und  q  und  q'  gegebene  Functionen  von  t,  u,  i>  vorstellen.  Alsdann 
nämlich  kennt  man  überhaupt  für  zwei  Systeme  von  Flächen  in  M 
die  entsprechenden  Flächensysteme  in  iV,  und  die  affine  Beziehung 
zwischen  beiden  Räumen  wird  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  man 
noch  für  irgend  ein  drittes  System  von  Flächen  in  iV,  wofür  aber 
der  Einfachheit  willen  wiederum  das  System  der  Parallelebenen  mit 
der  Ebene  der  t,  «  genommen  werde,  die  entsprechenden  Flächen 
in  M  angeben  kann,  also,  wenn  man  v  als  Function  von  x,  y,  z 
kennt.  Diese  Function  lässt  sich  aber  aus  den  zwei  gegebenen 
Gleichungen  1)  und  2)  auf  folgendem  Wege  erhalten. 

Ditferentiirt  man  1)  und  2)  successive  nach  x,  y,  z,  so  kommt: 

4)  py  =  qtty  +  q^tty  +  q^Vy , 
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f>)  Pz=  <lt*z  +  lu'^^z  +iv^x, 

6)  P'x  =  i't^x  +  2^«%  +  2'v^(c> 

7)  P'y  =  q'tty  +  ?'«%  +  iv^y 

8)  il's  =  l'liz  +  2«  «3  +  2'*;*'e- 

Mit  diesen  6  Gleichungen  sind  aus  II)  die  6  jetzt  nicht  mehr 
in  Eechiiung  kommenden  DiiFerentialquotienteii  ;^,  ty,  t^,  u^,  Uy,  u^ 
wegzuschaffen.  Um  diese  EUmination  zu  bewerkstelhgen,  bilde  man 
aus  4),  5),  7),  8)  die  Gleichung: 

9)  iPv  —  % %)  {P'%  —  iv^^  —  {f%  —  % ^^  {P'y  —  9'v h) 

=  (m'u—SuS't)  ify^z  —  tz^y]- 
Auf  dieselbe  Äi-t  entwickele  man  aus  5],  3),  8),  6)  eine  Glei- 
chung lÜ),  und  aus  3),  4),  6),  7)  eine  Gleichung  11).  Addirt  man 
nun  9),  10),  11),  nachdem  mau  sie  vorher  resp.  mit  v^^,  Vy,  v^  multi- 
plicirt  hat,  so  kommt  mit  Berücksicht^ung  von  11)  und  nach  ge- 
hoiTger  Eeduction: 
1 2)       Oa>  iPyP'z  —Psp'y)  +  "j/  {PzP'<^  —Pxp'z)  +  H  {PxP'y  —pyp'<r) 

als  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  partiellen  Differenzen.  Auch 
bei  ihr  lässt  sich  ein  dem  schon  mehrmals  gebrauchten  analoges 
Verfahren  sie  zu  vereinfachen  anwenden.  Weil  nämHch  v,  p  und  p' 
Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  kann  «  auch  als  eine  von  x,  p,  p' 
abhängige  Function  angesehen  weiden.  Alsdann  aber  ist  statt  der 
bisherigen 

ü^  zu  setzen:   'C!i;-\-^pPx''c^p'P'xi 

*!y      -  -  '»ppy  +  'Op.p  y, 

«=     -         -  ^pPz  +  ^prP'z, 

und  12)  zieht  sich  bei  diesen  Substitiitionen  zusammen  in 
^3)  vJpyp'z—PzP'y)  =  ^iSt^'u  —  1u9't)- 
Wenn  man  nun  mittelst  der  4  Gleichungen ,  welche  p  und  p' 
als  Functionen  von  st,  y,  s,  und  q  und  q'  als  Functionen  von  t,  u,  v 
darstellen,  pyp'^ — PsP'y  dm-ch  ^,  p>  p',  und  gfg-'^  —  q^q't  durch 
V,  q,  q'  ausdi-ückt,  und  beim  Integriren  p,  p'  und  die  ihnen  gleichen 
q,  q'  als  constant,  also  v  bloss  wegen  x  als  veränderlich  ansieht,  so 
ergiebt  sich  als  endliches  Resultat: 

/■         ^^  r         dx 

1-1         /  — 1 — r  =  m  I  — —, r  +  <piP,  p  ■ 

J  1l'iu  —  <luit  'fpyPz—p^Py 

Statt  X  und  v  zu  Veränderlichen  bei  der  Integration  zu  nehmen, 

rauss   man   offenbar  auch  je  zwei  andere  Coordinaten,   die   eine   aus 

.-K,  1/ ,  z,  die  andere  aus  t,  u,  v,  zu  Veränderhchen  wählen   können. 
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Die  deshalb  nöthige  Aenderung  der  letzten  Formel  eigiebt  sich,  ohne 
dass  man  deshalb  zu  ihrem  Ursprünge  zuiückzugehea  braucht,  auf 
ähnliche  Art  wie  oben  [§.  9  zu  Ende].  Denn  da  q  nud  q'  heim  In- 
tcgi-iren  als  constant  betrachtet  werden,  so  ist: 

q^dt  +  j„<fM  +  q^dv  =  0, 

q'tdt  +  q'^d'ii  +  q'vdv  =  0 , 
folglich : 

dt  :  du  :  dv^q^q'^  —  q^q"^  :  q^,q't  —  qiq\,  :  9tS'u  —  <lu^'t, 
und 

C  dt  f        du  f         dv 


worin  mittelst  der  Gleichungen  für  q  und  q'  die  partiellen  Differenzen 
als  Functionen  von  q,  q',  t  im  ersten  Integrale,  von  q,  q',  u  im 
zweiten,  und  von  q,  q',  v  im  dntten  auszudi-iicken.  Diese  drei  In- 
tegi'ale  sind  nun  einander  gleich,  oder  vielmehr  nur  um  Constanten 
verschieden,  welche  hier,  wo  q  und  q'  constant  vorausgesetzt  worden, 
auch  Functionen  von  q  und  q'  sein  können.  Auf  eben  die  Weise 
lässt  sich  auch  das  Integral  nach  x  in  ein  anderes  nach  y  oder  a 
umbilden. 

Anlangend  endlich  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Function 
(p  {p,  p'],  so  seien  wie  in  §.  12  z  =  F{x,  y)  und  v  =f(t,  u)  gegebene 
Gleichungen  zweier  einander  entsprechen  sollender  Flächen.  Mittelst 
Ä  =  F(aT,  y)  und  der  zwei  Gleichungen,  welche  p  und  p'  durch 
X,  y,  z  geben,  drucke  man  x  durch  p  und  p'  aus,  und  ebenso  stelle 
man  v  mittelst  v  ^f(t,  «')  und  der  zwei  Gleichungen  für  q  und  q', 
durch  q  und  q'  dar.  Hiermit  aber  wird  die  Gleichung  14):  (p{p,p'] 
gleich  einer  bekannten  Function  von  />,  p' ,  q,  q' ,  also  auch,  von  p,  p' 
allein,  weil  q  =  p  und  q'  =  p'  ist. 

§.  15.  Beispiel.  Seien  die  gegebenen  Gleichungen  der  zwei 
sich  entsprechenden  Flächensysteme: 


2)               /=  y  =<.•(  + S'.<  +  c'i.  =  j'. 
Hieraus  folgt: 

11,  =  -^.  i»'.  =  7'  1''  =  ^'  i''ti  =  ' 

t 

mithin: 

2z        2«' 

aV- 
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r       dx         _  1.  ^^  _  i. 

P         dv  _  V 

J  q,<. 


und  die  endliche  Gleielmng  wird 


^47" 


■')  =i?  =  :;^e;?x+Wi',rt 


Nach  dem  vorhin  Bemerkten  kann  statt  des  Integrales  nach  » 
auch  das  nach  t  oder  das  nacli  u  genommen  werden;  diese  Integrale 
sind 

t  ,  M 

^— j — j,  ■    und     — ; ~  • 

bc  —  be  ca  —  c  a 

Dass  diese  drei  Integrale  nach  v,  t,  u  nur  um  Functionen  von  q 
und  ?'  von  einander  diffeiiren,  lehrt  eine  leichte  Bechnung,  In 
der  That  findet  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung  hc' — h'o  =■•  a, 
ca' — c'a  =  ß,  ab' — a'b  =  y  setzt: 

V    t    __  bq'- — h'q         t  U    cq'—c'q 

y    ~    a   ~        ya       '      a  ß  ~        aß 

Soll  daher  die  Gleichung  3)  eine  analoge  Form: 

mit  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhalten,  und  soll  mithin,  wie  schon 
aus  1)  und  2)  hervorgeht, 

9{P'  /)  =  'f'i'I'  <l) 
eine  lineare  Function  von  q,  q'  sein,  so  können  wir  die  Gleichung  3) 
auch  schreiben: 

Die  Vorgleichuiig  dieser  letzteren  Form  mit  der  vorlier  gesetzten 
giebt  aber: 

et     '  ß  '  my     ' 

woratts  nach  Elimination  der  eingefübrten  Coefficienten  y  und  h 

d.  i. 

4)    iic'—iyc)a"+{eo  —  ca)i"+  {aV  —  a' b) o"  = — 
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folgt.     Durch  die  drei  Gleichungen: 

^  =  at  +  bu  +  cv, 

■ —  =  ß'(  4-  h'u  +  c'ü, 


xy  ^ 


ft  -f  V'u  +  d'v , 


■wird  demnach  immer  eine  affine  Beziehung  zwischen  den  Räumen 
der  X,  y,  x  und  der  t,  u,  v  festgestellt,  welches  auch  die  Werthe  der 
Conatanten  a,  5,  ...,  c"  sein  mögen,  Dabei  ist  das  Verhältniss  1  :  m 
zwischen  je  zwei  sich  entsprechenden  Theilen  der  beiden  Räume 
durch  die  Gleichung  4)  gegeben. 
Setzen  wir  z.  B. 

so  werden  die  Gleichungen: 

yz  zx  __         xy  

X    ~     '      y   ^'^'       z    ""' 
also 

a-,  =  y^,     y  =  V^,     z  =  Vüi, 

und  m  :=  4,   d.  h,  jeder  Theil  des  Raumes  der  t,  u,  »   ist   dann   das 
Vierfache  des  entsprechenden  Theiles  im  Räume  der  x,  y,  z. 
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Der  vorliegende  Aufsatz  über  die  Zusammensetzung  unendlich 
kleiner  Drehungen  ist  eine  weitere  Ausführung  dessen,  was  ich  in 
dem  unlängst  von  mir  herausgegebenen  Lehrbuche  der  Statik  (§.  183) 
über  diesen  Gegenstand  gesagt  habe.  Es  wird  daselbst  zuei-st  auf 
die  bisher  gewöhnliche  analytische  Art  der  schon  seit  lange  bekannte 
Satz*)  bewiesen,  dase  unendlich  kleine  Drehungen  um  Axen,  welche 
sich  in  einem  Puncte  achneiden,  nach  demselben  Gesetze  wie  Kräfte 
zu  einer  mittleren  Drehung  sich  vereinten  lassen.  Hieraus  wird 
mit  leichter  Mühe  weiter  geschlossen,  dass  auch  in  allen  übiigen 
Fällen  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Drehungen  ganz 
auf  dieselbe  Art  wie  bei  Kräften  bewerkstelligt  werden  kann.  Zu- 
letzt wird  noch  auf  die  durchgreifende  reciprokc  Beziehung  zwischen 
Kräften  und  Drehungen  aufmerksam  gemacht,  und  gezeigt,  wie  auch 
die  Lehre  von  den  statischen  Momenten  der  Kräfte  und  damit 
alle  die  bisher  gefundenen  merkwürdigen  Sätze  dieser  Theorie  auf 
Drehungen  vollkommene  Anwendung  finden. 

Die  hier  gegebene  Darstellung  dieser  Gegenstände  unterscheidet 
sich  von  der  dortigen,  ausser  durch  grössere  Ausführhchkeit,  hinzu- 
gefügte Beispiele  und  einige  daraus  gefolgerte  geometrische  Sätze, 
hauptsächlich  dadurch,  dass,  wähi'end  ich  dort  analytisch  zu  Werke 
ging,  ich  mich  hier  der  Constmction  bedient  habe.  Es  veranlasste 
mich  hierzu  die  Erwägung,  dass  für  einen  Gegenstand,  der  ganz  in 
das  Gebiet  der  Geometrie  und  noch  dazu  des  elementaren  Tlieiles 
derselben  gehört,  eine  rein  geometrische  Behandlung  die  zweck- 
mässigste  ist.  Ist  es  mir  auf  diesem  Wege  gelungen,  den  Gegen- 
stand einfacher  als  sonst  zu  entwickeln,  so  rührt  dies  besonders 
noch  daher,  dass  ich  die  Theorie  der  Drehungen  mit  der  Betrach- 
tung zweier  einander  gleichen  aber  entgegengesetzten  Drehungen  um 


*j  Nach  Ide,  System  der  reinen  und  angewandten  Meehaaik  fester  Körper, 
Vorrede  Seite  XIV,  sohreibt  sich  die  Erfindung  dieses  Satzes  aus  Italien  her. 
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parallele  Äxen  eingeleitet  habe  —  eben  so,  wie  aucli  die  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  durch  VorausscMckung  der  Theorie 
der  sogenannten  Kräftepaare  in  hohem  Grade  vereinfacht  ^vird*). 

§.  1 .  Die  einfachsten  BcAvegungcn,  wulche  ein  Körper  annehmen 
kann  und  aus  denen  alle  übrigen  sich  als  zusammengesetzt  betrachten 
lassen,  sind  die  drehende  Bewegung  um  eine  in  ßuhe  bleibende 
Axe  und  das  parallele  Fortrücken,  oder  auch  nur  die  drehende  Be- 
wegung allein,  da  man  das  parallele  Fortrücken  als  eine  Drehung 
um  eine  unendlich  entfernte  Axe  ansehen  kann.  Sind  demnach 
zwei  verschiedene  Lagen  eines  Körpers  gegeben,  so  muss  es  immer 
möglich  sein,  ihn  durch  Drehungen  um  gewisse  Axen  aus  der  einen 
Lage  in  die  andere  zu  bringen. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,    dass  zwei  Drehungen  hierzu 

immer   hinreichend    sind.      Seien   nämlich  A,  B,   G  {Fig.  1)   ü'gend 

drei  nicht  in   einer   Geraden   liegende  Puncte   des   Körpers    in    der 

einen  Lage,  und  A! ,  B',   G'  die  Oerter  dieser  Puncte  in  der  anderen 

Lage  des  Körpers,  also  ABG  xmd  A'B'C 

„  zwei  einander  gleiche  und  ähnliche  Drei- 

A.  A       ecke.     Da  die  Lage   eines  Körpers   durch 

/   \  //        die     Oerter     vollkommen     bestimmt    ist, 

/     /* --/—yB'      welche     drei     seiner    Puncte    einnehmen, 

/    /  //  die    nicht    in    einer    Geraden    liegen,    so 

/  /  /^  wird   der  Körper   aus   der   einen  Lage    in 

l/.. "'-2'  die  andere  gebracht  sein,   wenn   man  das 

^^____--r-—  eine     der     beiden    Dreiecke    ABC    und 

''"*-'      M  A!B'G'    mit    dem    anderen    zur   Drehung 

Fig.  1.  gebracht  hat.    Man  halbiere  zu  dem  Ende 

die    Linie   AA'    durch    eine    sie    normal 

schneidende   Ebene  a,    und    man   wird   A    mit    A'    durch    Drehung 

des   KÖi^pers  um    ii'gend    eine    in   a   enthaltene  Axe  zur  Coincidenz 

bringen   können.     Ebenso    wird  B   und  B'  zusammentreifen,    wenn 

man  den  Körper  um   eine  beliebige  Axe   dreht,    welche  in  der   die 

Linie  BB'  rechtwinkelig  halbierenden  Ebene  h  begriffen  ist.     Dreht 

man  folglich   den  Körper   um   die   gemeinschaftliche  Durchs chnitts- 

linie  [a  b)  der  Ebenen  a  und  i,  als  Axe,  so  wii'd  sowohl  A  nach  A', 

als  B  nach  B'  kommen,  und  zwar  gleichzeitig. 

Um  das  gleichzeitige  Zusammentreffen  darzuthun,  nehme  man 
in    der   Linie   [ah]  beliebig  zwei  Puncte   M  und  N  an.     Da  M,  N 


*)  Vergl.  Crelle's  Journal  Band  1  p.  205. 
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Puncte  der  Ebene  «  sind,  so  ist  MA  =  MA',  NA^  NA',  und 
da  M,  N  zugleich  Puncte  der  Ebene  b  sind,  so  ist  MB  =  MB', 
iVB  =  NB'.  Da  nun  auch  AB  ^  A'B',  so  sind  die  zwei  Pyra- 
miden MNAB  und  MNA'ff  einander  gleich  und  ähnlich,  und 
können  folglich  durch  Drehung  der  einen  um  die  gerne  ins  chaftHche 
Kante  MN,  d.  i.  um  [ab],  zur  Coincidenz  gebracht  werden,  wobei, 
wie  zu  beweisen  verlangt  wurde,  AB  und  ^B'  zusammenfallen. 
Um  endlich  noch  C  auf  C  zu  bringen,  hat  man  nur  den  Köi-per 
um  die  jetzt  zusammenfallenden  AB  und  A'B'  als  Axe  zu  drehen. 

§.  2.     Zusätze,     a)  Ein  specieller  Fall,   bei  welchem  der  erste 
TheU  der  oben  beschriebenen  Operation  nicht  anwendbar  ist,  ist  der, 
wenn  die  Ebene  b  mit  der  Ebene  a  zusammenfallt. 
Alsdann  sind  AA'  und  BB'  auf  derselben  Ebene  a 

perpendiculär,  folglich  diese  Linien  sowohl,  als  die       r 7 

Linien   AB    und   A'B',    in    einer    einzigen   Ebene        \  / 

enthalten;    der    Durchschnitt    von  AB   und   A'B,         y  / 

welcher  D  heiase  (Fig.  2),  fällt  in  die  Ebene  a,  und  \ 

es  ist  DA  =  da:,   so  wie  DB  =  DB'.     Hier  hat  \     / 

man    also,    um    AB    auf    A!B'    zu    bringen,    den  \  / 

Körper   um    eine    in   D    auf   der    Ebene   AB  A'B' 

noiTual  errichtete  Axe   zu  drehen.     Die  Coincidenz 

von   G  und   C   wird  hierauf   wie  vorhin   bewerk-  '^' 

stelligt. 

b)  Nimmt  man  in  dem  oben  besprochenen  Falle,  wo  die  Ebenen 
a  und  b  eine  und  dieselbe  sind,  in  dieser  Ebene  ii-gendwo  zwei 
Puncte  M  und  JV",  welche  mit  D  nicht  in  einer  Geraden  hegen,  so 
sind  MNAB  und  MNA'B'  zwei  einander  gleiche  und  ähnliche  und 
zugleich  symmetrisch  liegende  Pyramiden.  (Liegen  die  Puncte  M 
und  N  der  Ebene  a  mit  D  in  einer  Geraden,  so  sind  MNAB  und 
3iNA!B'  tixxt:  ebene  Figuren.)  Und  umgekehrt:  Haben  zwei  einander 
gleiche  und  ähnliche  Pyramiden  MNAB  und  MNA'B'  eine  sym- 
metrische Lage,  so  wird  eine  Ebene,  welche  die  Linie  AA'  recht- 
winkelig halbjrt,  auch  BB'  rechtwinke%  halbiren  und  die  ge- 
meinschaftliche Kante  MN  in  sich  enthalten.  "Wenn  folglich  die 
Ebene,  welche  ^^'  rechtivinkelig  halbirt,  dieses  nicht  auch  an  BB' 
thut,  d.  h.  wenn  die  Ebenen  a  und  b  nicht  zusammenfallen,  so  ist 
es  nicht  möglich,  eine  Linie  Jf iV  so  zu  ziehen,  dass  zwei  einander 
gleiche  und  älmhche  und  zugleich  symmetiische  Pyramiden  MNAB 
und  MNA'B'  entstehen. 

Es  soll  diese  Bemerkung  zur  Ergänzung  des  in  §.  1  geführten 
Beweises   dienen.      Unter  der   dort   stillschweigend  gemachten  Vor- 
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ausseteung,  dass  die  Ebenen  «  und  i  von  einander  verschieden  sind, 
können  nämlich,  dem  ohen  Gesagten  znfolge,  die  einander  gleichen 
und  ähnlichen  Pyramiden  MNAB  nnd  MNA'B'  nicht  zugleich 
symmetrisch  sein.  Sind  sie  aber  dieses  nicht,  so  ist  es  immer  mög- 
lich, die  eine  diu'ch  Drehnng  um  MN  mit  der  anderen  zur  Coinci- 
denz  zu  bringen.  Denn  nui'  in  dem  Falle,  wenn  sie  zugleich  eine 
symmetrische  Lage  gegen  einander  haben,  ist  eine  Coincidenz  auf 
keine  Weise  zu  bewerksteihgen. 

c]  Da  die  di-ei  Functe  A,  B,  O  ganz  willkürlich  in  dem  Körper 
genommen  werden  können,  wofern  sie  nur  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  und  da  mit  anderer  Annahme  von  A,  B,  C  und  den  ihnen, 
entsprechenden  A',  B',  C"  in  der  zweiten  Lage  des  Körpers  auch 
die  Linie  MN  und  die  nach  der  ersten  Drehung  zusammenfallenden 
Linien  AB  und  A'B'  ihre  Lagen  ändern,  so  erhellt,  dass  der  Körper 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  durch  zwei  Drehungen  aus 
der  einen  Lage  in  die  andere  gebracht  werden  kann. 

d)  Zuweilen  reicht  schon  eine  einzige  Drehung  hin,  um  den 
Körper  aus  der  einen  der  beiden  gegebenen  Lagen  in  die  andere  zu 
bringen.  Dieser  Fall  kann  jedoch  nur  dann  eintreten,  wenn  die 
drei  Linien  AA,  BB',  CO'  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind. 
Denn  bei  einer  einzigen  Drehung  sind  die  Wege  von  A,  B,  G 
Kreisbögen,  deren  Ebenen  auf  der  Drehungsaxe  normal  und  daher 
mit  einander  parallel  sind.  Wenn  folglich  durch  eine  einzige 
Drehung  die  Puncto  A,  B,  0  nach  A',  B',  C  kommen,  so  sind  die 
Linien  AA',  BB',  CC,  als  die  Sehnen  jener  Kreisbögen,  einer  auf 
der  Drehungsaxe  normalen  Ebene  parallel. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  auch  umgekehrt,  wenn  AA', 
BB'.  CC"  einer  und  derselben  Ebene  e  parallel  sind,  die  Dreiecke 
ABC  und  Ä'B'C  durch  eine  ein- 
zige Drehung  zur  Coincidenz  ge- 
bracht werden  können.  Seien  zu 
diesem  Ende  3t,  33,  (S,  %',  iö',  ß' 
(Fig.  Z)  die  rechtwinkeligen  Projec- 
tionen  von  A,  B,  C,  A',  B',  C 
auf  e,  so  ist,  weil  AA'  mit  e 
*  ^  parallel  ist,  A'i[  =  A"W,  und  ebenso 

Fig-  ;i-  iJig  ^  B'^'.     Hieraus    und    wegen 

der  rechten  Winltel  bei  %  Si',  ©,  S', 
und  da  AB  =^  A'B'  ist,  folgt  weiter,  dass  die  Vierecke  A'iiSdB 
und  A"a'^' B'  einander  gleich  und  ähnlich  sind,  und  d^s  mithin 
a(iS  =  Sl'iS'  ist.  Auf  gleiche  Art  zeigt  sich,  dass  ©g  =  ©'S'  und 
SSt^S'r   ist      Es   sind   folglich   die   Dreiecke  31 S  (5   und  W^'^' 
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in  der  Ebene  e  einandei'  gleich  und  älinlich,  und  die  Ordnung ,  in 
welcher  bei  ihnen  die  gleichnamigen  Ecken  auf  einander  folgen,  ist 
entweder  eine  und  dieselbe  oder  nicht. 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  das  eine  Dreieck  durch  Drehung  um 
einen  Punct  M  in  der  Ebene  e  mit  dem  anderen  zui-  Deckung 
bringen.  Dieser  Punct  SSi  wird  gefunden  als  der  gemeinschaftliche 
Durchschnitt  der  zwei  in  e  gezogenen,  die  Linien  313('  und  ^®' 
rechtwinkelig  halbii'enden  Geraden  a  und  6,  und,  wenn  a  und  b 
zusammenfallen,  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  von  3(S 
und  3t'  33'  selbst.  —  Der  Beweis  hiervon  wird  auf  analoge  Art  wie 
vorhin  bei  den  Körpern  geführt.  —  In  demselben  Falle  wird  folglich 
auch  der  eine  Körper  mit  dem  anderen  durch  eine  Drehung  um 
eine  die  Ebene  e  in  9JI  rechtwinkelig  schneidende  Axe  m  zur  Deckung 
gebracht.  Denn  hierdurch  kommen  nicht  allein  91,  iö,  2  gleichzeitig 
nach  3t',  ©',  lä',  sondern  auch,  da  %A  und  St'-il'  einander  gleich 
und  der  Drehungsaxe  parallel  sind,  A  gleichzeitig  nach  A'  und 
ebenso  B  nach  B'  und  C  nach  C". 

Im  anderen  Falle,  wenn  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken  in  dem 
einen  der  beiden  Dreiecke  StS&E  und  äl'Sß'S'  der  Aufeinandei-folge 
der  gleichnamigen  Ecken  in  dem  anderen  entgegengesetzt  ist,  wird 
zwar  ebenfalls  durch  eine  Drehung  vim  die  Axe  tn  die  Coincidenz 
von  3(33  mit  3t'S',  also  auch  von  AB  mit  A'B',  aber  nicht  von  S 
mit  ß'  und  daher  auch  nicht  von  O  mit  C"  herbeigeführt.  Da  nun, 
wenigstens  im  Allgemeinen,  die  Coincidenz  von  31 S  mit  W So'  auf 
keine  andere  Weise  als  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  m  bewerk- 
stelligt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  in  diesem  Falle  im  All- 
gemeinen zwei  Drehungen  nöthig  sind,  um  den  Köi-per  aus  der 
einen  der  beiden  gegebenen  Lagen  in  che  andere  zu  bringen. 

Nur  dann  reicht  in  diesem  Falle  eine  einzige  Drehung  hin, 
wenn  die  Geraden  a  und  i  zusammenfallen,  also  wenn  die  Dreiecke 
3tS@  und  3t'SB'S' symmetrisch  liegen.  Alsdann  sind  3131',  ©S',  ßß', 
folglich  auch  AA',  BB',  CC  miteinander  parallel;  nicht  bloss  mit 
einer  und  derselben  Ebene;  und  gegen  die  Ebene,  in  welcher  die 
Mittelpuncte  der  drei  letzten  Linien  liegen ,  haben  die  Dreiecke 
ABC  und  A'B'C  eine  symmetrische  Lage.  Das  eine  dieser  Drei- 
ecke aber  wird  mit  dem  anderen  durch  Drehung  um  die  Durch- 
schnittslinie ihrer  Ebenen  zur  Coincidenz  gebracht. 

§-  3.  Denken  wir  uns  jetzt,  dass  ein  Köi-per  durch  Drehungen 
um  drei  oder  mehrere  Axen  aus  seiner  anfänglichen  Lage  in  eine 
beliebige  andere  gebracht  werde.  Da,  wie  schon  oben  gezeigt  wor- 
den, jede  Ortsveranderung  eines  Körpers,  wo  nicht  durch  eine,  doch 
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immer  durch  zwei  Drehungen  bewerkstelligt  werden  kann,  so  wer- 
den jene  diei  oder  mehiPie  Diehungen,  wo  nicht  mit  einer,  so  doch 
immer  mit  zweien  gltiichgeltend  sein,  aich  auf  zwei  reduciren  lassen, 
und  es  entsteht  hieiimt  die  Aufgabe:  Am  den  Richtungen  dreier  odei- 
mehrerer  Aaen  und  am  den  Winkeln,  um  welche  ein  Körper  ton  sie 
gedreht  wvd  ^wet  Azen  und  dte  ihnen  zugehörigen  Drehungswinkel  zu 
ßnden,  deigestalt  dws  dw  durch  letztere  Drehungen  bewirkte  Aenderung 
der  Lage  des  Koipeis  einerlei  mit  der  durch  erstere  Drehungen  her- 
vorgeh'ocJiten  Lageindetuiq  sei 

Die  Losung  dieser  Autgabe  in  ihrer  Allgemeinheit  möchte  zu 
einem  ziemlich  verwickelten  Resultate  führen.  Wir  wollen  uns  da- 
her gegenwärtig  auf  den  möglichst  einfachen  Fall  beschränken,  bei 
welchem  die  Drehungswinkel  unendlich  klein  sind,  und  wo  es  eben 
deshalb  nicht  auf  ihre  absoluten  Werthe,  sondern  nur  auf  ihre  gegen- 
seitigen Verhältnisse  ankommt. 

§.  4.  Bei  jeder  Drehung  kann  man  seinem  eigenen  Körper 
eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Drehung  nach  einer  und  derselben 
Richtung,  etwa  von  der  Linken  nach  der  Rechten  gehend,  erscheint. 
Man  nenne  hiernach  die  positive  Richtui^  ihrer  Axe  diejenige,  bei 
welcher,  wenn  mit  ihr  die  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  zusammenfällt,  die  Drehung  nach  der  Rechten  geht.  Die 
Grösse  des  unendlich  kleinen  Drehungs winkeis  drücke  man  durch 
einen  ihm  proportionalen  Thcü  der  Axe  aus,  und  verstehe  hiernach 
unter  der  Drehung  AB  eine  der  Länge  AB  proportionale  Drehung 
um  eine  Axe ,  deren  positive  Richtung  vom  Puncte  A  nach  dem 
Puncte  £  geht.  Und  ebenso,  wenn  es  ohne  weiteren  Zusatz  heisst, 
dass  der  Körper  um  AB  gedreht  werden  soll,  werde  durch  AB  die 
Richtung  der  Axe  und  die  Grosse  der  Drehung  zugleich  ausgedrückt 
angenommen. 

Sind  daher  A,  B,  G,  B,  ...  mehrere  in  einer  Geraden  liegende 
Puncte,  so  sind  ihe  Drehungen  AB  und  BO  gleichwirkend  mit  der 
einzigen  AC,  die  Drehungen  AB,  BO  und  CD  gleichwirkend  mit 
der  einzigen  AD,  u.  s.  w.,  in  welcher  Ordnung  auch  die  Puncte 
auf  einander  folgen  mögen. 

§.  5.  Bei  der  Drehung  AB  (Fig,  4)  beschreibt  der  Punct  P 
des  Körpers  eme  unendlich  kleine,  auf  der  Ebene  ABP  peii^en- 
diculäre  Linie,  welche  proportional  mit  der  Grösse  der  Drehung, 
d.  i.  mit  AB,  und  mit  der  Eiitfemung  des  Punctes  P  von  AB,  also 
proportional  mit  der  Dreiecksfläche  PAB  ist.  Die  Richtung  aber, 
nach  "welcher  sich  P  bewegt,  ist  einerlei  mit  der  positiven  Richtung 
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einer  Axe,  welche  einer  ihi-eni  Sinne  nach  durch  die  Aufeinander- 
folge von  PAB  angedeuteten  Drehung  zukommt.     Ist  nämlich  PP' 
der  von  P  hüschiiebene  Weg,  und  erscheint  dieser, 
wenn  AB  die  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe    ist,     nach    rechts    gehend,    so    wird    auch, 
wenn  PP'  zur  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  genommen  wird,  die  Richtung  AB',  folglich 
auch    der    Siun    der   Drehimg  PAB,    nach    rechts      "     ^^^  ^ 
gehen. 

Bei  mehreren  Drehungen  AB,  CD,  ...  um  Axen,  welche  in 
einer  und  derselben  Ehene  liegen,  sind  daher  die  Bewegungen  eines 
in  derselhen  Ebene  befindlichen  Punctes  P  nicht  bloss  der  Grösse, 
sondern  auch  dem  Zeichen  nach,  den  Dreiecken  PAB,  PCD,  ... 
proportional,  indem  die  bei  den  Drehungen  AB  und  OD  auf  der 
Ehene  normalen  Wege  von  P  nach  einerlei  oder  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Ebene  gerichtet  sind,  je  nachdem  die  Folgen  PAB 
und  PGD  von  einerlei  oder  entgegengesetztem  Sinne  sind,  also 
die  Dreieclte  PAB  und  PCD  einerlei  oder  verschiedene  Zeichen 
haben. 


§,  6.     Seien  A,  B,  C,  D,  ...  (Fig.  5)  die  vier  aufeinanderfolgen- 
den Ecken  eines  Farallelogrammea ,   und  C,  D'  die  Oerter,   welche 
die    anfänghch  mit   C,   D    zusammenfallenden  Punctc   des   Körpers 
nach  einer  Drehung  AB  einnehmen.   Ebenso  seien 
A',  B'  die   Oerter   der   anfänglich  mit  A,   B  zu-  ■*" 

sammenfallcnden  Puncte  des  Kör-pers  nach  einer 
Drehung  CD.  Da  die  Puncte  C,  D'  resp,  den 
0,  D  unendlich  nahe  liegen,  so  bleiben  sie  bei 
der  zweiten  Drehung  CD  unverrnckt,  und  die 
nach  beiden  Drehungen  von  A,  B,  C,  D  be- 
schriebenen Wege  AA',  BB',  OC,  DD'  sind  auf 
der  Ebene  AB  CD  rechtwinkelig  und  resp.  proportional  den  Drei- 
ecken ACD,  BCD,  CAB,  DAB,  also  einander  gleich,  auch  dem 
Zeichen  nach;  so  dass  durch  beide  Drehungen  ein  pai'alleles  Fort- 
rücken des  Köi-pers  ohne  Drehung  um  eine  der  Hälfte  des  ParaUelo- 
grammes  ABCD  proportionale  Linie  bewirkt  wü-d, 

TJeberhaupt  also  erzeugen  zwei  einander  gleiche  aief  entgegen- 
gesetzte Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  ein  auf  der  Ebene  der 
Axen  perpendiciilares  Fortrücken,  welches  dem  Prodaote  aus  dem 
gegenseitigen  Abstände  der  beiden  Axen  in  den  Drehungswinkel  pro- 
portional ist. 
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§■  7.  Seien  A,  B,  C  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Puncte,  und  iverde  der  Körper  nach  und  nach  um  AB,  BC,  CA 
gedreht,  Ein  in  der  Ebene  ABC  befindlicher  Punct  P  dea  Körpers 
liickt  dabei  rechtwinkelig  auf  der  Ebene  fort,  um  Linien,  die  den 
Dreiecken  PAB,  PBC,  PCA  proportional  sind.  Die  Total  ver- 
rückung von  P  ist  daher  der  Summe  dieser  Dreiecke  mit  gehöriger 
Berücksichtigung  ihi-er  Zeichen  propoi-tional.  Diese  Summe  ist  aber 
gleich  dem  Dreiecke  ABC.  Mithin  inickt  jeder  Punct  dieser  Ebene, 
und  folglich  der  Körper  selbst,  perpendiculai-  auf  derselben  um  eine 
der  Dreieckefläche  ABC  proportionale  Grösse  fort. 

Zusatz,  Auf  gleiche  Ait  wird  bewiesen,  dass  auch  bei  einem 
mehrseitigen  ebenen  Vieleck,  wenn  jede  seiner  Seiten  nach  der 
Bichtung  genommen  wird,  nach  welcher  sie  von  einem  den  Peri- 
meter der  Vielecks  beschreibenden  Puncte  durchlairfen  wird,  der  um 
jede  Seite  um  einen  ihrer  Länge  proportionalen  Winkel  gedrehte 
Köi^per  perpendicular  auf  der  Ebene  des  Vielecks  um  eine  der 
Fläche  des  letzteren  proportionale  Linie  fortmckt. 

Dieses  parallele  Fortrücken  des  Körpers  findet  selbst  dann  statt, 
wenn  das  Vieleck  kein  ebenes  ist.  Denn  sind  z.  B.  A,  B,  C,  D 
vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Puncte,  so  bewirken  die 
Drehungen  AB,  BC,  CA  ein  auf  der  Ebene  ABC  perpendiculares 
Forti'iicken  und  die  Drehungen  AC,  CD,  DA  ein  auf  der  Ebene 
A  CD  perpendiculares  Fortrücken.  Von  der  einen  Seite  reduciren 
sich  aber  diese  sechs  Drehungen  auf  die  vier  AB,  B  C,  CD,  DA, 
indem  sich  CA  und  AC  gegen  einander  aufheben,  und  von  der 
anderen  ei^-eugen  z^vei  verschieden  gerichtete  parallele  Fortrückungen 
in  Verbindung  ein  paralleles  Fortrücken  nach  einer  mittleren  Rich- 
tung. 

§.  8.  Seien  wiederum  A,  B,  C,  D  die  vier  Ecken  eines  Paral- 
lelogrammes  in  ihrer  Aufeinanderfolge,  so  sind  die  zwei  Drehungen 
AB,  CD  gleichwirkend  mit  den  dreien  j4S,  BG,  CA,  indem  erster e 
sowohl  [§.  6),  als  letztere  (§.  7),  ein  dem  Inhalte  des  Dreiecks  ABC 
proportionales  und  auf  seiner  Ebene  perpendiculares  Fortrücken  nach 
derselben  Seite  hervorbringen.  Mithin  sind  auch,  wenn  auf  beiden 
Seiten  die  Drehungen  BA,  GB  hinzugefügt  werden,  die  zwei 
Drehungen  CB  und  CD  gleichwirkend  mit  der  einzigen  CA ;  d.  h. : 
Zioei  Drehungen,  deren  Axen  steh  in  einem  Puncte  schneiden,  lassen 
sich  XU  einer  einzigen  zusammensetzen,  welche  der  Richtung  ihrer  Asce 
und  Grösse  nach  durch  die  Diagonale  eines  Parallelogrammes  ausge- 
drückt  wird,  in  welchem  die  anliegenden  Seiten  ihrer  Richtung  und 
Grösse  nach  die  ersieren  Drehungen  vorstellen. 
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Ziisatz.  Alis  der  Zusammensetzung  zweier  Drehungen,  deren 
Axen  sich  schneiden,  muss  sich  die  Zusammensetzung  von  Drehungen 
um  pai-allele  Axen,  als  ein  specieller  Fall  der  ersteren,  herleiten 
lassen,  da  parallele  Axen  auch  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden.  Indessen  lässt  sich 
dieser  besondere  Fall  auch  unmittelbar  durch  Anwendung  des  in 
§.  6  erhaltenen  Satzes  behandeln. 

Seien  ABCD  und  FGHI  (Fig.  6)  zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Parallelogramme  und  ihre  Flächen  auch  dem  Zeichen  nach  einander 
gleich,  so  dass  durch  die  Folgen  ABC  und  FGH  einerlei  Sinn  der 
Umdrehung  ausgedrückt  wird.  Alsdann  haben  die  Drehungen  AB 
und  OD  gleiche  Wirkung  mit  den  Drehungen  FG  und  HI,  da 
jedes  dieser  Paare  von  Drehungen  ein  auf 
der  Ebene  ihrer  Axen  perpendicnlai'es,  nach 
einerlei  Seite  gerichtetes  und  dem  fnhaltt; 
des  Parallelogrammes  proportionales  Fort- 
rücken hervorbringt.  Es  heben  sich  daher 
die  vier  Drehungen  AB,  CD,  GF,  IH 
gegen  emander  auf.  Werden  nun  noch,  was 
immer  möglich,  die  zwei  Parallelogramme 
in  einer  solchen  Lage  gegen  einander  an- 
genommen, dass  CD  und  GF  in  dieselbe 
Gerade  fallen  und  darin  einerlei  Richtung 
haben,  so  ist  diese  Gerade  parallel  mit  AB 
und  IH  und  liegt  zwischen  ihnen  in  Ab- 
ständen, die  sich  wegen  der  Gleichheit  der  Parallelogramme  wie 
IH  :  AB  verhalten.  Dabei  werden  die  Drehungen  CD  und  GF 
gleichwü-kend  mit  der  einzigen  CD-\-  GF,  und  wir  schliessen  daher: 

Wenn  von  drei  Drehungen  um  parallele  Axen  in  einer  Ebene 
die  Drehung  um  die  mittlere  Axe  den  enfgegengesetaten  Sinn  der 
beiden  anderen  hat  und  der  Summe  derselben  gleich  ist,  und  vrenn 
die  mittlere  Axe  von  den  beiden  anderen  sich  in  Abständen  befindet, 
die  sich  umgekehrt  wie  die  Drehungen  um  dieselben  verhalten,  so 
heben  sich  die  Drehungen  gegen  einander  auf. 

Wie  hiernach  Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  zu  einer  dritten 
verbunden  werden  können,  ist  ohne  weiteres  Erörtern  klar. 

§.  9.  Wenn  in  dem  Vorhergehenden  gezeigt  wurde,  wie  zwei 
oder  mehrere  Drehungen  ein  paralleles  Fortrücken  hervorbringen, 
und  wie  zwei  Drehungen  sich  zu  einer  einzigen  zusammensetzen 
lassen,  so  war,  wie  sich  schon  aus  den  dort  augewendeten  Schlüssen 
ergab,  die  Ordnung,  in  welcher  man  die  zwei  oder  mehrere  Drehungen 
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auf  einander  folgen  liess,  ganz  willkürlich.  Es  läest  sich  aber  diese 
Willkür  in  der  Aufeinanderfolge  unendlich  kleiner  Drehungen,  ab- 
gesehen von  jenen  specieRen  Fällen,  auch  allgemein  darthun.  Sie 
bildet  einen  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  Drehungen  und 
gründet  sich  darauf,  dass  die  Wege,  welche  zwei  einander  unendlich 
nahe  Puncte  des  Köi-pers  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  des- 
selben beschreiben,  als  zwei  einander  gleiche  Parallelen  zu  be- 
trachten sind. 

Wenn  daher  der  Punct  A  (Fig.  7)   bei  der   Drehung  FG    den 
Weg  AB^   und  bei  der  Drchrmg  HI  den  Weg  AB  beschreibt,   so 
wird   er,    wenn    nach    der    ersten   dieser  Drehungen  die    zweite  HI 
erfolgt,   von  B   aus,   als  von  einem  Puncte, 
^  dessen    Lage   gegen    die    Axe    HI  von    der 

\  J  Lage    des   A   gegen   dieselbe    Axe    nur    iin- 

^  /  endlich    wenig   verschieden    ist,    einen    dem 

AD  gleichen    und   parallelen  Weg   zurück- 
legen.   Ist  er  aber  zuerst  durch  die  Drehung 
H.I   von   A    nach    D   gebracht   worden,    so 
j^  wird  er,  wenn  hierauf  die  Drehung  FG  ge- 

Jf  schiebt,   von  H  aus  einen  Weg,   gleich  und 

j  pai'aUel  mit  AB,  beschreiben.    Mag  also  zu- 

erst die  Drehung  FG  und  nachher  die 
Drehung  HI  oder  umgekehrt  erfo^en,  so  wird  der  Punct  A  immer 
nach  der  vierten  Ecke  G  des  Parallelogramme s  gelangen,  dessen  drei 
übrige  Ecken  in  ihrer  Folge  B,  A,  D  sind.  Da  nun  dasselbe  auch 
von  allen  übrigen  Puncten  des  Köi-pers  gilt,  so  schliessen  wir,  dass 
die  diirch  zwei  unendlich  kleine  Drehungen  um  zwei  verschiedene 
Axen  bewirkte  Verriickung  unabhängig  ist  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen.  Da  endlich  von  irgend  zwei  Complexionen  dreier 
oder  mehrerer  Elemente  die  eine  aus  den  anderen  durch  fortgesetztes 
Vertauschen  zweier  nebeneinanderstehender  Elemente  hergeleitet 
werden  kann,  so  erhellt,  dass  auch  die  durch  drei  oder  mehrere 
Drehungen  bewirkte  Totalverrückung  von  der  Ordnung,  in  welcher 
die  Drehur^en  auf  einander  folgen,  unabhängig  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  auch  die  im  vorigen  §.  in 
Anwendung  gekommenen  Sätze  beweisen,  nämlich,  dass,  wenn  eine 
oder  mehrere  Drehungen  gleiche  Wirkung  mit  mehreren  anderen 
Drehungen  haben,  die  ersteren,  in  Verbindung  mit  den  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  genommenen  letzteren,  den  Köi'per  unverrückt 
lassen,  und  dass,  wenn  mehrere  Drehungen  einander  aufheben,  eine 
oder  etliche  derselben  gleich  wirkend  mit  den  entgegengesetzt  ge- 
nommenen übrigen  sind. 
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Denn  sind  die  Drehungen  ^5,  CD,  ...  gleichwirkend  mit  den 
Drehungen  i^G,  III,  ...,  so  sind  es  auch  AB,  CD,  ...,  GF,  IS,  ..., 
mit  FG,  HI,  ...,  GF,  IH,  ...;  letztere  aber  in  der  Ordnung  i^G, 
GF,  HI,  IH,  ...  genommen,  heben  sich  paarweise  auf.  Mithin 
muss  auch  die  Totalwirkung  der  ersteren  Null  sein. 

Auf  ähnliche  Art  wird  auch  der  umgekehrte  Satz  bewiesen. 

§.  10.  Die  Art  und  Weise,  auf  welche  sich  nach  §.  4  und  §.  8 
zwei  oder  mehrere  Drehungen,  deren  Axen  in  dieselbe  Gerade  fallen, 
und  zwei  Drehungen,  deren  Axen  in  derselben  Ebene  liegen,  zu 
einer  einzigen  zusammensetzen  lassen,  ist  ganz  der  Zusammensetüung 
von  Kräften  airalog,  deren  Richtungen  in  derselben  Geraden  oder 
in  derselben  Ebene  enthalten  sind.  Man  hat  nämHch  nur  Richtung 
und  Grösse  der  Kraft  mit  Axe  und  Grösse  der  Drehung  zu  ver- 
tauschen, um  aus  der  bekannten  Vorschrift  für  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  die  Vorschrift  für  die  der  Drehungen  abzuleiten.  Da 
nun,  wie  aus  der  Statik  bekannt  ist,  mit  Anwendung  des  Satzes  von 
Kräften,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  fallen,  und  mit 
Hülfe  des  Parallelogrammes  der  Kräfte,  alle  übrigen  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Kräfte  betreffenden  Sätze  sich  ergeben, 
so  erhellt,  dass  nicht  allein  in  den  vorhin  besonders  betrachteten 
Fällen,  sondern  auch  in  allen  übrigen,  zwischen  Kräften  und 
Drehungen  die  vollkommenste  Analogie  herrschen  muss.  Unter 
Anderen  werden  daher  alle  die  merkwürdigen  Eigenschaften ,  welche 
die  sogenannten  Kräftepaaa'e  besitzen,  auch  Paaren  von  Drehungen 
etc.,  Paaren  von  einander  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Drehungen 
um  parallele  Axen  zukommen.  So  folgt  z.  B.  schon  unmittelbar  aus 
§.  6,  dass  ebenso  wie  ein  Kräftepaar  auch  ein  Paar  von  Drehungen 
ohne  Aenderung  seiner  "Wirkung  in  seiner  Ebene  und  parallel  mit 
derselben  verlegt  werden  kann. 

Ueberhaupt  also :  Wenn  swischen  mehreren  auf  einen  frei  heweg- 
licken  Körper  wirkenden  Kräften  Gleichgewicht  stattß?idet,  wird  auch 
der  Totaleffect  -Don  Drehungen,  deren  Axen  die  Richtungen  der  Kräfte 
sind  und  deren  Grössen  sich  vAe  die  Intensitäten  der  Kräfte  verhalfen, 
Meli  sein.  Oder  küi-zer  ausgedrückt;  Halten  die  ihrer  Richtung  und 
Intensität  nach  durch  die  Linien  AB,  CD,  BF,  . . .  dargestellten 
Kräfte  einander  das  Gleichgewicht,  so  bringen  auch  die  Drehungen 
AB,   CD,  BF,  ...  in  Verbindung  keine  Verrückung  hervor. 

Insbesondere  fliesst  hieraus  noch,  dass  —  da  drei  oder  mehrere 
auf  einen  Körper  wii-kende  Kräfte  sich  immer,  wo  nicht  auf  eine, 
doch  auf  zwei  reduciren  lassen,  —  dass  auch  Drehungen  in  beliebiger 
Anzahl   immer   auf   wenigstens    zwei  zurückgeführt  werden  können. 
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Auch  folgerten  wir  dasselbe  schon  in   §.  'ä   aus   den   in  §§.  1  \ind  2 
angestellten  Betrachtungen. 

§.11.  Die  zwischen  Kräften  und  Drehungen  stattfindende 
Analogie  ist  noch  besonders  wegen  ihrer  reciproken  Beschaffenheit 
merkwürdig.  Eine  einzelne  Kiaft  wird  bestimmt  durch  die  Gerade, 
in  welcher  sie  wirkt,  durch  ihre  doppelt  mögliche  Richtung  in  dieser 
Geraden,  iind  durch  ihre  Grösse.  Die  Wirkung  zweier  einander 
gleichen  parallelen  und  entgegengesetzten  Kräfte,  oder  eines  Kräfte- 
paares, wird  bestimmt  durch  irgend  eine  auf  der  Ebene  des  Paai'es 
perpendiculare  Linie,  durch  den  Sinn  der  Drehung  um  diese  Linie 
und  diirch  das  Moment  des  Paares  oder  das  Product  aus  der  einen 
der  beiden  Kräfte  in  ihre  Entfernung  von  der  anderen.  Denn  jedes 
andere  Paar,  bei  welchem  die  genannten  Stücke  dieselben  sind,  hat 
mit  ersterem  gleiche  Wirkung, 

Ebenso  ist  nun,  indem  man  fortrückende  und  drehende  Be- 
wegung mit  einander  vertauscht,  eine  einzelne  Drehung  durch 
ihre  Axe,  ihren  Sinn  und  ihre  Grösse  bestimmt.  Ein  Paar  von 
Drehungen  aber  ist  es  durch  liegend  eine  auf  der  Ebene  der  Axen 
beider  Drehungen  perpendiculare  Linie,  durch  die  Richtung ,  nach 
welcher  der  Körper  in  dieser  Linie  fortgerückt  wird,  und  durch  die 
Grösse  dieses  Fortrückens,  welches  nach  §.  6  dem  Producte  aus  der 
einen  der  beiden  Drehungen  in  den  gegenseitigen  Abstand  der 
beiden  Axen  gleich  ist  und  daher  analoger  Weise  das  Moment  des 
Paares  von  Drehungen  heissen  kann, 

§.  12.  Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  der  Begriff  des  Mo- 
mentes einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Axe,  auf  Drehungen 
anwenden.  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  driickt 
die  Grösse  aus,  mit  welcher  die  Kraft  den  Körper,  an  welchen  sie 
angebracht  ist,  um  die  Axe,  wenn  diese  festgehalten  wird,  zu  drehen 
strebt.  Denn  es  hen-scht  Gleichgewicht,  wenn  die  Momente  zweier 
Kräfte,  welche  den  Körper  nach  entgegengesetzten  Eichtungen  um 
eine  feste  Axe  zu  drehen  streben,  in  Bezug  auf  diese  Axe  einander 
gleich  sind.  Indem  wir  daher  das  Drehen  mit  dem  Fortrücken  ver- 
tauschen, wird  das  auf  eine  Axe  MN  bezogene  Moment  der  Drehung 
AB  der  Grösse  proportional  sein,  um  welche  die  mit  MN  Anfangs 
zusammenfallenden  Puncto  des  Körpers  längs  MN  durch  die  Drehung 
AB  fortgerückt  werden.  Folgende  Betrachtungen  werden  dieses  in 
noch  helleres  Licht  setzen. 

Wenn  erstens  MN  mit  AB  in  einer  Ebene  Hegt,  so  rückt  hei 
der  Drehung   um  AB  jeder  Punct   dieser  Ebene   perpendicular  auf 
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derselben,  und  daher  auch  jeder  Punct  in  MN  perpendicular  auf 
MN  fort,  und  es  ist  folglich  das  Eoitmckeu  jedes  Punctes  in  MN 
längs  MN,  also  auch  das  Moment  der  Drehung  AB  in  Bezug  auf 
MN,  gleich  0,  eben  so,  ivie  das  Moment  einer  Kraft  für  jede  Axe, 
die  mit  der  Kraft  in  einer  Ebene  liegt,  gleich  0  ist. 

Man  nehme  ferner  an,  dass  AB  und  ili'iV  nicht  in  einer  Ebene 
begriffen  und  zuerst  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  einander 
geneigt  sind.  Alsdann  ist  es  möglich,  durch  AB  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  von  MN  rechtwinkelig  geschnitten  wird.  Durch  den 
Schneidepunct ,  welcher  Z)  [Fig.  8)  heisse,  lege  man  eine  Linie  BC 
gleich  und  parallel  der  AB,  welche  mithin  in  letatgedachtcr  Ebene 
enthalten  sein  wird.  Nun  bewirken  die 
Drehungen  AB  und  CD  ein  auf  der  Ebene 
ABD  perpendiculares  und  daher  mit  MN 
paralleles  Fortrücken ,  welches  der  Fläche 
ABD  proportional  ist.  Durch  diese  zwei 
Drehungen  wird  folglich  jeder  in  MN  fal- 
lende Punct  in  MN  selbst  um  eine  mit 
ABD  proportionale  Grösse  fortgei-ückt.  Da 
aber  MN  mit  CD  in  einer  Ebene  liegt,  und 
daher  die  Drehung  CD  zur  Bewegung  der 
Puncte  in  MN  längs  MN  nichts  beiträgt,  so  nig,  &. 

rückt  schon  durch   die  Drehung  AB  allein 

jeder  in  MN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleich  grosses  Stück 
fort,  welches  mit  ABD,  d.  i.  mit  dem  Prodncte  aus  der  Drehung 
in  den  Abstand  ihrer  Axe  von  der  Momentenaxe  proportional  und 
als  Moment  der  Drehung  AB  in  Bezug  auf  MN  anzusehen  ist. 

Nimmt  man  den  durch  MN  ausgedrückten  Theil  der  Momenten- 
axe von  constanter  Länge,  so  kann  man  das  Moment  anstatt  dem 
Dreieck  ABD  auch  dem  Product  \MN.ABD  d.  i.  der  Pyramide 
ABMN  proportional  setzen.  Denn,  da  ABM  von  MN  in  D  per- 
pendicular getroffen  wird,  so  ist,  ivie  man  leicht  sieht,  die  Pyramide 
ABMN  einer  anderen  gleich,  welche  ABD  zur  Grundfläche  und 
MN  zur  Höhe  hat. 

Wenn  zweitens  die  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  AB  und 
MN  einen  schiefen  Winkel  mit  einander  machen,  so  beschreibe  man, 
um  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückzuführen,  um  AB  als  Dia- 
gonale ein  Rechteck  AFBG  (Fig- 9),  dessen  Seite  AG  mit  MN 
parallel  ist,  und  dessen  Seite  AF  folglich  einen  rechten  Winkel  mit 
MN  macht.  Hiernach  ist  die  Drehung  AB  gleichwirkend  mit  den 
Drehungen  AG  und  AF.  Von  diesen  bringt  ersterc,  da  ihre  Axe 
A  G  mit  MN  in  einer  Ebene  liegt,  keine  Verrückung  der  Puncte  in 
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MN  län^  MN  hervor.     Die  durch  die  Drehung  AB  erzeugte  Ver- 
rückuiig  ist  folglich  einerlei  mit  der  durch  AF  erzeugten,   d.  h.  die 
Drehungen  AB  und  AF  hahen  in  Bezug  auf  MN  einander  gleiche 
Momente.     Nach  dem  Vorigen  ist  aber  das  Mo~ 
ment   der   Drehung    AF  proportional    der  Pyra- 
mide  AFMN,    und    diese   ist   gleich    der    Pyra- 
mide ABMN,   weil   beide  eine   gemeinschaftliche 
Grundfläche  AMN  hahen,    und   die  Linie   durch 
71        die   Spitzen  F  und  B  parallel  mit  AG,   folglich 
mit  MN,   folglich  auch  mit  dei'  Grundfläche  ist. 
Das  Moment  der  Drehung  ^5  in  Bezug  auf  MN 
f       ist  daher,  auch  bei  jeder  beliebigen  Lage  von  MN 
si^.v.  gegen  AB,   der   Pyramide  ABMN  proportional; 

d.  h.  es  wird  durch  die  Drehung  AB  jeder  in  die 
Linie  MN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleiches  Stück  fortge- 
rückt; welches  Stück,  wenn  der  Abschnitt  MN  dieser  Linie  von 
constanter  Lauge  genommen  whd,  der  Pyramide  proportional  ist, 
welche  diesen  Abschnitt  und  die  die  Drehung  dai-stellende  Linie  AB 
zu  gegenüberstehenden  Seiten  hat, 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  die  durch  mehrere 
Drehungen  AB,  CD,  ...  bewirkte  Verrückung  längs  MN  für  alle 
Puncte  in  MN  von  gleicher  Grösse  ist,  nämlich  von  einer  Grösse, 
die  der  Summe  der  Pyramiden  ABMN -\-  GDMN  +  ...,  mit  ge- 
höriger Rücksicht  auf  ihre  Zeichen,  proportional  ist,  und  das  Moment 
des  Systems  der  Drehungen  AB,  CD,  ...  in  Bezug  auf  die  Axe 
MN  genannt  werden  kann.  Und  da  nach  §§.  1  und  2  jede  Ver- 
rückung  eines  Körpers  durch  zwei  Drehungen,  wenn  nicht  durch 
eine  einzige,  hervoi^ebracht  werden  kann,  so  wird  auch  durch  jede 
beliebige  Verrückung  jeder  Punct  einer  beliebig  gewählten  Axe  MN 
um  ein  gleich  grosses  Stück  längs  MN  reiTÜckt  weiden ;  und  dieses 
Stück  wird  als  das  Moment  der  Verrückung  in  Bezug  auf  MN  an- 
zusehen sein. 

§.  13.  Zwischen  Kräften  und  Drehungen  herrscht  demnach 
auch  hinsichthch  der  Momente  eine  vollkommene  Analogie.  Denn, 
wie  sich  zeigen  lässt*),  kann  das  Moment  der  Ki'aft  AB  in  Bezug 
auf  die  Axe  MN  geometrisch  durch  die  Pyramide  ABMN  darge- 
stellt werden.  Alle  die  merkwürdigen  Sätze,  welche  hinsichtlich  der 
Momente  von  Kräften  gelten,  finden  folglich  auch  hier  statt. 


*)   Vergl.  des  Verfassers  Aufsatz  im  4ten  Bande  des  Cielle'aclien  Journals 
p.  179  und  dessen  Lehrbuch  der  Statik  §.  5S, 
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Dem  Satze  z,  B.  dass,  wenn  ein  System  von  Kräften  im  Gleich- 
gewicht ist,  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  des  Systems,  oder 
kürzer,  das  Moment  des  Systems,  in  Bezug  auf  jede  behebige  Äxe 
Null  ist,  entspricht  folgender  Satz.  Wenn  mehrere  Drehungen  sich 
gegenseitig  aufheben,  so  ist  ihr  Moment,  d.  i.  die  Summe  der  Mo- 
mente der  einzehien  Drehungen  in  Bezug  auf  jede  beliebige  gewählte 
Axe  Null.  Auch  folgt  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  schon  unmittel- 
bar aiis  dem  vorhin  gegebenen  Begriff  des  Momentes  einer  Drehung. 
Denn  wenn  ein  Körper  nach  mehreren  Drehungen  in  seine  anfäng- 
hche  Lage  zurück  gekommen  ist,  so  hat  auch  kein  Punct  desselben 
längs  einer  durch  den  Punct  gehenden  geraden  Linie  (Axe  des  Mo- 
mentes) seine  Lage  geändert. 

Da  femer,  wenn  die  di'ei  Momente  mehrerer  in  einer  Ebene 
wirkender  Kräfte  in  Bezug  auf  drei  die  Ebene  rechtM'inkli^  schnei- 
dende und  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Axen  einzeln  Null  sind, 
die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  können  auch  mehrere 
Drehungen,  deren  Axen  in  einer  Ebene  liegen,  wenn  ihre  drei  Mo- 
mente fiii-  drei  auf  der  Ebene  nonnal  stehende  und  nicht  in  einer 
Ebene  enthaltene  Axen  einzeln  Null  sind,  keine  Verrückung  hervor- 
bringen. Uebrigens  folgt  auch  dieser  Satz  ganz  leicht  aus  der  von 
den  Momenten  aufgestellten  Erklärung.  Da  nämlich  alle  Drehungs- 
axen  in  einer  und  derselben  Ebene  sein  sollen,  so  muss  die  durch 
die  einzelnen  Drehungen  erzeugte  Bewegung  der  Puncte  der  Ebene 
auf  diese  perpendicular  sein;  und  da  die  Momente  für  drei  die  Ebene 
perpendicular  schneidende  Axen  Null  sein  sollen,  so  haben  die  diei 
Sehneidepuncte  gar  keine  Bewegung,  Diese  drei  Puncte  liegen  aber 
nicht  in  gerader  Linie,  weil  die  di-ei  Axen  nicht  in  einer  Ebene 
liegen  sollen;  und  wenn  drei  Puncte  eines  Köi-pers,  die  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  keine  Bewegung  haben,  so  ist  auch  der  Körper 
selbst  in  Euhe. 

§.  14.  Einer  der  fruchtbarsten  Sätae  in  der  statischen  Theorie 
der  Momente  ist  folgender.  Bestimmt  man  die  Momente  eines  Sy- 
stems S  von  Ki'äften  rilcksichtlich  mehrerer  Axen,  und  kann  man 
nach  der  E.ichtung  einer  jeden  dieser  Axen  eine  Kraft  wirken  lassen, 
von  der  Grösse,  dass  alle  diese  neuen  Kräfte  einander  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  ist  die  Summe  der  Momente  von  S,  jedes  Moment 
vorher  mit  einem  Coefficienten  multiphcirt,  welcher  der  der  Axe  des 
Momentes  zugehörigen  Kraft  proportional  ist,  gleich  0*). 


)  Vergl.  Lehrbuch  der  Statik  §.  93. 
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Auf  die  Theorie  der  Drehungen  angewendet  lautet  dieser  Satz 
also: 

Bestimmt  man  die  Momente  einer  beliebigen  Verrückung  eines 
Körpers  in  Bezug  cmf  mehrere  Axen,  und  hann  man  für  diese  Axen 
Drehungswinkel  ßmden,  die  in  solchen  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
dass  alle  diese  Drehungen  einander  aufheben ,  so  ist  die  Summe  der 
Momente  der  Verrückimg,  Jedes  Moment  vorher  mit  einem  Ooefficienten 
multipliciri,  welcher  dem  der  Axe  des  Momentes  zugehörigen  Drehungs- 
iinnkel  proportional  ist,  gleich  Null. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  dürfte  sich  folgendei^estalt  am  ein- 
fachsten gehen  lassen.  Man  bezeichne  durch  a,  b,  c,  ...  ihrer  Lage 
und  Richtung  nach  bestimmte  Geraden;  durch  t,  u,  v,  ...  Zahlen; 
durch  o,,  5^,  ...  Abschnitte  der  Linien  a,  b,  ...,  welche  resp.  t,  w,  ... 
Linieneinheiten  lang  sind;  durch  [a^  Ö„]  endlich  den  Inhalt  einer 
Pyramide,  welche  die  Abschnitte  ßj  und  b^  zu  gegenüberliegenden 
Seiten  hat.  Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  durch  a,  b,  t,  u 
der  Inhalt  der  Pyramide  [«(  5„]  vollkommen  heetimmt  ist,  wenn  auch 
in  den  Linien  a  und  b  die  Anfangspuncte  der  Abschnitte  ßj  und  ö„ 
unbestimmt  gelassen  werden.     Auch  ist,  wie  man  leicht  sieht 

«,  =  ^ .  «, ,     K  ij  =  ^  [«,  ^„]  =  u  [ß(  b,]  ^  tu  [a,  b,]  =  K  hl 
wo  ö,   und  b^    eine  Linieneinheit  lange  Abschnitte    der   Linien  a,  5 
bedeuten. 

Sei  nun  die  in  Rede  stehende  Verrückung  durch  zwei  den 
Zahlen  t,  u  proportionale  Drehungen  um  die  Axen  a  und  b  erzeugt 
worden  (§.  12  zu  Ende).  Sei  ferner  der  Totaleffect  der  Drehungen 
X,  y,  z,  ...  um  die  Axeny,  g,  h,  ...  Null,  und  daher,  wenn  man  das 
Moment  dieses  Systems  von  Drehungen  das  einemal  auf  a,  das 
anderemal  auf  b  als  Axen  bezieht,  und  diesen  Axen  resp.  die  Längen 
i  und  u  giebt: 

oder 

^  [«( A]  +  s/  K  ^J  +  n^i  '',]  +  -■■  = « 

und  ebenso 

^  [^/.]  +  V  [^u  </,]  +  ^  [6„  /*,]  +  •-■  =  0. 
Die  Summe   dieser  zwei  Gleichungen   ist  aber    der   analytische 
Ausdruck  des  zu  beweisenden  Satzes.     Es  sind  nämlich 

[•</,] +  [6./.l,    ["isJ  +  lKsA   h  «.]  +  [».*.], 

u,  s.  w.,  die  Momente  der  dui'ch  «j  und  5„  bestimmten  Verrückuug  in 
Bezi^  auf  die  (gleich  langen)  Axen  (/,  g,  h,  .. .},  und  diese  Momente 
haben  in  der  Summengleichung  die  Coefficienten  x,  y,  z,  ... 

Beispiel;  Sind  f,  g,  h  drei  sich  in  einem  Puncte  /  schnei- 
dende   und   in    einer    Ebene    liegende    Geraden,    so    ist    damit    ein 
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Paraileiogramni  FGHI  seiner  Fomi  nach  gegeben,  dessen  Ecken 
F,  G,  H  resp.  in  /,  g,  h  liegen;  und  die  Drehungen  um  /,  g,  h 
heben  sich  auf,  wenn  sie  ihrer  Grösse  nach  mit  IF,  Gl,  IH  pro- 
portional sind.  Wenn  daher  p,  q,  r  die  Momente  irgend  einer  Ver- 
rücknng  in  Bezug  aufy,  g,  h  sind,  so  ist 

IF.p+GI.q^in.r  =  {), 
so  ivio 

IF.p  +  IH.r^IG.q. 

In  diesen  Gleichungen  ist  jedes  Glied,  z.  B.  IF.p,  positiv  oder 
negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Richtung  IF  in  _/  und  die  Eich- 
tung,  nach  welcher  die  in  /  fallenden  Puncte  längs  /  um  p  bei 
der  Ven-ückung  sich  fortbewegen,  einerlei  oder  entgegengesetzt  sind. 

§.  15.  Wenn  für  gegebene  Axen  sich  Drehungen  finden  lassen, 
welche  einander  aufheben,  so  werden  auch  Kräfte,  welche  die  Rich- 
tungen der  Axen  haben  und  den  Drehungen  proportional  sind,  da.s 
Gleichgewicht  sich  halten.  In  §§.  98  und  9&  des  gedachten  Lehr- 
buches der  Statik  habe  ich  untersucht,  welchen  Bedingungen  die 
gegenseitige  Lage  von  zwei,  drei  und  mehreren  Richtungen  unter- 
worfen sein  muss,  wenn  Kräfte  sich  sollen  angeben  lassen,  die  nach 
diesen  Richtungen  wirkend  im  Gleichgewichte  sind.  Es  ergaben 
sich  hierbei,  wenn  die  Anzahl  der  Richtungen  kleiner  als  sieben  war, 
gewisse  positive  Bedingungen  für  ihre  gegenseitige  Lage.  So  muss 
z.  B.  bei  vier  Richtungen  jede  Geride  welche  drei  derselben  trifft, 
auch  der  vierten  begegnen  Für  sieben  Richtungen  dagegen  war  es 
im  Allgemeinen  immei  moghch  Kidfte  zu  hnden  welche  nach  ihnen 
wirkend  sich  dis  Gleichgewicht  halten  und  es  konnte  daher  eine 
ihrer  Richtung  und  Intensität  nach  beliebig  gegebene  Kraft  im  All- 
gemeinen immei  in  «sechs  andeie  zeilegt  weiden  deren  Richtungen 
belieb^  gegeben  sein  kennten  Dei  Beisitz  im  Allgemeinen«  wurde 
durch  die  negative  Bedingung  bestimmt  dass  weder  alle  sechs  ge- 
gebene Richtungen  noch  einige  deiselben  eine  solche  Lage  gegen 
einander  hatten  bei  welcher  es  moghch  wai  nich  ihnen  wirkende 
Kräfte  zu  hnden   welche  sich  di"  Gleichgewicht  halten. 

Bei  dei  Amlogie  dit  zwiiichen  Kiaften  und  Drehungen  statt- 
findet, mus^>  diher  auch  —  um  hier  nui  den  letzterwähnten  Fall  zu 
berücksichtigen  jede  Diehung  und  somit  jede  \eiruckung  überhaupt, 
sechs  andeien  Diehungen  um  eben  so  Mtle  ^on  einander  unab- 
hängige sonst  beliebig  anzunehmende  Axen  gleichgesetzt  werden 
können  so  dass  wenn  em  Koppel  um  ■/erhi  non  einander  unabhängige 
Axen  äiilhai  i  f    ey  nuf  jede  m  ghrhe   Wbi  p   leinlckt  werden   kann. 
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Sechs  oder  weniger  Axen  werden  wir  aber  von  einander  unabhängige 
nennen,  wenn  es  nicht  möglich  ist,  Drehungen  um  dieselben  aus- 
findig zu  machen,  welche  sich  gegen  einander  aufheben;  woraus 
zugleich  erhellt,  dass  sieben  oder  mehrere  Axen  nie  von  einander 
unabhängig  sein  können. 

Zufolge  des  vorigen  §.  muas  sich  demnach,  wenn  von  irgend 
einer  VeiTÜckung  die  Momente  in  Bezug  auf  sechs  von  einander 
unabhängige  Axen  gegeben  sind,  aus  ihnen  das  Moment  für  jede 
siebente  Axe  herleiten  lassen,  Zerlegt  man  nämlich,  wie  es  nach 
dem  oben  Bemerkten  immer  möglich  ist,  eine  Drehung  um  die 
siebente  Axe  in  sechs  Drehungen  um  die  sechs  ersteren,  so  wird 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  dieser  sechs  Drehungen  in  das 
auf  die  jedesmalige  Drehungsaxe  bezogene  Moment  der  VeiTÜckung 
gleich  sein  dem  Producte  aus  der  Drehung  xira  tlie  siebente  Axe  in 
das  gesuchte  Moment  für  dieselbe  Axe. 

§.  16.  Um  auch  diese  Sätze  dui'ch  ein  Beispiel  zu  erläutern,, 
wollen  wir  eine  Drehung  §  um  eine  beliebig  gegebene  Axe  PQ  in 
sechs  Drehungen  um  die  sechs  Kanten  einer  di'eiseitigen  Pyramide 
AB  OD  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  nach  PQ  ge- 
richtete Kraft  g  in  sechs  andere  nach  den  Kanten  von  ABCD  ge- 
richtete ■ —  zu  zerlegen  suchen.  Dieses  muss  möglich  sein,  da,  wie 
man  leicht  wahrnimmt,  von  sechs  Kräften,  welche  nach  den  sechs 
Kanten  einer  Pyramide  wirken,  keine  die  Resultante  von  den  fünf 
übrigen  oder  von  einigen  derselben  sein  kann. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  mag  die  in  §.  102  meines  Lehr- 
buches angegebene,  auf  den  Hauptsatz  in  der  Theorie  der  Momente 
gegründete  Methode  dienen.  —  Seien  die  gesuchten  Drehungen  iim 
die  Axeu: 

AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB 
resp,  =  a,       ß,        y,       d,        e,       t. 

Indem  wir  nun  die  Momente  säinmthcher  Drehungüii  auf  eine 
beliebig  zu  wählende  Axe  X  Y  beziehen ,  ist  das  Moment  einer  so- 
wohl hinsichtlich  ihrer  Axe  als  ihrer  Grösse  dui-ch  AD  ausgedmckten 
Drehung  gleich  der  Pyramide  ADXY;  folglich,  wenn  die  Grösse 
nicht  AD  sondern  1  ist: 

u  id  wenn  c  die  Grösse  der  Drehung  ausdrückt: 
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Eben  so  ist  das  Moment  der  Drehung  ß  um  die  Axe  BD 

etc.  Da  iiiui  die  Drehungüu  «,  ß,  ....  C  um  die  Axen  AD,  BD, 
...,  AB  gleiche  Wirkung  mit  der  Drehung  p  um  die  Axe  PQ  haben 
sollen,  so  ist  nach  dem  Satze  von  den  Momenten  (§.  13): 


^SDXY+.^ODXY\ 


CAX¥+-^ASXY\ 


-^PÜXY 


'Ua'^^^'^  AB 


Man  lasse  jetzt  die  willkürlich  zu  nehmenden  Puncte  X  und  Y 
mit  A  und  D  zusammenfallen,  so  wird  jede  der  fünf  Pyramiden 
ADXY,  BDXY,  CDXY,  CAXY,  ABXY 'NmII,  und  die  Glei- 
chung I)  reducirt  sieh  auf: 

1)  -^BCAD^J^PQAB. 

Auf  gleiche  "Weise  findet  sich,  wenn  man  XY  nach   und  nach  mit 
BD,  CD,  BC,   CA,  AB  coincidiren  lässt: 

2)  .^CABD^^PQBD, 

3)  -j^ABCD  =  -p^PQOn. 

4)  -£jjADBC^^PQBC. 
6)  ^BDCA=,J^PQCA, 
6)  -^CDAB  =  -±^PQAB. 

Durch  diese   sechs  Gleichungen    werden  aber  die   Grössen    der 
Drehungen  a,  ß,  f,  S,  s,  ^  vollkommen  bestimmt.     Sind  nun  von 
irgend  einer  Verrückung  die  Momente  in  Bezug  auf  die  Axen 
AD,  BD,  CD,  BC,  OA,  AB,  PQ 
resp.  =  «,        b,         c,        d,        e,        f,       r, 
so  ist  nach  §-15: 

aa  +  bß  +  cy  +  dd  +  ee+fi;  =  rQ 
oder  wenn  man  für  a,  ß,  . . . ,   'C  ihre  Werthe  aus  1 ),  . . . ,  6)  setzt  und 
dabei  bemcksichtigt,  dass  die  Pyramiden  BCAD,   CABD  ...  nicht 
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allein  ihrem  absoluten  Werthe,  sondern  auch  ihren  Zeichen  nach 
einander*)  gleich  siad: 

I      a.AD.PQBC+b.BD.PQCA  +  c.CD.PÜAB 
11)     l-hd.BC.PQAD  +  e.CA.PQBD+f.AB.PQCD 

\  =  r.PQ.ABCD; 

und  dieses  ist  die  Gleichung,  mittelst  welcher  man,  wenn  die  Figur 
ABGDPQ.  und  die  Momente  a,  b,  ■■•,/  einer  Verriickung  für  die 
Kanten  der  Pyramide  ABCD  als  Axen  gegeben  sind,  das  Moment  r 
derselben  Verrückung  für  PQ  finden  kann. 

§.  17.     Zusätze;    a)   Substituii't   man  in   der  Gleichung  I)  für 
u,  ß,  ...,  C  ihre  "Werthe  aus  1),  .,,,  6),  so  kommt: 

/      BCPQ.ADXY+  OAPQ.BDXY  +  ABPQ.CDXY 
Ijj)     }-\-ADPQ.BOXY+BDPQ.CAXY-\-CnPQ.ABXY 
\  =  ABCD.PQXY, 

eine  Relation  zwischen  vierzehn  Pyramiden  bei  einem  beliebig  an- 
genommenen Systeme  von  acht  Puncten  im  ßaume,  deren  Symmetrie 
hinsichtlich  ABCD,  PQ,   XYin  die  Augen  springt, 

1/)  Lässt  man   XY  mit  PQ   zusammenfallen,    so    reducirt    sich 
III)  auf; 

IV)       BCPQ.ADPQ+CAPQ.BDPQ 
-i-ABPQ.CDPQ  =  0, 
eine  Relation  zwischen  sechs  Pyramiden  bei  acht  Puncten  im  Räume  **). 
c)  Setzt  man  in  IV)  fiii'  die  sechs  Pyramiden  ihie  aus  1),  ...,  6) 
fliessenden  Werthe,  so  erhält  man: 

'  AD  BG^  BD  CA^  CD  AB 
welches  die  Relation  ist,  die  zwischen  sechs  Drehungen  a,  ...,  C  um 
die  Kanten  AD,  ...,  AB  einer  Pyramide  stattfinden  müssen,  wenn 
sich  die  Drehungen  auf  eine  einzige  sollen  reduciren  lassen;  —  also 
auch  die  Bedingungsgleichnng ,  wenn  sechs  nach  den  Kanten  einer 
Pyramide  gerichtete  Kräfte  a,  ...,  t  mit  einer  einzigen  Kraft  gleiche 
Wirkung  haben  sollen, 

§.  18,    Der  Satz,  dass  ein  Körper  vollkommen  frei  beweglich  ist, 
wenn  er  um  sechs  von  einander  unabhängige  Axen  gedreht  werden 

-*)  Lehrbuch  der  Statik  §.  63,  1. 

*•)  Letztere  Relation    findet   sich  bereits  in  des  Verfassers  Baryeentrischem 
Caloul  §.  170  gegeben. 
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kann,   gehört  unstreitig  zu  den  merkwürdigsten   in   der  Theorie  der 
Drehungen.     Ein  JFall,  in  welchem  man  sich  von  diesem  Satze  sehr 
leicht  ohne   alle  Rechnung  überzeugen  kann,  ist  der,  wenn  zu  den 
sechs  Axen  die  sechs  Kanten  DA,  DB,  DO, 
BC,    CA',    AB'   (Fig.  10)    eines   Parallele- 
pipedums     genommen     werden.      A,    B ,    0 
sind  bei  demselben  die  der  Ecke  D  zunächst 
liegenden  Ecken,   und  A',  B',  C",  D'  liegen 
den  A,  B,   C,  D  diagonal  gegenüber. 

Jede  Verrückung  kann  nämlich  in  eine 
Drehung   um  einen  beliebig   zu  nehmenden  j.^    ^^ 

Punct  D  und  in  eine   parallele  FortiTickung 

aufgelöst  werden.  Hiei-von  lässt  sich  die  Drehung  um  D  in  drei 
andere  a,  ß,  /  um  di'ei  durch  D  gehende  Axen  DA,  DB,  DO 
zerlegen,  und  ebenso  kann  man  die  paa'allele  Fortrückung  in  drei 
andere  zerlegen,  welche  hier  auf  den  Ebenen  BC,  CA,  AB  perpen- 
dicular  seien.  Für  die  auf  BC  perpendiculare  Fortinickung  aber 
können  zwei  Drehungen  ß',  —  ß'  um  zwei  parallele  Axen  CA',  DB 
dieser  Ebene  gesetzt  werden.  Verwandelt  man  nun  ebenso  die  auf 
CA  und  AB  perpendicularen  Fortrückungen  in  die  Drehungen 
y',  -^y'  Tiva.  AB',  i>  C  und  in  die  Drehungen  «', — «'  u.TaBC',DA, 
so  wird  die  ganze  Verräckung  reducirt  auf  die  sechs  Drehungen: 

«-«',     ß-ß',     y~/.       a',  ß',  / 

um  die  Axen 

DA,         DB,         DC,       BC,     CA',     AB'. 

Zur  Bestimmung  der  Werthe  von  a,  «',  ß,  ...,  wenn  ii-gend 
eine  Drehung  q  um  eine  Axe  PQ  gegeben  ist,  die  in  Drehimgen 
um  die  sechs  Axen  DA,  DB,  ...  zerlegt  werden  soll,  kann  man 
)rhin    erläuterte    Methode    mit   Vortheil    anwenden. 


wiederum    die 
Man  schreibe  für; 

DA, 
der  Kürze  wegen 


DB,     DC,     BC\     CS,     AB',     PQ 


und  verstehe  ebenso  unter  ab',  ar,  ...  die  Pyramiden  DACA', 
DAPQ,  ...  Alsdann  ist,  wie  in  §.  16,  wenn  man  die  Momente 
sämmtlicher  Drehungen  auf  die  imbesümmte  Axe  at  bezieht: 


.£; 


-Z- 


yGoosle 
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Diese  Gleichung  reducirt  sich,  wenn  man  x  }nit  a  und  dann  mit 
a'  zusammenfallen  lässt,  auf: 

|^S'a  =  -t™   und  t=J^„«'  +  |;jV  +  i.V  =  ir,'. 

Man  gewahrt  aber  leicht,  daas  die  Pyramiden  b'a,  oa',  b'a'  und  o'a' 
sowohl  dem  Zeichen  als  dem  absoluten  Werthe  nach  einander  gleich 
sind,  indem  jede  von  ihnen  dem  sechsten  Theile  des  Paraliele- 
pipedums  DD'  gleich  ist.     Setzt  man  daher 

r      oa 
und  bemerkt  dass  c'  =  c,   so  ziehen   sich  die  zwei  erhaltenen  Glei- 
chungen zusammen  in; 

i-  =  Ii.ra   und  -/-  +  A  =  -^  ■  ''«'' 

Ö  CO 

und  ebenso  folgt: 

^  =  R.rb,  SL^y.  =  2i.rb\ 

wenn  man  x  der  Reihe  nach  mit  ö,  b',  c,  c'  identisch  werden  lässt. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  aber  werden  die  sechs  Drehungen 
a,  ...,  /  durch  die  Drehung  '^  und  durch  die  Lage  der  Axe  der 
letateren  gegen  die  Axen  der  ersteren  bestimmt,  wie  verlangt  wurde. 

Lässt  man  in  der  Haup^leichung  x  noch  mit  )'  zusammen- 
fallen, und  substituirt  dann  für  ar,  br,  ...,  c'r  ihre  durch  die  sechs 
letzten  Gleichungen  bestimmten  Werthe,  so  ergiebt  sich  nach  leichter 
Reduction:  ™         ^        •  - 

und  dies  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  sich  im  vorliegenden 
Falle  die  sechs  Drehungen  «,...,  y'  auf  eine  einzige  reduciren  lassen. 

§-  19.  Li  dem  Bisherigen  wurden  die  Axen,  um  welche  ein 
Körper  nach  und  nach  gedreht  wird,  als  unbeweglich  betrachtet. 
Indessen  ist  dieses  nicht  durchaus  nothwendig.  Denn  unter  der 
hier  immer  geltenden  Voraussetzung,  dass  jeder  Drehungswrnkel 
unendlich  klein  sei,  sind  zwei  gleiche  Drehui^en  o  um  zwei  ihrer 
Lage  nach  unendlich  wenig  verschiedene  Axen  a  und  a'  (d.  h.  um 
zwei  Axen,  deren  kürzester  Abstand  von  einander  und  deren  gegen- 
seitige Neigung  unendlich  klein  sind)  als  gleichwirkend  anzusehen, 
indem,  wenn  ein  Punct  A  durch  die  Drehung  a  um  a  von  A  nach 
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B,  und  durch  die  Drehung  a  um  a  von  A  nach  B'  gebracht  wnd, 
BB'  eine  unendlich  kleine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist,  während 
AB  und  AB'  Yon  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Gesammtwirkung 
von  mehreren  Drehungen  wird  folglich  noch  dieselbe  sein,  wenn  wir 
die  Drehungsaxen  mit  dem  beweglichen  Körper  selbst  fest  ver- 
bunden annehmen;  als  wodurch  es  geschieht,  dass  bei  jeder  Drehung 
die  Axen  aller  jedesmal  übrigen  Drehungen  um  ein  unendlich 
Weniges  mit  verstellt  werden. 

§.  20.  Der  Umstand,  dass  eine  unendlich  kleine  Veränderung 
der  Lage  der  Axen  auf  die  Lage  des  um  sie  gedi'ehten  Kör-pers 
keinen  Einflxrss  hat ,  kann  uns  veranlassen ,  unsere  Betrachtung 
noch  weiter  auszudehnen  und  mit  einem  Systeme  von  sechs  Axen 
z.  B.,  welche  der  Eeihe  nach  a,  h,  c,  d,  e,  f  heissen,  sieben  Körper 
A,  B,  ...,  F,  G  dergestalt  fest  verbunden  anzunehmen,  dass  A 
und  B  um  die  gemeinschaftliche  Axe  a,  B  und  C  um  die  ge- 
meinschaftliche Axe  b,  und  C  und  D  um  c,  u.  s.  w.  gedreht 
werden  können.  Bleibe  nun  A,  fo^lich  auch  a  in  Buhe,  und  werde 
B  mit  den  übrigen  C,  D,  ■..,  G  als  ein  festes  Ganzes  um  a  um 
den  Winkel  a  gedreht.  Man  drehe  hierauf,  während  A  und  B, 
mithin  auch  a  und  b  in  Buhe  bleiben,  den  Körper  C  in  unge- 
änderter  Verbindung  mit  den  übrigen  Korpera  D,  ..,,  G  um  b  um 
den  Winkel  ß,  u.  s.  w.,  und  endlich  den  Körper  G  aUein  um/ 
um  den  Winkel  t,  während  alle  vorbeigehenden  Körper  A,  ..,,  F 
unbewegt  bleiben.  Nach  allen  diesen  Drehungen  wird  der  Körper 
G  seiue  Lage  eben  so  geändert  haben,  als  wenn  er  nach  und  nach 
um  die  festen  Axen  a,  b,  •-.,/  resp.  um  die  Winkel  a,  ß,  ...,  L 
gedreht  worden  wäre.  Da  nun  durch  die  eben  beschriebenen  sechs 
Drehungen  das  System  der|sechs  Köi-per  5,  C,  ...,  G  in  jede  von  der 
anfänglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage,  die  es  dem  Zu- 
sammenhange der  Körper  durch  die  Axen  gemäss  anzunehmen  ver- 
m,ag,  gebracht  werden  kann,  und  da  ein  um  sechs  von  einander  unab- 
häi^ige  Axen  drehbarer  Körper  jeder  Verrückung  fähig  ist,  so 
schliessen  wir; 

Wenn  von  mehreren  Körpern,  m  einer  gewissen  Ordnung  ge- 
wonnen, Je  zwei  nächstfolgende  um  eine  gemeinschaftliche  Axe  drehbar 
sind,  so  hat,  wenn  der  ersie  festgehalten  mrd,  erst  der  siebente  eine  voll- 
kommen freie  Beweglichkeit,  und  dieses  auch  nw  dann,  wenn  die  sechs 
diese  sieben  Körper  verbindenden  Axen  in  eine  von  einander  unab- 
hängige Lage  gebracht  werden  können. 

Als  einfaches  Beipiel  hierzu  kann  umstehende  Figur  dienen, 
wo  von  sieben  Quadraten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  je  zwei  nächstfolgende  eine 
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Seite  gemein  haben.  Denkt  man  sich  diese  Seite  als  Axe,  um 
welche  die  zwei  durch  sie  verbundenen  Quadrate  drehbar  aind,  so 
kann  gegen  das  erste  Quadrat  erst  das  siebente  in  jede  behebige 
Lage    —    allerdings    nur    innerhalb    gewisser    Grenzen   —    gebracht 


C: J^- 


werden.  Die  hierzu  erforderliche  Unabhängigkeit  der  Axen  ergiebt 
sich  daraus,  dass  man  mit  den  sieben  Quadi-aten  in  ihrer  Verbindung 
einen  Wüi-fel  überdecken  kann,  bei  welchem,  die  zwei  nächstfolgen- 
den Quadraten  gemeinschaftücheii  Seiten  AD,  DB,  BÄ,  A'D', 
D'B',  B'A  eine  solche  Lage  gegen  einander  haben,  dass  zwischen 
Kräften,  welche  die  sechs  Seiten  zu  ihren  Uichtungen  haben,  kein 
Gleichgewicht  möglich  ist.  —  Sehr  leicht  kann  man  sich  von  der 
vollkommenen  gegenseitigen  Beweglichkeit  der  beiden  äussersten 
Quadrate  auch  durch  Proben  überzeugen,  wenn  man  die  Figur  etwa 
in  steifem  Papier  ausschneidet  und  dasselbe  nach  den  Seiten  bricht, 
in  denen  die  Quadrate  aneinander  gi-enzen, 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung,  dass  uns  der  eben  erläuterte 
SatÄ  zum  Aufschluss  über  eine  von  der  Natur  bei  den  Gliedmaassen 
der  Krebse  (und  wahrscheinlich  auch  anderer  Insecten)  getroffene 
Einrichtung  dienen  kann.  Bei  diesen  Thieren  bestehen  nämhch  die 
Beine,  so  wie  auch  die  Gliedmaassen,  an  deren  Enden  die  Scheeren 
sitzen,  aus  sechs  Ghedern,  die  unter  sich  und  mit  dem  Körper  selbst 
durch  sechs  Axengelenke  verbunden  sind*).  Hierdurch  aber  wird  nach 
dem  Vorigen  der  Zweck  erreicht,  dass,  während  der  KÖi-per  ruht, 
das  äusserste  Glied  jedes  Beines  voUkommen  freie  Beweglichkeit  hat. 


*)   Ohservationes  de  seeleto  astaei  fluviatilis  e 
;ote  C.  E.  HaBse.     Lipsiae  1623  p.  27. 


ni,  dissertatio  inauguralis 
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Formeln  dnrcli  Hülfe  der  Lehre  von  den 

DoppelsclinittsverMltnissen. 


[Crelle's  Journal  1842  Band  24  p.  85—92.] 
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Uekannt  ist  die  von  Eiilei  zuerst  aufgestellte  Fonnel 

j_.  I 5£ + 

^)     (<,-S)(»-<,),..(«~»)  +  (5-«l(S-„)...(S-m)^   ■ 

WO  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  ist,  als  die  um 
]  verminderte  Anzahl  der  Elemente  a,  b,  ...,  l,  m,  und  anch  null 
sein  kann. 

"Wenn  ich  nicht  uie,  hat  man  auch  bereits  gefunden,  dass  es 
eine,  dieser  algebraischen  analoge,  trigonometrische  Formel  giebt, 
die  aus  der  ersteren  erhalten  wird,  wenn  darin  etatt  der  einfachen 
Differenzen  a  —  5,  a  —  c,  5  —  c,  ...  in  den  Nennern  die  Sinus  der- 
selben, und  statt  der  Potenzen  von  a,  b,  c,  ...  die  Potenzen  der 
Sinus  oder  Cosinus  von  a,  b,  c,  ...  gesetzt  werden.  Indessen  dürfte 
die  folgende  Art  und  Weise,  wie  die  trigonometrische  Formel  aus 
der  algebraischen  hergeleitet  werden  kann,  neu  sein  und  vielleicht 
einige  Aufmerksamkeit  verdienen. 

"Werde  die  Zahl  p  um  zwei  Einheiten  geringer  als  die  Zahl  der 
Elemente  angenommen  und  Dir  somit  ihr  grösstmöglicher  Werth  ge- 
geben. Man  ziehe  nun  fürs  Erste  den  speciellen  Fall  in  Betrach- 
tung, wenn  die  Elementenzahl  gleich  5  und  mithin  p  =^  ^  ist.  Die 
identische  algebraische  Formel  ist  alsdann: 

^3  IS 

..  =  0, 


la-i^a-c)ia-d){a^e)^{b-a]{b^c){h-^ä){b-~e)^' 
oder,  wenn  man  statt  a,  b,  ...  resp,  a  —  x,  5  —  x,  ...  setzt: 

(»-6)(a-»)(o-<()(<.-«)^(6-a){4-c)(S-i)(4-e)^ 
und  wenn  man  das  erete  Glied  in  die  übrigen  dividirt: 
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(»)  = 

(S 

~T)'(«- 

-f)(» 

-a)(<.-.) 

(« 

-*)■(»- 

-t)(4 

-d){b-,y 

(«)  = 

(«- 

-»)■(»- 

-SKo- 

-d){a-~e) 

(« 

-»)'(«- 

-*)("- 

-«)(«-«)■ 

Den  Weith 

Ton 

(4)  kann  man 

aber 

ausdi-ückcii 

durch 

(S)  = 

t 

X 

,  S- 

^)(fe 

I     5 

E^.)(:-Ei 

5-e 

welches  als  ein  Pioduct  aus  drei  Dopp eis chnitta Verhältnissen  be- 
trachtet werden  kann.  Denn  nimmt  man  in  einer  Geraden  l  einen 
Punct  Z  willkürlich,  und  sechs  andere  X,  A,  B,  Ü,  D,  B  s,o,  dass 
mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  von  x,  a,  b,  ... 

ZX  =  x,     ZA  =  a,     ZB  =  h,     ,,,,     ZE^e, 
so  wird 


[l)  = 


IXB      C'B\  iXB      DB\  IXB       EB\ 

\xa''  ca]\xa'  da]  \xa  ■  ea] 


gleich  dem  Product  aus  den  drei  Doppelschnittsverhältnissen ,  nach 
welchen  eine  und  dieselbe  Linie  BA  m.  X  und  C,  in  X  und  D,  in 
X'  und  E  getheilt  wird  (Baryc.  Calc.  §.  182). 

Ein  Doppelschnittsverhältnisa  hat  aber  die  merkwürdige  und 
sehr  leicht  erweisliche  Eigenschaft ,  dass  sein  Werth  ungeändert 
bleibt,  wenn  statt  der  Linienah s chnitte ,  die  dasselbe  bilden,  die 
Sinus  der  Winkel  gesetzt  werden,  welche  die  von  einem  beliebigen, 
ausserhalb  der  Geraden  l  gelegenen  Puncte  0  nach  den  Endpuncten 
der  Abschnitte  gezogenen  Geraden  mit  einander  machen,  und  dass 
hiernach  a.  B. 

XB      CB   __  sinXO.g  ,  sin  COB 

XA  '    CA  ""  sin  XOA  '  sin  COA  ' 

Setzt   man  daher   die  nach   einer    und  derselben  Seite   gerechneten 

"Winkel,  welche  die  Linien  OX,   OA,   OB,  ...,   OJE  mit  OZ  machen, 

resp.  gleich  (p,  a,  ß,  y,  6,  e,  so  ist 

h  —  x  _   h  —  c  _   XB      CB  _  sin  {ß  —  y)      sin  [ß  —  y) 
a  —  x  ■  a  —  c~  XA  '  CA  ~  sin  {a  —  (p~]  '   sin  {a  —  y)' 
und  eben  so 


sin  (ß- 

-<f) 

sin  (ci  - 
sin  {ß  - 

-•t) 

-v) 

sin(o^ 

-,p) 
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Hiermit  wird 

_  sin  iß  —  y)^  sin  {a  —  y]  sin  {a  —  d)  sin  (a  —  e) 
^  '         sin  [a  —  y)'  sin  {ß  —  y)  sin  {ß  —  6)  sin  [ß—e)' 
und  ebenso  findet  sich 

^  sin  (y  —  ip)'  sin  (or  —  /?)  sin  (a  —  J)  sin  {a  —  e} 

'  '        sin  (a  —  9:1)'  sin  {y  —  ß)  sin  (y  —  ö)  sin  (;/  —  e) ' 

u.  s.  w.    Man  subatituire  nun  diese  Werthe  von  (ö),  (c),  ...  in  der  Glei- 

cliung .-!'),  so  kommt,  nach  Multiplication  mit  -. — -. -rr /-—. r: 

sin  (ß  —  ^y 


sin  [a  —  ß)  sin  {a  —  j')  [sin  («  —  ö]  sin  (11  ^  e) 

_l sin  ((j  —  fp)' ^ 

"^  sin  (/?  —  ß)  sin  (/^  —  y)  sin  ((:f  —  (?)  sin  (.iJ  —  £]  ^  ■  ■  ■ 
«ine  Gleichung,    welche   identisch  sein   muss,    da  eben  so,   wie   die 
Grössen  ä,  a,   b,   c,   d,  e,    auch  die  "Winkel  ip,  a,  ß,  y,  ö,  s  von  ein- 
ander unabhängig  sind. 

Auf  gleiche  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  einer  beliebten  Anzahl  n 
von  Winkel-Elementen  a,  ß,  y,  ...,  ;(,  v,  wenn  der  Küi-ze  wegen 


sin  (0;  —  ß)  sin  (w  ^  /)  ■  ■  -  sin  {«  —  v) 

_^ 1 _ 

sin  {ß  —  a)  sin  {ß- —  y)  ...  sin  [ß  —  )') 

1 


:[V] 


sin(r-«)sin(^-i3)...sin(r-;0   ' 
gesetat  wird,  die  Gleichung  stattfindet: 

0]    Hsm(o-y]"+[fflsin(|»^,,)'>-'  +  ...  +  M8m(»-yr->=0. 
Ist    nun    erstens   n,    nnd  damit  auch  n~2,  eine  gerade  Zahl, 
so  lässt  sich  sin  {a  —  g^)""*  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwickeln : 
^  +  S  coa  2  (ß  —  (^)  -1-  C  cos  4  [a  —  9))  +  . . .  +  iV"  cos  (w  —  2)  [ß  —  q:>) 
=  A  +  B  Qoa2a  cosUfp  +  ...  +  N cos{n  —  2)a  co&{n  —  2]cp 
+  5  sin2a  sin2f;)-l-...-HiVsin[«  — 2)a  sm{n~-2)q), 
wo  A,  B,  C,  ...,  iV  von  n  —  2  auf  bekannte  Weise  abhängige  Zahlen 
bedeuten.      Verfährt    man    auf  dieselbe  Art  mit   sin  [ß  —  y))"~^,   .  - . , 
sin  {v  —  (jo)"-*   und   substituir-t    alle   diese  Ent Wickelungen   in   0) ,   so 
kommt  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  A,  -]-£,  cos2f;i-l-  C^  cos  4 (-/)  +  ...  + iV,  cos{?*  — 2)y 
+  B^  sin2(p  +  Cj  sin4qr)  +  ...  ^-iV^  sin(w  —  2}(p, 
welche  für  alle  Werthe  von  tp  bestehen  muss.    Dieses  ist  aber  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  alle  die  Coefficienten  A^ ,  B,, ,  -5^ ,  C,^ ,  C^ ,  . . ., 
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N^ ,    jVj    einzeln    null  sind.     Somit    ergeben  sich  bei   einer    geraden 
Änziihl  von  Elementen  die  specieUen  Formeln 

[«]  +  [«  +  [/]  +  . ..  +  [^]  =  o 

'■  -  8111  '■'^'  sm     '  -  -'  sm 


Ist  dagegen  »  ungerade,  so  ivird 

sin  (ß  ^  1)1))"-^  =  A'  sin  f«  —  ^)  +  B'  sin  Z[a  —  (p] 
+  C  sinSfa  — 95)  +  ---  +  -A^'sin(*i  — 2)(ß  — cp], 
woraus,  durch  den  vorigen  ganz  analoge  Schlüsse,  die  Formeln 

'-  -*  COS  "-^  cos  '  ■-  ■'  cos 

-  ■"  cos  ^'  ^  cos    '  '-  -  cos 

["]  Ts  (»  -  2)«  +  •..  +  M  "°  (» --  2) »  =  0 

hervorgehen.     Ueberhaupt  also  hat  man: 

I)     [ß]  ^'^  j3 ß  +  [^a]  ^'"^  i»^  + . . .  +  [^]  ^™  _^,,  =  0 , 

'      '-  -'  cos-^         '-'^■'  cos-^'  '■  -^  cos-^  ' 

wo  p  absolut  kleiner  als  n,  und  n — p  eine  gerade  Zahl  ist. 

Endlich  sieht  man  leicht,  wie  hieraus,  bei  derselben  Bestimmung 
von  p,  die  Formel 

°i  w(::«r+M(:M"+-+w(:%f=o 

gefolgei-t  werden  kann. 

Zusatz.     Noch   allgemeiner   lässt  sich   die   letztere  Formel   also 
darstellen : 

TTTi  r  1  sin  ,  ,  sin  ,  ,  sin  , 

+ 

,    r  -  sin  sin ,  ,  sin , 

+  In  „„,(--»)  „„J'-z)  .„J'-V-) ...  =  0, 
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wo  die  Anzahl  der  Elemente  (p ,  x,  Vi  ■■■  gleich  dem  vorigen  p, 
also  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  Elemente 
a,  ß,  '/,  ...,  V. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellet  sogleich,  wenn  man  die  in 
[a],  [ß],  ...,  [v]  multiplicirten  Producte  aus  Sinussen  oder  Cosinussen 
in  Summen  von  Sinussen  und  Cosinussen  der  Vielfachen  von  «,  ß, 
...,  V  verwandelt.  Denn  in  der  somit  umgeformten  Gleichung  wird 
zufolge  I)  jede  der  Summen  von  GHedern,  welche  Gleichvielfache 
von  a,  ß,  ..-,  V  enthalten,  für  sich  null  sein. 

Von  der  Formel  III)  lässt  sich  noch  eine  besondere  Anwendung 
auf  die  Kugel  machen.  Seien  A,  B,  C,  ...  «  Puncte  in  einem 
grössten  Kreise  derselben,  und  P,  Q,  ...^Puncte,  welche  irgend 
ausserhalb  des  Kreises  auf  der  Kugel  liegen.  Man  fälle  von  letzteren 
auf  den  Kreis  die  sphärischen  Perpendikel  PP',  QQ',  ...,  und  setze 
die  sphärischen  Abstände  der  Puncte  A,  B,  C,  ...  und  P',  Q',  ... 
von  einem  im  Kreise  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  resp,  gleich 
tx,  ß,  y,  ...  und  (p,  %,  ...,  so  ist  zufolge  jener  Formel: 

cos  .^P'.  cos  ^Q'...  cos  .BP'.  COS.BQ'...  _ 

ain^JS.sin^C.  sin  ^X».,,  "^  sin-S^.sin^C.  siniJI>...  "^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

cos  PP'.  cos  QQ'... 
und  bemerkt,  dass 

cos  AP',  cos  PP'  =  cos  AP,     cos  A  Q'.  cos  Q  ö'  =  cos  ^  Q,   . . . , 
cos  BP',  cos  PP'=  cos  BP, 
u.  s.  w.,  so  kommt; 

cos  AP  .  cos  AQ...  cos  BP  .  cos  BQ...  

sin^.B,8in^C.sin^ö...  "^  siniJ^  .  sin-BC.  sin^Z»...  "^ 

Insbesondere  ist  daher  für  w  =;  3  und  p  ^  i : 

cos  AP  cos  BP  cos  OP  _ 

sin^£.sin^C"^sinP^.sin5C'"^sin  CA.  sin  CB  ~     ' 
oder 

sm  BC.  cos  ^P+siti  C^  ,  cos  PP+ sin  ^ß  ,  cos  CP  =  0*]. 

*)  Nimmt  man  die  Punote  A,  _B,  C,  F  einander  sehr  nahe  liegend  an  und 
berückaiehtigt  bloaB  die  dritten  Potenzen  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen,  so  ivird 

siii^C.eos^P=  {S C—  iSC^]  [1  -~:^AP^]  =  BC~^BC .  AP^—^BC^, 
u.  s.  w.     Hiermit  reducirt  sich,  die  obige  Formel  auf 

BC.AP-'+  CA.BP^-i-AB.CF''  =  —i{SC^+CA^+AS'']  =  SC. CA.  AB, 
^egen  BC+CA  +  AB  =  0:  eine  bekannte  Relation  bei  einem  System  von  drei 
Puncten  A,  B,  C  in  einer  Geraden  und  einem  vierten  P  ausserhalb  derselben, 

Möbins  Warks  I.  37 
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=  4  und  p  ^2  ist 

cos  AP .  cos  A  Q  cos  BP .  cos  B  Q 


a  AB.  smAC.  sin  AU  ^sinS^i.sm  BC.  sin  BD 
coä  CP .  cos  C'Q  cos  DP.  cos  Dd 


sin  CA .  sin  OB  .  sin  CD  ~  sin  DA  .  sin  DB  .  siu  DC  ' 
71  ^  b  kann  man  p  =  X.  oder  ^  3  setzen,  u.  s.  w. 


Bei  der  jetzt  mitgetheüten  Ableitung  der  trigonometrischen 
Formeln  I)  und  II)  aus  der  algebraischen  A)  wurde  eine  geome- 
trische Betrachtung  mit  zu  Hülfe  genommen.  Fände  man  dieses 
unstatthaft,  da  der  Gegenstand  der  Untersuchung  ein  rein  analy- 
tischer ist,  so  könnte  man,  ohne  das  Wesentliche  des  Beweises  zu 
ändern,  folge ndergestalt  zu  "Werke  gehen.  Man  drücke  das  Ver- 
hältniss 

ffl_— c     a  —  d 

h—o'  h  —  d' 
analog   mit  der  in  meinem  Baryc.   Calcul  (§.  183)  gebrauchten  Be- 
zeichnung durch  (m,  5,  c,  d)   aus     Alsdann  sind,  wie   dort  (§.  184), 
die    drei    aus   [a,  h,  c,  d)    durch   gegenseitige    Vertauschung   zweier 
neben  einander  stehenden  Buchstaben  entspringenden  Functionen: 


1)  (5,  a,  c,  d)  = 

2)  {«,  5,  d,  c)  -- 


[a,  b,  c,  d]  ' 
1 


3)  {a,  c,  b,  d)  =  l—{a,  b,  c,  d)\ 

und  hierdurch  sind  wir  im  Stande,  nach  und  nach  auch  alle  übrigen 
durch  Pennutation  der  vier  Elemente  a,  b,  c,  d  sicli  bildenden  Func- 
tionen durch  [a,  h,  o,  d)  auszudrücken. 
Es  ist  femer  f§.  185) 

4)  [a,  b,  c,  d)  (a,  b,  e,  c]  =  [a,  b,  e,  d), 

wodurch  sich  aus  zwei  Functionen,  welche  drei  Elemente  a,  b,  a 
gemein  haben,  das  eine  derselben  c  ehminiren,  d.  h.  die  atis  den 
vier  übrigen  Elementen  gebildete  Function  finden  lasst,  tind  dieses 
mit  Hülfe  der  Formeln  1),  2)  und  3);  auch  in  dem  Falle,  wenn  die 
Aufeinanderfo^e  der  Elemente  in  den  zwei  gegebenen  Functionen 
irgend  anders,  als  in  4),  ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  man,  wenn  drei  Functionen  gegeben 
sind,  welche  dieselben  drei  Elemente  a,  6,  c  gemein  haben,  z,  B. 
[«,  b,  c,  d]  =  D,     {a,  h,  c,  e)  =  E,     (a,  b,  c,  f]  =  F, 
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aus  ihnen  zwei  dieser  Elemente,  etwa  i  und  c,  eliminiren,  und  da- 
mit (a,  d,  e,  f)  durch  D,  E,  F  darstellen  kann.  Ist  noch  die  vierte 
Function 

[a,  b,  c,  g)  ^  G 

gegeben,  so  wird  man  noch  a  eliminiren  und  damit  {d,  e,  f,  g)  durch 
D,  E,  F,   G  ausdrücken  können.     In  der  That  findet  sich  [§.  186) 
{d,  e,  f,  g)  =  (ö,  E.  F,   G). 

Sind  folglich  bei  n  Grössen  a,  h,  c,  d,  e,  f,  ...  die  w  —  3  Func- 
tionen D,  E,  F,  ...  gegeben,  deren  jede  die  drei  ersten  a,  b,  c  und 
je  eine  der  n — 3  übrigen  Grössen  d,  e,  f,  ...  zu  Elementen  hat,  so 
wird  man  aus  diesen  offenbar  von  einander  unabhängigen  Functionen 
alle  übr^en,  weiche  sich  aus  vier  der  n  Grössen  bilden  lassen,  be- 
stimmen können  (§.  187);  und  dieses  bloss  durch  wiederholte  An- 
wendung des  durch  die  vier  Formeln  1),  ...,  4)  ausgedrückten  Al- 
gorithmus. 

Hat  man  folglich,  irgend  eine  identische  Gleichung  zwischen 
irgend  welchen  der  aus  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ...  gebildeten  Functionen, 
und  setzt  man  darin  statt  der  letzteren  ihre  durch  D,  E,  F,  ...  aus- 
gedrückten Werthe,  so  muss  die  somit  zwischen  D,  E,  F,  ...  her- 
vorgehende Gleichung  ebenfalls  eine  identische  sein,  indem  sonst 
durch  sie  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  von  einander  unabhäng^en 
B,  E,  F,  ...  ausgedrückt  werden  würde.  Ohne  daher  etwas  Näheres 
von  der  Art  zu  wissen,  wie  die  durch  [a,  b,  c,  d)  dargestellte  Func- 
tion aus  a,  b,  c,  d  zusammengesetzt  sei,  reicht  der  gedachte  Algorith- 
mus allein  hin,  um  jede  Gleichung  zwischen  solchen  Functionen, 
wenn  sie  identisch  ist,  als  solche  zu  beweisen. 

"Wenn  folglich  bei  einer,  auf  irgend  andere  Weise  aus  vier  Ele- 
menten zusammengesetj;ten  Function  die  Relationen  1),  ...,  4),  welche 
jenen  Algorithmus  begründen,  gleichfalls  stattfinden,  so  muss  jede 
Gleichung  zwischen  Functionen  der  ersteren  Art,  wenn  sie  eine 
identische  ist,  identisch  bleiben,  wenn  statt  der  ersteren  die  der 
anderen  Art  substituirt  werden. 

Solch  eine  andere  Function  von  vier  Elementen  a,  h,  c,  d  ist 
aber 

sin  [a  —  c]      sin  {a  —  d) 
sin  [b  —  c)   '  sin  [b  —  d) 

Denn  bezeichnet  man  dieselbe  durch  [a,  5,  c,  d],  so  ist  ersichtlich 

Sodann  ist 

[«,  c,  b,  d]=\  —[a,  b,  c,  d], 
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weil 

sin  (a  —  l]  sin  {c  —  d)  +  sin  {a  —  c)  sin  [d  —  b) 
4-  sin  (ti  —  d)  sin  (6  —  e]  =  0. 
Auch  hat  man 

[a,  b,  c,  d]  [a,  h,  e,  c]  =  [a,  b,  e,  d]. 
Jede    identische    Gleichung    zwischen    Functionen    der    ersten    Art, 
{a,  b,  c,  d),    etc,    wird    mithin  identisch   bleiben,    wenn    man    statt 
derselben  die  Functionen  [a,  b,  c,  d],  etc.   substituirt.     Nun  war  in 
der  identischen  Gleichung 

Ä)  1  =  (5)  +  [c]  4-  [d]  +  W 

jedes  der  vier   Glieder   [b],  ..,  [e)   ein  Product    aus  Functionen    der 
ersten  Art,  nämlich 

{},)  =  (i,  o,  I,  c)  (S,  a,  X,  i)  (J,  o,  X,  t), 
(,)  =  (c,  a.  X,  h)  (e,  »,  X,  i]  [c,  a,  x,  e), 
u.  s.  w.     Mithin  niuss  auch  die  Gleichung 

1  =  [»]  +  [■!}  + M  +  W. 

■worin 

[b]  =  [h,  a,  X,  c]  [i,  «,   .r,  d]  [b,  a,  x,  e], 

u.  3,  w.  ist,  eine  identische  sein.     Das  TJebrige  folgt  hieraus  auf  die 
bereits  gezeigte  Weise. 


y  Google 


Die  vom  Herrn  Dr.  Luchterhand 

am  Schlüsse  des  23ten  Bandes  mitgetheilte 

Bedingung,   unter   welcher   fünf  Puncte  in 

einer  Kugelfläche  liegen,  aus  einem  barycen- 

trischen  Princip  abgeleitet, 


[Crelle'8  Journal  1S43  Band  26  p.  26—3].] 
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Heir  Dr.  Luchterhand  entwickelt  in  Crelle's  Journal  Bd,  23 
p.  375  die  Relation,  welche  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  fünf  in  einer  Kugelfiäche  liegenden  Pnncten  stattfindet,  nnd 
gelangt  durch  geometrische  Deutung  dieser  Relation  zu  dem  merk- 
würdigen Satze,  dass,  wenn  man  von  den  fünf  Pyramiden,  welche 
durch  Je  vier  der  fünf  Puncte  bestimmt  werden,  den  Inhalt  einer  jeden 
mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  jedesmal  übrig  bleibenden 
fünften  Puncies  von  einem  beliebigen  sechsten  muUiplmrt,  die  Summe 
von  dreien  dieser  Producte  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen  ist. 
In  einer  Anmerkung  wird  der  entsprechende  Satz  für  die  Ebene 
hinzugefügt. 

Am  einfachsten  dürften  diese  Sätze  durch  Hülfe  nachstehender 
harycentrischer  Betrachtungen  zu  beweisen  sein,  bei  denen  sie  als 
specielle  Fälle  von  allgemeineren  Sätzen,  und  letztere  hinwiederum 
als  besondere  Anwendungen  eines  barycenti-isehen  Princips  erscheinen, 
das  noch  für  manche  andere  geometrische  Untersuchungen  von 
Nutzen  sein  kann. 

1.  In  Bezug  auf  ein  lechtwinkhges  Coordinatensystem  sei 
(X,  y,  Z)  der  Schwerpunct  der  in  den  Puncten  [a:,  y,  z),  {x' ,  y',  z'), 
etc.  befindhchen  Gewichte  m,  m',  etc.,  unter  denen  hier,  wo  bloss 
Raumgrössen  in  Betracht  kommen,  beliebige  Zahlen,  die  zum  Theil 
auch  negativ  sein  können,  zu  verstehen  sind.  Es  ist  dann  be- 
kanntlich 

^  =  ^J-5?y^"  °'^^^'  ^  (^~ ^)  +  -^'  [^~ ^')  +  ■■■  =0, 
folgHch 
a)    m3:^4-»iV^+  ...  =  m[X  +  [x  —  X)f -{- m' [X  +  [x' —  X)f  +  ... 
=.{m^m'+...)X^+m{x~XY  +  m'{x'~Xf+..., 
und  eben  so 

J^m'{y--Yf+..., 

r]         mz'+m'z'°-+...  =  [m-^m'+.--)Z'  +  m{z-Zf 
^ni{z  —  Zf+-... 
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Die  Addition  von  a),   b)  und  c)  giebt,   wenn  noch  der  Anfangspunct 

des  Coordinatensystems  mit  0,   die  Puncte   (x,  y,  s),    (x',  y\  z')  etc. 

mit  A,  A', ,..  und  ihr  Schwerpunct  {X,  Y,  Z)  mit  S  bezeichnet  werden . 

d)     m.  OA^+m'.  0A'^+...  =  {m  +  m'  -\-  .. .}  OS^  +  m .  SA^ 

+  m'.SA"'-\-  .... 
Ist  demnach  von   den  Puncten  A,  A',  ...,    denen  resp.  die  Ge- 
wichte ni,  m',  ...   zukommen,  S  der  Schwerpunct,   so  ist,   wo   auch 
der  Punct  0  angenommen  werden  mag,  das  Aggregat 

m.  OA*  +  m' .  0A'^+  ...  —{m  +  m'+...)OS^ 
stets  von  derselben  Grösse,     Sein  aus  d)  fliessender  Werth 

m .  SA*  +  m' .  SA'^  +  . , . 
ergiebt  sich,  wenn  man  0  mit  S  zusammenfallen  lässt. 

2.  Um  diese  Relationen  etwas  einfacher  darzustellen,  werde 
zu  dem  System  der  mit  den  Gewichten  m,  m',  ...  belasteten  Puncte 
A,  A',  ...  der  Schwei-punct  S  selbst  mit  einem  Gewichte  hinzuge- 
fügt, welches  der  negativ  genommenen  Summe  der  Gewichte  von 
A,  A',  ...  gleich  sei.  Man  erhält  somit  ein  System,  bei  welchem 
die  Sunnne  der  Gewichte  null  ist,  und  welches  gar  keinen  Schwer- 
punct hat,  allein  eben  deshalb  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder 
seiner  Puncte  der  Schwerpunct  der  jedesmal  übrigen  ist;  z,  B,  A  der 
Schwerpunct  von  A',  ...  und  iS  mit  den  resp,  Gewichten  m',  ...  und 
■ —  {m+m'+  ...).     Baryc.  Calcul  §.  10. 

Dass  das  System  der  Puncte  A,  B,  C,  ...,  deren  Gewichte 
a,  b,  c,  ...  seien,  keinen  Schwer^iunct  hat,  werde  ausdrückt  durch 

aA-^bB-\-cG-^...  =  G, 
wobei  immer  auch 

ß  +  5  +  e4-..,  =  0 
sein  muss  {ebendaselbst  §.  15,  4).     Die  geometrische  Bedeutung  hier- 
von ist,  dass  wenn  durch  A,  B,   0,  ...   nach  einer  behebigen  Rich- 
tung gelegte  Parallelen  von  irgend   einer  mit  dieser  Richtung  nicht 
parallelen  Ebene  in  A ,  B',  C ,  ...  geschnitten  werden, 

« .  ^  ^' +  ö  .  5  S' 4- e .  C  C" -H  . . .  =  0 
ist  {§,  13)  oder,   was  auf  dasselbe  hinauskommt,   dass,  wo   auch   der 
Punct  Z  angenommen  werden  mag,   das  Vieleck,   dessen  Seiten  pa- 
rallel mit  Z^  2S,  ^C,  ...  und  resp.  gleich  a  .  Zj;,  h.ZB,  c  .  ZC,  ... 
sind,  ein  in  sich  zurücklaufendes  oder  geschlossenes  ist. 

In  Verbindung  hiervon   mit   den  in   I.  vom  Schwerpuncte    be- 
Satze schliessen  wir  nun : 

Ist 

aA-\-bB'\-cO+...  =  0, 
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80  ist  für  jeden  Ort  des  Fundes  0  die  Summe 

a.OA^+b.OB^-\-c.  0C=+.-- 
von  derselben  Grösse;   oder,  was  dasselbe  aussagt:   es  ist  für  eine  be- 
liebige Annahme  der  Punote  0  und  P 

a  [OA^  —  PA"-)  4-  b  [OB^  —  PB^]  -\-  c  (OC—  PC)  +  .. .  =  0. 

3.  Anwendungen.  Mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen hei  Bezeichnung  einer  geraden  Linie,  eines  Dreiecks  oder 
einer  dreiseit^en  Pyramide  durch  Nebeneinander  Stellung  der  zwei, 
drei  oder  vier  an  die  End-  oder  Eckpuncte  gesetzten  Buchstaben 
(Bar.  Galc.  §§.  1,  18  und  19)  ist,  wenn  drei  Puncte  A,  B,  O  in 
einer  Geraden  liegen: 

aA^bB  +  cC=  (i, 
wobei  sich 

a  :   b  :  c^BG  :  CA  :  AB 

verhalten  (§,  22,  c),  oder  kurz:  es  ist 

BC.A^CA.B'>rAB.C=Q. 
Ebenso    hat    man    bei    vier    in    einer    Ebene    enthaltenen    Puncten 
A,  B,  O,  D  {§.  24,  c) 

BCD.A^OI)A.B  +  J)AB.C—ABC.D  =  0: 
und  bei  fünf  Puncten  A,   . . . ,  £  im  Räume  [§.  26,  '^) 

BCDE.A+CDEA.B+DEAB.C+EABC.D 
-i-ABCD.E  =  0. 
Wo  daher  auch   die  Puncte  0  und  P  angenommen  werden  mögen, 
so  ist,  wenn  A,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen: 
[1]     BC{OA^—PA^]  +  CA  [OB^—PB^]  -^AB[OC^  —  PC'}  =  0, 
wenn  A,  B,   G  und  X)  in  einer  Ebene  liegen : 

[2]         BCD{OA^—PA^)—CDA(OB^-~PB^] 

+  BAB  (OC^—  PC^)  —  ABG{OD^  —  PD^)  =  0, 
und  wenn  A,  ...,  E  fünf  Puncte  im  Eaume  überhaupt  sind; 
[3]         BCnE(OA^—PA^)  +  CZ>EA{OB^  —  PB^) 
+  I)EAB{OC^—PC^)-!rEABC{OD'-—PD^] 
+  AB  CD  (OE^—  PE"-)  =  0. 

4.  Weitere  Folgerungen,  a]  Man  lasse  in  [1]  den  Punct  P 
mit  A  zusammenfallen,  so  kommt 

BC.  OA''+GA.OB^+AB.OC^=  CA  .  AB^-^r  AB .  CA'- 
=  CA.AB  {CA  +  AB]  =CA.AB.  CB, 
wofür  man  auch  schreiben  kann; 

AB.OG^-{-BC.  OA^^AC.OB^+AB.BC.AC. 


yGoosle 


586  Barycentrische  Ableitung  der  Bedingung 

Diese  Formel,  in  welcher,  wenn  B  zwischen  A  und  C  liegend  an- 
genommen wird,  alle  Glieder  positiv  sind,  drückt  die  bekannte  Re- 
lation bei  einem  Dreieck  ACO  aus,  in  welchem  man  noch  die 
Spitze  0  mit  einem  Punete  B  der  Basis  A  0  verbunden  hat. 

i]  Nimmt  man  in  [2]  an ,  dass  die  vier  Punete  A,  ...,  D  in 
einem  Kreise  liegen,  und  lässt  P  den  Mittelpunct  dieses  Kreises 
sein,  so  wird 

PA^  =  PB^  =  PC  =  PD', 
und  da  immer 

BCD—CDA  +  DAB  —  ABC  =  Q 
ist  (Bar.  Calc.  §.  1 8,  c),  so  reducirt  sich  [2]  auf 

BCD.  OA^—  CDA  .  0B'+  BAB  .  00^—  ABC .  OV  =  t), 
worin,  wenn  A,  B,  C,  D  die  Ordnung  ist,  in  welcher  die  vier  Punete 
im  Kreise  auf  einander  folgen,  sämratliche  vier  Dreiecke  BCJD, 
CDA,  etc.  einerlei  Zeichen  haben.  Dabei  kann,  wie  man  noch 
bemerke,  der  Punct  0  auch  ausserhalb  der  Ebene  des  Kreises  liegen. 
Es  ist  die  Luchterhand'sche  Relation  für  den  Kreis. 

c)  Sind  A,  B,  C,  D,  E  fünf  Punete  in  der  Oberfläche  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunct  P  ist,  so  ist 

PA''  =  PB^  =  etc. 
Deshalb,  und  da  immer 

BGDE+CDEA-\-...+ABCD  =  (i 
ist  (§.  20,  d),  zieht  sich  unter  der  gemachten  Annahme  die  Formel  [3] 
zusammen  in: 
BCDE.  OA^+CDEA.  0B^+  DEAB  .  OG^-i-  EABC .  OD' 
+  ABCD.OE^=(l. 
Nimmt   man    dabei    an,    was    immer  möghch   ist,    dass   die   Punete 
A  und  E  auf  entgegengesetzten  Seiten   der  Ebene  BCD  hegen,  so 
haben,  wie  leicht  aus  §.  19  und  mit  Hülfe  einer  Zeichnung  erhellet, 
von  den  fünf  Pyramiden  BCDE,  ...,  ABCD  der  Formel  die  erste 
und  die  letzte  einerlei  Zeichen,  und   das   entgegengesetzte  die  drei 
übrigen.     Dies  ist  der  Luchterhand'sche  Satz  für  die  Kugel. 

d)  um  noch  eine  FolgeiTang  hinzuzufügen,  wollen  wir  setzen, 
dass  in  [2]  die  vier  Punete  A,  B,  C,  D  in  einer  Ellipse  Hegen,  von 
welcher  0  und  P  die  beiden  Brennpuncte  seien.     Alsdann  ist 

OA^PA  =  OB +  PB  =  etc. 
gleich   der  grossen  Axe  der   ElHpse,   welche   2a   heisse.     Hierdurch 

OA^—PA^=2a{OA  —  PA)  =  2a{20A—2a); 
ebenso 

OB^-~PB^^2a{2  0B  —  2aj,  etc. 
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imd  die  Gleichung  [2]  verwandelt  sich  damit  in 

£GD(OA  —  a)  —  CDA{OB  —  a)  +  ...  =  0, 
oder  da 

BOn—CDA  +  ...  =  D 
ist: 

K)    OA.BCI)—OB.Cl>A-\-OC.DAB—OI).ABC=0. 
Durch  ganz  ähnliche  Schlipse  wu-d  man  zu  derselben  Gleichung 
auch   unter   der  Voraussetzung  geführt,   dass  A,  B,  0,  D  in   einer 
Hyperbel  liegen,  welche  0  und  P  zu  Brennpuncten  hat.     Da  ferner 
ein  Kegelschnitt  durch  drei  in  ihm  liegende  Puncte  und  den  einen 
seiner  beiden  Brennpuncte  vollkommen  bestimmt  ist,   so   schliessen 
wir:     dass    die   Gleichung  K)   die   notkwendige  und  hinreichende   Be- 
dingung darstellt,  unter  welcher  vier  Puncte  A,  B,   G,  D  einer  Ebene 
in  einem  Kegelschnitte  liegen,  von  welchem  O  der  eine  Brennpunct  ist. 
Zusätze,     a]    Zerlegt  man   die  Dreiecke  BOD,    CDA,  ...   in 
solche,  welche  insgesammt  O  zur  Spitze  haben,  und  wonach 
BCD=  OBC+OCD+ODB, 
CDA==  OCD+ODA+OAC 
etc.,  ist,  so  geht  die  Gleichung  K)  über  in 

{OD—OA)OBG-\-{OB—OA)OGD-^{OB—OG)  ODA 
■^[OD—  00]  OAB  +  [OC~-OA)  ODB-\-[OD—  OB)  OCA  =  0. 
Hieraus  fliesst  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Polar- 
coordinaten  von  vier  Puncten  eines  Kegelschnittes,  wenn  dessen 
einer  Brennpunct  zum  Pol  genommen  wird  [oder  die  Gleichung 
zwischen  den  Radien  Vectoren  und  den  Längen  von  vier  Oertern 
eines  Planeten).     Setzt  man  nämlich 

OA  =  r,     OB  =  r',     OC=r",     OD  =  r"', 
und  die  Winkel,   welche   diese   vier  Linien  nach  einerlei  Seite   hin 
mit    einer   in    der  Ebene    des  Kegelschnittes    gezogenen   Grundlinie 
machen,  gleich  l,  T ,  X',  X" ,  so  werden  die  Dreiecke 

OBG^\rW'  sin  (r— ?'),     OGI)=^  \r"r"'  sin  (/"—  X'], 
etc.,  und  damit  die  vorige  Gleichung 

[r"'  —  r)r'r"  sin  [X'—X)-^{r'  —  r)r"r"'  sin  [X"—X') 
+  (/— /')r"Vsin  {l  —  X")-\-[r"''—r")rr'  sin  [V —l) 
+  jr"—  r]  r"'r'  sin  (/'—?")  +  [»■"'—»•'}  /V  sm  {l—f)  =  0. 
Auch  muss  sich  dieselbe  Gleichung  als  Resultat  der  Elimination  aus 
den  vier  Gleichungen 

p^r  [1  +  e  cos  {l  —  to]],        p  =  r"  [1  +  e  cos  (f  —  w)], 

p  =  r'[\  -\-e  cos  [X—a)],        p  =  r"  [1  +  c  cos  (/"—  w]) 

ergeben,   welche   der  Reihe  nach   ausdrücken,   dass  die  vier  Puncte 
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(r,  l),  [r',  T),  {r",  /"),  [)^",  /"')  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  dessen 
halber  Parameter  gleich  p,  dessen  Excentricität  gleich  e,  dessen 
Hauptaxe  mit  der  Grundlinie  einen  Winkel  gleich  oj  macht,  und 
Ton  welchem  der  eine  Brennpunct  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten  ist. 

b)  Setzt  man  bei  [2],  wie  vorhin,  dass 

OA±PA=  OB  ±PB=  etc.  =  20, 
nimmt  aber  nicht  zugleich  an,  dass  0  und  P  mit  A,  B,  C,  D  in 
einer  Ebene  liegen,  so  sind  Ä,  ..,  D  vier  Puncte  einer  Fläche,  die 
durch  Umdrehung  eines  Kegelschnittes,  dessen  Brennpuncte  0  und  P 
sind ,  um  seine  Hauptaxe  entsteht.  Die  Gleichung  K]  gilt  folglich 
auch  dann,  wenn  A,  B,  O,  D  in  dem  Durchschnitte  einer  Ebene  mit 
einer  solchen  Revolutionsfläche  liegen,  welche  0  zu  dem  einen  ihrer 
Brennpuncte  hat. 

c)  Da  die  Gleichung  K)  auch  dann  noch  bestehen  muss,  wenn 
bloss  0,  nicht  auch  P,  in  der  Ebene  AB  CD  liegt,  und  da  in  diesem 
Falle  nach  dem  Satze  d)  A,  ..,  D  in  einem  Kegelschnitte  liegen, 
welcher  0  zum  Brennpuncte  hat,  so  schliessen  wir  noch: 

Der  Schnitt  einer  Fläche,  welche  durch  Umdrehung  eines  Kegel- 
schnittes um  seine  Hauptaxe  entsteht,  mit  einer  durch  den  einen  Brenn- 
punct des  Kegelschnittes  beliebig  gelegten  Ebene,  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  denselben  Brennpunct  zu  dem  seinigen  hat. 

d)  Behandelt  man  die  Gleichung  [3]  ähnlichei'weise  wie  [2],  so 
findet  sich: 

OA.BCDE+OB.  CDEA+OC.DEAB 
-{-OD.EABC+OE.ABOD  =  0, 
als  die  Bedingungsgleichung    dafür,   dass  fünf  Puncte  A,   ....  E  in 
einer  durch   Umdrehung  eines  Kegelschnittes   um  seine  Hauptaxe  ent- 
stehenden Fläche  liegen,  von  welcher  0  der  eine  Brennpunct  ist. 

Indem  man  jede  der  fünf  Pyramiden  ^CZJ^,  etc.  in  vier  andere 
zerlegt,  deren  jede   0  zur  Spitze  hat,  und  wonach  z.  B. 

BCDE=  OCDE—ODEB+OEBC—OBCD 
ist  (§.  20  zu  Ende),  vei-wandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 
:^{0A—  OB)  OCED  -\-:S{OA~  OD)  OEBG  =  \), 
wo   jeder    der  beiden   summatorisehen  Ausdrücke    eine  Summe  von 
fünf  Gliedern  darstellt,  deren  jedes  aus  dem  nächst  vorhergehenden, 
das  zweite   aus   dem  hingeschriebenen   ersten,   erhalten  wird,   wenn 
man  A,  £,   C,  D,  E  resp,  in  B,  O,  D,  E,  A  vei-wandelt. 
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das  in  einen  Kegelschnitt  beschriebene 

Sechseck  betreffend. 


[Berichte    der   Königl.    Säclisischen    Gesellschaft    der  Wissenschaften    math.-phys 
Classc  1847  Band  1  p.  170—175  und  Crelle's  Journal  Band  36  p.  211)— 220.] 
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Jcjine  projective  Eigenschaft  einer  ebenen  Figur  ist  bekanntlich 
eine  solche,  welche  auch  jeder  anderen  Figur  zukommt,  welche  eine 
Projection  der  ersteren  Figur  auf  eine  andere  Ebene  durch  Linien 
aus  einem  Puncte  ist.  Hat  man  daher  eine  solche  Eigenschaft  für 
eine  gewisse  Projection  als  richtig  bewiesen,  so  ist  sie  damit  auch  für 
jede  andere  Projection  und  folglich  allgemein   dargethan.     Am  vor- 


theilhaftesten  aber  wird  es  sei 
zu  wählen,  bei  welcher  mögli 


,  für  jene  gewisse  Projection  diejenige 
liehst  viele  der  von  einer  Projection  zur 
anderen  veränderliche  Verhältnisse  der  Figur  möglichst  einfache 
Werthe  erhalten,  indem  somit  der  Beweis  der  piojectiven  Eigen- 
schaft durch  Zuhülfenahme  anderer  aus  diesen  einfachen  Verhält- 
nissen fliessenden  nicht  projectiven  Eigenschaften  der  Figur  am 
meisten  erleichtert  werden  wird. 

Ein  Beispiel  hierzu  giebt  die  höchst  merkwürdige  von  Pascal 
entdeckte  projective  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  wonach  die  drei 
Durchschnitte  der  einander  gegenüber  liegenden  Seiten  eines  in  eine 
solche  Curve  beschriebenen  Sechsecks  in  einer  Geraden  liegen. 
Weil  jeder  Kegelschnitt  auf  eine  andere  Ebene  als  Kreis  projicirt 
werden  kann,  so  wird  Pascal's  Sata  für  alle  Kegelschnitte  bewiesen 
sein,  wenn  er  nur  für  den  Kreis  dargethan  ist.  Aber  noch  mehr: 
zu  einem  Kegelschnitte  und  einer  in  seiner  Ebene  gezogenen,  ihn 
selbst  nicht  treffenden  Geraden  l  können  eine  Projectionsebene  und 
ein  Projectionscentrum  immer  so  bestimmt  werden,  dass  die  Pro- 
jection des  Kegelschnittes  ein  Kreis  wird,  und  die  Projection  jedes 
Punctes  der  Geraden  l  in  die  Unendlichkeit  fällt,  d.  h.  dass  von  je 
zwei  Geraden  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes,  welche  sich  in  l 
schneiden,  die  Projectionen  einander  parallel  sind.  Man  wu'd  mithin 
nur  zu  zeigen  haben,  dass,  wenn  bei  einem  in  einen  Kreis  beschrie- 
benen Sechsecke  zwei  aufeinander  folgende  Seiten  beziehungsweise 
den    ihnen   gegenüberliegenden   parallel    sind,    auch    die  zwei  noch 
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Übrigen  einander  gegenüberliegenden  Seiten  einander  parallel  sind; 
und  es  würde  somit  das  Theorem  Pascal's  wenigstens  für  den  Fall 
dargethan  sein,  wenn  die  durch  zwei  der  drei  Durchs ehnittspunete 
zu  führende  Gerade  l  den  Kegelschnitt  nicht  trifft.  Dass  es  aber 
auch  dann  gilt,  wenn  l  den  Kegelschnitt  berührt  oder  schneidet, 
kann,  wenn  auch  nicht  auf  diesem  einfachen  Wege  der  Projection, 
doch  durch  Hinzufugung  einer  einfachen  analytischen  Betrachtung 
gezeigt  werden. 

Das  Voranstehende  ist  etwa  der  Gang,  auf  ■welchem  HeiT 
Gergonne  im  4.  Bande  seiner  Annalen  der  Mathematik  Seite  78  iF, 
das  merkwürdige  Theorem  bewiesen  hat.  Den  Nerv  dieses  Beweises 
macht,  wie  man  sieht,  die  eben  bemerkte  und  noch  darzuthuende 
Eigenschaft  eines  Sechseckes  im  Kreise  aus.  Es  gründet  sieh  die- 
selbe auf  den  elementaren  Satz,  dass  zwischen  parallelen  Sehnen 
liegende  Kreisbogen  einander  gleich  sind,  und  umgekehrt:  dass  die 
Endpuncte  ziitiei  einander  gleichen  Kreisbögen  sich  durch  parallele 
Sehnen  verbinden  las'^en  oder,  um  mich  bestimmter  auszudi-ücken 
und  die  Eigenschaft  ganz  allgemein  für  jede  Gestalt,  welche  das 
Sechseck  im  Kreise  haben  kann,  darthun  zu  können 

Sind  zwei  Sehnen  AB  und  A'B'  eines  Kreises  etnandef  parallel, 
gleichviel  oh  dte  Mtrhtungen  AB  und  A!B'  einerlei  odet  einander  ent- 
gegengesetzt sind,  so  sind  die  Bögen  AA'  und  B'B  des  Kieises, 
loenn  sie  nach  einerlei  Sinne  gerechnet  werden,  einandet  gleich,  und 
umgekehrt:  sind  zwei  nach  einerlei  Sinne  gerechnete  Bogen  AA'  und 
B'B  eines  Kreises  einander  gleich,  so  sind  die  Sehnen  AB  und  A'B' 
einander  parallel. 

Zieht  man  demnach  in  einem  Kreise  von  zwei  behebigen 
Puncten  A  und  A'  derselben  aus  irgend  zwei  einander  parallele 
Sehnen  AB  und  A'B',  und  von  B  und  B'  aus  u-gend  zwei  andere 
einander  parallele  Sehnen  BC  und  B'O',  so  sind  die  nach  einerlei 
Sinne  gerechneten  Bögen  AA'  und  B'B  einander  gleich,  und  ebenso 
die  Bögen  B'B  und  CC,  folglich  auch  die  Bögen  CO'  und  AA'; 
folglich  sind  die  Sehnen  OÄ'  und  G'A  einander  parallel;  oder,  wie 
man  statt  dessen  auch  sagen  kann:  Ist  bei  einem  in  einen  Kreis 
beschriebenen  Sechseck  ABCA'B'C  die  erste  Seite  AB  mit  der 
vierten  AlB',  und  die  zweite  BC  mit  der  fünften  B'C  parallel,  so 
ist  es  auch  die  dritte  CA'  mit  der  sechsten  CA. 

Der  Beweis,  welchen  Herr  Gergonne  von  diesem  Satze  beifügt, 
ist  von  dem  jetzt  mitgetheilten  allerdings  nicht  wesentlich,  sondern 
nur  hinsichtlich  der  äusseren  Fassung  verschieden.  Allein  ausser- 
dem, dass  die  hier  gebrauchte  Fassung  einen  neuen  Beleg  des 
Nutzens  giebt,  welchen  eine  stete  Berücksichtigung  der  Aufeinander- 
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folge  (lei  Buchstaben  bei  den  Bezeichnungen  geometrisch  er  Objecte 
gewährt,  so  wird  man  bei  dieser  Fassung  gleichsam  von  selbst  zur 
Verallgemeinerung  des  Pascal'schen  Satzes  hingeleitet. 

In  der  That,  zieht  man  von  C  und  G'  aus  noch  zwei  einander 
parallele  Sehnen  CD  und  G'D'  nach  beliebiger  Richtung,  so  hat 
man  die  einander  gleichen  Bögen 

AÄ  ^  B'B  =  CO'  =  D'D. 
Mithin  müssen  auch  die  Sehnen  AD  und  D'A'  einander  parallel 
sein.  Alle  die  jetzt  gezogenen  Sehnen  bilden  aber  zwei  Vierecke 
ABCD  und  A'IS'C'D',  und  wir  schliessen  somit;  "Wenn  von  zwei 
in  einen  Kreis  beschriebenen  Vierechen  A..D  und  A'..D'  drei 
Seiten  ^B,  £C,  CD  des  einen  den  gleichnamigen  AB',  B'C,  CD' 
des  anderen  parallel  sind,  so  sind  auch  die  zwei  noch  übngen  Seiten 
DA  und  D'A!  einander  parallel. 

Lässt  man  auf  CD  und  CD'  noch  ein  neues  Paar  paralleler 
Sehnen  DE  und  D'E'  folgen,  so  sind  die  Bögen 

AA'  =  ...  =  D'D  =  EE', 
folglich  die  Sehnen  EA!  und  E'A  einander  parallel.  Dies  giebt  ein 
in  den  Kreis  beschriebenes  Zehneck  ABCDEA'B'C'D'E',  in  wel- 
chem AB  und  A'B',  BC  und  B'C,  u.  s.  w.  d.  h.  je  zwei  einander 
gegenüberliegende  Seiten  einander  parallel  sind,  und  wobei  der 
Parallelismus  des  fünften  Paares  aus  dem  der  vier  vorhergehenden 
folgt. 

Man  setze  an  E  und  E'  ein  fünftes  Paar  paralleler  Sehnen  EF 
und  E'F',  so  sind  jetzt  die  Bögen 

AA  =  ...  EE'  =^F'F, 
und  mithin  die  Sehnen  FA  und  F'A'  einander  pai-allel.  Man  be- 
kommt somit  zwei  in  den  Kreis  beschriebene  Sechsecke  ÄBCDEF 
und  A' ...F',  deren  gleichnamige  Seiten  einander  parallel  sind,  und 
wobei  wiederum  der  Parallelismus  des  letzten  Paares  aus  dorn  vor- 
hergehenden zu  schliessen  ist. 

Schon  diese  wenige  Fälle  werden  hini-eichen,  um  einzusehen, 
dass  alle  auf  solche  Weise  durch  fortgesetztes  Anlegen  pai'alleler 
Sehnen  entstehenden  Figuren  von  doppelter  Ai't  sind,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  Paare  paralleler  Seiten  ungerade  oder  gerade  ist. 
Bei  einer  ungeraden  Anzahl  von  Paaren,  gleich  2m -|-  1,  bilden  alle 
4  m  4- 2  Seiten  ein  einziges  Vieleck.  Ist  die  Anzahl  der  Paare  ge- 
rade, gleich  Im,  so  erhält  man  zwei  gesonderte  Vielecke,  jedes  von 
Im  Seiten.  Jede  dieser  Figuren  besitzt  aber  die  Eigenschaft,  dass 
der  Parallehsmus  eines  jeden  Seitenpaares  eine  Folge  aus  dem  Pai-al- 
lelismus  aller  jedesmal  übrigen  Paare  ist. 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  diese  beim  Kreise  stattfindende 
Eigenschaft  nach  den  Gesetzen  der  Projection  auf  Kegelschnitte 
überhaupt  auszudehnen.  Durch  Schlüsse  von  ganz  derselben  Art, 
wie  oben  beim  Sechseck,  erhalten  wir  damit  folgende  zwei  Sätze: 

1}  Wenn  hei  einem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielecke 
von  6,  10,  14,  etc.  oder  überliav/pt  4m +2  Seiten  die  Durchschnitte 
aller  Paare  gegenüberliegender  Seiten  bis  auf  eines  in  einer  Geraden 
begriffen   sind,    so    liegt   darin   auch    der  Durchschnitt    dieses  letzten 


II)  Wird  zu  einem  in  einen  Kegelschnitt  besc/irieienen  Vielecke 
von  gerader  Seitenzahl  ein  zweites  von  gleichet'  Seitenzahl  in  den 
Kegelschnitt  so  beschrieben ,  dass  die  Durchschnitte  je  zweier  gleich- 
vielter  Seiten  beider  Vielecke  bis  auf  einen,  den  letzten ,  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  ist  auch  der  letzte  in  dieser  Geraden  enthalten. 

Schliesslich  füge  ich  noch  die  diesen  Sätzen  nach  dem  Gesetz 
der  Dualität  entsprechenden  bei,  die,  wenn  man  will,  gleichfalls  aus 
der  Natur  des  Kreises  hergeleitet  werden  können,  indem  man  die 
dui-ch  Paare  von  Ecken  der  Vielseite  zu  legenden  Geraden  sich  ins- 
gesammt  im  Mittelpuncte  des  Kreises  schneidend  annimmt,  um 
welchen  die  Vielseito  beschrieben  worden  (vergl.  die  Gergonne'sehe 
Abhandlung). 

I)  Wenn  bei  einem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielseit 
mit  im  +  2  Ecken  alle  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbindenden 
Geraden  bis  auf  eine  sich  sich  in  einem  Puncte  ; 
diesen  lernet  auch  die  das  noch  übrige  Eckenpaar  » 

n)  Wird  zu  einem  um  einen  Kegelschnitt  ieschriebetzen  Vielseit 
mit  gerader  Eckenzahl  ein  zweites  Vielseit  mit  der  nämlichen  Ecken- 
zahl so  beschrieben,  dass  die  durch  je  zwei  gleiohvielte  Ecken  beider 
Vielseite  zu  ziehenden  Geraden  bis  auf  eine,  die  letzte,  steh  in  einem 
Puncte  schneiden,  so  trifft  diesen  Punct  auch  die  letzte  Gerade. 


Der  Satz,  dass  die  zwischen  parallelen  Sehnen  eines  Kreises 
liegenden  Bögen  des  letzteren  einander  gleich  sind,  und  dass  um- 
gekehrt die  Endpuncte  z^veier  einander  gleichen  Bögen  eines  Kreises 
durch  parallele  Sehnen  verbunden  werden  können,  —  dieser  Satz 
kann,  etwas  anders  ausgedrückt,  auf  alle  Kegelschnitte  ausgedehnt 
wei'den.  Setzt  man  nämlich  statt  der  Bögen  die  ihnen  stets  pro- 
portionalen Sectoren  des  Ki-eises,  und  ptojicirt  alsdann  die  Figur 
durch  Parallellinien  auf  eine  gegen  ihre  Ebene  gene^te  Ebene,  so 
erhält  man  folgendes  Theorem: 
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Sind  AB  und  AB'  zwei  parallele  Sehnen  einer  Ellipse  und  ist  M 
der  Mittelpunct  der  Ellipse,  so  sind  die  elUptiaeh&n  Sectoren  MAA 
und  MBB' ,  sowie  MA'B  und  MAB',  einander  gleich,  und  dieses 
auch  hinsichtlich  des  durch  die  Buchstabenfolge  in  ihren  Ausdrücken 
bestimmten  Vorzeichens.  Umgekehrt:  Sind  zwei  elliptische  Sectoren 
MA'A  und  MBB'  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  einander  gleich, 
so  sind  die  Sehnen  AB  und  A'B'  einander  parallel.  Oder  noch, 
anders  ausgedi'ückt : 

Es  bewege  sich  ein  Punct  P  in  einer  Ellipse  dergestalt,  dass  der  bis 
zu  ihm  vom  Mittelpuncte  der  Ellipse  aus  gezogene  Radius  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht.  Die  zwischen  zwei  parallelen 
Sehnen  AB  und  A'B'  der  Ellipse  enthaltenen  Bögen  A'A  und  BB', 
so  wie  A'B  und  AB',  werden  dann  von  P  in  gleichen  Zeiten  durch- 
laufen, und  umgekehrt. 

Dieselben  Sätze  gelten,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die 
Hyperbel,  und  zwar  der  umgekehrte  in  allen  Fällen,  der  directe 
aber  mit  einer  Beschränkung,  welche  aus  der  Doppelgestalt  der 
Hj'perbel  entsteht,  und  wonach  zwei  Puncte  einer  Hyperbel  nur 
dann  die  Endpuncte  eines  hyperbolischen  Bogens  sein  können,  wenn 
sie  in  einer  und  derselben  Hälfte  der  Curve  Hegen. 

Endlich  gelten  diese  phoronomischen  Sätze  wörtlich  auch  für  die 
Parabel,  wenn  man  dieselbe  von  einem  Puncte  also  durchlaufen 
lässt,  dass  eine  durch  den  Punct  gelegte,  mit  der  Axe  der  Parabel 
stets  parallel  bleibende  Gerade  in  gleichen  Zeiten  gleich  breite 
Parallelstreifen  überstreicht.  Es  ist  dies  keine  andere,  als  die  para- 
bolische Wui-fbewegung,  und  wir  können  daher  noch  schliessen : 

Werden  von  einem  geworfenen  Körper  die  Bögen  AB  und  OD 
in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt,  so  sind  die  Geraden  AD  und  BG 
einander  parallel;  und  wenn  die  Bögen  AB  und  BC  in  gleichen 
Zeiten  beschrieben  werden ,  so  ist  die  Gerade  A  C  parallel  mit  der  an, 
die  Curve  in  B  gelegten  Tangente. 
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Zu  dem  Aufsatze 

des  Herrn  Dr,  Baltzer  im  Jahrgang  1855  der 

Berichte  8,  62,  die  Leibniz'sohe  Quadratur  der 

Sectoren  von  Kegelschnitten  betreftend. 


[Berichte    der    Königi.   Säehsisohen    Gcsellsetaft   der   Wissensehafcen   math.-phys. 
Classe  1856  Band  8  p.  !9— 20.] 
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hei  0  der  Mittclpunct  einer  Ellipse,  AM  ein  Eogen  derselben, 
OB  der  mit  OA  conjugirtc  Halbmesser,  X  der  Durchschnitt  von 
OA  mit  einer  durch  M  parallel  mit  OB  gezogenen  Linie,  S  der 
Durchschnitt  von  021  mit  der  in  A  an  die  ElHpse  gelegten  und 
daher  mit  OB  parallelen  Tangente,  und  T  der  Durchschnitt  von  AS 
mit  der  in  3f  angelegten  Tangente.  Alsdann  ist,  wie  a,  a.  0.  mittelst 
eines  sehr  einfachen  analytischen  Calculs  bewiesen  wird,  das  Ver- 
hältniss  des  elliptischen  Sectora  OAM  zu  der  von  einem  Paare  con- 
jugiiter  Halbmesser  zum  anderen  constanten  Dreiecksfläche   OAB 


txOAB  -  "'"  """  ÖJ-'"^  ^""^s  05  "  "  "'"  '•'"'^  OB 
Dieselben  Formeln  lassen  sich  aber  auch  ohne  alle  Rechnung 
L  aus  der  Natur  des  Kreises  mittelst  des  Princips  der  Affinität 
ableiten,  da  jede  Ellipse  eine  dem  Kreise  affine  Curve  ist.  Man 
construire  zu  dem  Ende  eine  der  Figur  OABMXST  affine  Figur 
O'A'B'lfX'S'T'  also,  dass  0'£'=  O'A',  und  A'O'B'^  90",  was 
immer  thunlich  ist.  Die  vorige  Ellipse  AMB..  wird  dadurch  ein 
Kreis  A'M'B'..,  dessen  Mittelpunct  0'  ist.  Dabei  sind  0',  X',  A', 
desgleichen  0',  M',  S',  sowie  A',  T',  S'  in  gerader  Linie;  O'B', 
X'M',  A'S'  sind  auf  O'A',  und  M'T'  auf  O'S'  perpendicular,  und 
der  Bogen  A'M'  wird  von  O'T'  halbirt.  Hiernach  ist 
sect  O'A'M' 


tr 

O'A'B'              O'A 

•'-"-"•  o'j: 

A'S' 
=  «0  t.ng  ^^  = 

2  ,rc  tang  grp 

metrischen 

Eigenschaften  affiner  Figuren  gemt 

iae  isl 

sect  O'A'M' 

sect  OAU 

tr  O'A'S' 

tr  OAB    ' 

O'X' 

OX       A'S' 

AS       A'T' 

AT 

"0^ 

'~  OA'      OB'  ~ 

'  OB-      O'B'  ^ 

OB 

folglieh  u.  s.  w. 
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600  Zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Dr.  BalUar  etc. 

Die  entsprechenden,  vom  Herrn  Dr.  Baltzer  gleichfalls  aufge- 
stellten, Formeln  für  den  Sector  einer  Hyperbel  lassen  sich,  wenn 
man  iviU,  ans  denen  für  den  elliptischen  Sector  sogleich  dadurch 
folgern,  dass  man  OB  iu  i .  OB,  wo  «  ^  V —  1,  und  damit 

tr  0AB  =  \OA.  OB  .  sin  AOB 
in  i  .  tr  OAB  verwandelt,  und  von  den  bekannten  Transformationen 

i  .  arc  cos  u  =^  log  {u  -f-  Vu-  —  Ij   und  24  are  tang  iv  =  log         ■- 

Gebrauch  macht. 

Ohne  hierauf  näher  einzugehen,  will  ich  noch  eine  wegen  ilu-cr 

Einfachheit    mir    nicht    minder   bemerkenswerth  scheinende   Formel 

für  den  Sector  OAM  hinzufügen.    Sie  ist,  wie  aus  einer  der  vorigen 

ganz  analogen  Betrachtungsweise  hervorgeht,  für  die  Ellipse: 

sect  OAM  __     _     .    tr_OAM 

tr  OAB~  ~  ^^''^  ^^^  tFOAB  ' 

Für  die  Hyperbel  fliesst  hieraus: 

sect  OAM  .     tr  OAM 

— 7^— r-j^-  =  arc  sin  -; „  , ..; , 

t  ü-  OAB  i  tr  OAB' 

und  wenn  man  das  reelle  Verhältniss  tr  OAM  :  tr  OAB  =p  setzt. 

sect  OAM 


^og  ip  +  yi-yp^), 


tr  OAB 

eine  Formel,  die  sich  auch  schon  aus  der  a.  a.  O.  für  die  Hyperbel 
gegebenen 

sect  OAM        ,      I  ^    ,    y\ 

deduciren  lässt,  indem  sich 

^  :  1  =  tr  OAM  :  tr  OAB  =  XM  :  OB  =  y:b, 
und  damit  ^__^_ 

V\  +p^  :1  =x:  a 
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lieber  die  Zusammensetzung  gerader  Linien 

und  eine  daraus  entspringende  neue  Begrün- 

dungsweise  des  barycentrischen  Calculs. 


[CreUe'8  Journal  1844  Band  28  p.  1—9.; 
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i.  Die  einzigen  Sätze  der  Geometrie,  die  ich  hierbei  als  er- 
wiesen voraussetze,  sind  die  zwei:  »dass  zwei  Gerade,  deren  jede  mit 
einer  dritten  parallel  ist,  auch  mit  einander  parallel  sind«,  und  ;ida8s 
Parallelen  zwischen  Parallelen  einander  gleich  sind«. 

Im  Folgenden  soll  durch  Setzung  des  Gleichheitszeichens  zwischen 
die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien,  z.  E.  durch  AB  =  CD,  stets 
angezeigt  werden,  dass  die  zwei  Linien  nicht  bloss  von  gleicher  Länge 
sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung  haben,  so  dass,  wenn  die  eine 
Linie  CD  parallel  mit  sich  fortgeführt  wird,  bis  C  mit  A  zusammen- 
fällt, dann  auch  D  mit  B  coincidirt,  Mit  dieser  Bezeichnungsart 
lassen  sich  jene  zwei  Sätze  kurz  also  ausdrücken: 

I)    Ist  AB  =  CD   und    CD  =  JSF,    so  ist  auch  AB  =  BF. 
II}    Ist  AB  =  CD,  so  ist  auch  AC=BD. 
Hieraus  lässt  sich  sogleich  weiter  schhessen: 

in)    Ist    1)    AB  =  A'B'    und    2)    BC  =  B'C\    so    ist    auch 
AG=A'C'. 
Denn  nach   11)  folgt  aus   1|  AA'=BB',    und  2)  BB'=  CG';    folg- 
lich nach  I)  AA:=  CC'\  folglich  nach  II)  AC=.AC'. 

IV)  Ist  1)  AB  =  ÄB',  2)  BC=B'G',  3)  CD^G'D', 
4)  DE -=  D'E',  etc.,  so  ist  a.uch.  A D  =  A' D' ,  AE  =  A'E\ 
etc.  Denn  aus  1)  und  2)  folgt  nach  III)  AC=A'G'; 
hieraus  und  aus  3)  eben  so  AD  =  A'D',  etc. 

2.  Sind  AB,  CD,  BF  mehrere  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  gegebene  gerade  Linien,  und  setzt  man,  von  einem  behebigen 
Puncte  P  ausgehend,  diese  Linien  parallel  mit  ihren  Richtungen 
aneinander,  macht  also 

PQ  =  AB,     QE=CD,    liS=EF, 
und  bildet  somit  die  gebrochene  Linie  l'QBS,   so  soll  diese  Opera- 
tion  die   Zusammensetzung   oder    die   geometrische   Addition 
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Zusammeiis 


!;  gerader  Linien 


der  gegebenen  Linien  heissen;  zum  Unterschiede  von  der  arithme- 
tischen, als  wobei  bloss  die  Grösse  der  Linien,  nicht  auch  ihre 
Richtung  in  Betracht  kommt.  Die  gerade  Linie  vom  Anfangspuncte  P 
bis  zum  Endpuncte  S  der  gebrochenen  Linie  PQ.BS  nenne  man  die 
geometrische  Summe  der  Linien  AB,  ...,  und  drücke  dieses 
hier  aus  durch 

AB-\-CD  +  EF=  PS. 

Fällt  der  Endpuuct  jS  mit  dem  Anfangspuncte  P  zusammen,  so  ist 
die  geometrische  Summe  Null,  und  man  schreibe  alsdann 

AB+CD  +  EF=^{i. 
Wenn  AB,   CD  und  EF  dieselbe  Summe  wie  GH  und  IK  haben, 
so  schreibe  man,  um  dieses  auszudrücken: 

AB^OD  +  EF=  GH+IK 
Uebrigens  ist  von  selbst  klar,    dass,   wie  auch  die  Punete  A,  B,   C, 
D,  ...  im  Räume  liegen  mögen,  stets  sein  witi: 

AB  +  BA^O,     AB~ir£0=AC, 
AB  +  BC-\-CA  =  0,     AB  +  BC+CD  =  AD, 


3.  M'enn  man,  um  AB,  ...  zusammenzusetzen,  statt  P  irgend 
einen  anderen  Punct  P'  zum  Ausgangspuncte  wählt,   und  hiernach 

P'Q'=^  AB,      Q'B.'=  CD,     B'S'=  EF 
macht,  so  ist  nach  I) 

PQ  =  P'Q',     QU  =  Q'R',    BS  =  BS', 
und    daher   nach    IV)    PS  =:  P'S'\    d.  h.   die  geometiische   Summe 
bleibt  dieselbe,   welches  auch  der  Punct  sei,   von  welchem  man  bei 
der  Addition  ausgeht. 

Die  geometrische  Summe  mehrerer  Linien  ist  aber  nicht  bloss 
von  dem  Orte  des  Ausgangspuncte s,  sondern  auch  von  der  Ordnung, 
in  welcher  man  sie  zusammensetzt,  unabhängig.  Denn  macht  man, 
um  AB  und  CD  zu  addiren,  das  einemal,  mit  AB  anfangend, 
PQ  =  AB,  QM  ^=  CD,  und  das  anderemal  mit  CD  anfangend, 
PQ'=  CD,  Q'R' =  AB,  so  ist  hiernach  1)  PQ=Q'E'  und 
2)  PQ'=QR;  folglich  wegen  ]}  PQ'=QR',  und  gleich  QR 
wegen  2);  also  M'  mit  R  identisch,  so  dass  sich  das  eine-  wie  das 
anderemal  PR  als  Summe  ergiebt.  Eben  so  können  überhaupt  bei 
mehreren  zu  addu-enden  Linien  irgend  zwei  nächstfolgende  mit 
einander  vertauscht  werden;  und  da  man  von  irgend  einer  Auf- 
einanderfolge mehrerer  Elemente  durch  fortgesetztes  Vertauschen 
je    zweier    nächstfolgenden    zu   jeder    anderen   Folge    der   Elemente 


y  Google 


und  neue  Begründung  des  baryeen  tri  sehen  Cakuls.  605 

gelangen  kann,  so  ■wird  aiich  bei  mehreren  geometrisch  zu  addirenden 
Linien,  ganz  wie  bei  der  arithmetischen  Addition,  die  Ordnung,  in 
welcher  man  sie  nach  nnd  nach  verbindet,  jede  beliebige  sein  können, 

4.     Sind  die   Linien  AB,    CD,    EF,    GH,    IK  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  gegeben,    und  macht  man,    von  P  ausgehend, 

PQ=^AB,    Qli=CD,   RS=EF,    ST=GH,    TU=IK, 
so  ist 

AB-^CD  +  EF^  PS,     GH+IK=  SU, 
und 

AB  +  CD  +  ...  +  IK=  PU,     ^  PS-{-SU, 
nach  2)  zu  Ende.     Setzt  man  daher 

a)  AB+CD  +  EF=LM 

und 

h]  GH+IK^NO, 

so  ist 

LM=  PS,     NO^SU, 
und 

AB+CD-\-...-^IK==PS-\-SU=LM+NO, 

d.  h.  man  kann  die  Formeln  u)  und  b),  und  ebenso  drei  und  mehrere 
solcher  Formeln  zu  einander  addiren. 

Ist  die  zu  a)  zu  addirende  Fonnel  mit  a)  identisch,  so  kommt: 
AB-\-CD  +  EF+AB  +  CD-\-EF=LM^LM, 
oder  wenn  man,  da  Linien  in  jeder  beliebigen  Ordnung  addirt  werden 
können  (3),  je  zwei  gleichnamige  unmittelbar  auf  einander  folgen 
lässt,  und  unter  m  .  AB  eine  Linie  versteht,  welche  mit  AB  einerlei 
Richtung  und  eine  Länge  hat,  die  sich  zu  der  von  AB  wie  m  :  1 
verhält : 

'2.AB  +  2.CD-^%.EF=1.LM, 
und  eben  so,  wenn  man  m  mit  a)  identische  Formeln  addirt: 

c)  m.AB  +  m.OD  +  m.EF=m.  DM; 

1V0  m  jede  ganze  positive  Zahl  sein  kann. 

Unter  derselben  Voraussetzung   in  Betreif  von  m  kann  man  aus 

a)  schliessen,  dass 

111] 
—  .  AB  +  —  .  CD  +  —  .  EF=  —  .  LM. 

Denn  setzt  man 

i..^B-|-_L,  CD  +  '^^.EF  =  XY, 

m  tn  m 

so  ist  auch,  iveil  man  mit  ?n  multipliciren  kann, 
AB-^OD  +  EF=m.XY\ 
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folglich  wegen  a) 

m.XY=  L3i, 
und  daher 

XY=  —  .LM. 
m 

Eine  Formel  wie  a)  kann  man  daher,  oäme  ihre  Richtigkeit  auf- 
zuheben, mit  jeder  ganzen  positiven  2ahl,  folglich  auch  mit  jedem 
rationalen  positiven  Bi'uche,  also  nach  bekannten  Schlüssen  auch 
mit  jeder  irrationalen  positiven  Zahl  multipliciren  oder  dividiren*). 

Das  für  die  Formel  a)  jetzt  Bewiesene  muss  endlich  auch  für 
Formeln  von  der  allgemeinen  Form 

ß*)  a.AB  +  c.CD-i-...  =  l.LM 

gelten ,  wo  a,  c,  ...  und  I  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten. 
Denn  wenn  man  darin  a  .  AB  =  A'B',  c  .  CD  ^  CD',  etc.  und 
l.  LM^=  UM'  setzt,  so  wird  diese  Form  auf  die  vorige  a)  zurück- 
geführt. 


*)  Dasselbe  la  t  s  eh  i  oh  leicht  mit  Hülfe  der  Lehre  von  ähnUchen  Figuren 
darthun  o  w  e  umgekehrt  d  e^e  Lehre  aus  obigem  Satze  abgeleitet  werden  kann. 
So  folgt  z    B    aus  der    dent    ohon  Gleiehuug 

d  SS  ^uch 

iB^m.BC  =  m.AC 
X      ^etat  m       d  her 

iB  =  FG    und   m.BC=GH, 
d 

AC  =  FG+rs;H=FH; 

1  h  snd  z  e  Se  ten  FC  GH  eines  Dreiecks  den  Seiten  AB,  BC  eines 
nderen  ]  arallel  ui  d  hncn  proportional,  so  ist  auch  die  dritte  Seite  FH  des 
ersteren  der  dritten  Se  te  -iC  des  letzteren  parallel,  und  ihr  in  demselben  Ver- 
halt S'je  proportouaL  Oder  snd  FG,  GH,  HF  resp.  den  AB,  SC,  CA 
l  Etrallel   und  setzt  man  de  halb 

FG=p   AL       GH=q.SC,     HF  =  r,CA, 
30  kommt  durch  Addition  dieser  Formehi: 

ti  ^  p.  AB -i-q.BC-^r.  CA. 
Immer  ist  aber  auch 

r.AB-i-r.SC+r.  CA=  0, 
und  daher  (Kr,  5) 

(p  —  r]  AB  -i-  iq  —  r]BC  =  0. 

So  lange  aber  A,  B,  C  nicht  in  einet  Geraden  liegen,  kann  von  zwei  Linien, 
welche  die  Eiobtungen  AB  und  5 C  haben,  die  geometrische  Summe  nicht  Null 
sein,  und  es  muas  dann  folglich  jeder  der  Coefflcienten  p  —  r  und  q^r  einzeln 
Null  sein,  also 

y  =  j  =  r    und    FG  :   GH  :  HF  =>  AB  :  BC  :  CA; 
d.  h.,   wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  FGR  denen  eines   anderen  ABC  parallel 
sind,  so  sind  sie  ihnen  auch  proportional. 
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5.  So  ^vie  iii  der  Arithmetik  a  -\-  b  ^  c  und  a-^  c  —  h  iden- 
tische Gleichungen  sind,  so  kann  man  auch  hier  die  Formeln 

1)     AB+GD  =  EF   und    2)     AB  =  EF—CD 
als    identisch   betrachten,    und   AB    den   geometrischen    Unter- 
schied zwischen  .Ei^  und  OD  nennen,  wenn  E¥  die  geometrische 
Summe  von  AB   und  CD  ist.     Setzt  man  zu  1)   auf  beiden  Seiten 
DC  hinzii,  so  kommt: 

AB  -=  EF+DC^  EF—  CD 
nach  2);    wonach   eine  Linie  von   einer  anderen  geometrisch  suh- 
trahiren  nichte  anderes  heisst,    als   dieselbe  Linie,    nach  der  ent- 
gegengesetzten   Richtung    genommen,    zu    der    anderen    geometrisch 
addiren. 

Wenn  daher  in  der  ob^en  allgemeinen  Fonnel  ß),  gegen  die 
dortige  Annahme,  eines  oder  etliche  Glieder  negative  Zeichen  haben, 
so  kann  man,  verlangt  man  bloss  positive  GKeder,  entweder  das 
Minuszeichen  eines  Gliedes  geradezu  in  Plus  verwandeln,  muss  aber 
dann  noch  den  Anfangs-  und  den  Endpunct  der  zugehörigen  Linie 
mit  einander  vertauschen;  oder  man  kann  das  negative  Glied  bloss 
mit  Aenderung  seines  Vorzeichens  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens setzen. 

Ueberhaupt  geht  aus  dem  Bisherigen  heiTor,  dass  man  der- 
gleichen Formeln  wie  a)  vollkommen  so  wie  gewöhnliche  Gleichungen 
behandeln  kann,  dafern  sie  nur  rücksichthch  der  in  ihnen  vor- 
kommenden Linien  stets  von  hnearer  Form  bleiben,  so  dass  man 
nämlich  Glieder  von  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die 
andere  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  bringen,  alle  Glieder 
mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder  dividiren,  und  zwei  oder 
mehrere  solcher  Formeln  zu  einander  addiren,  oder  die  eine  von 
der  andeiren  subtrahiren  kann. 

6.  Wir  sind  somit  zu  einer  Rechnungsart  mit  geraden  Linien 
gelangt,  deren  Richtigkeit,  so  lange  die  Linien  Theile  einer  und 
derselben  Geraden,  oder  mit  derselben  Geraden  parallel  sind,  keines 
Beweises  bedarf,  und  deren  Zulässliehkeit ,  wenn  die  Linien  ver- 
schiedene Richtungen  haben,  aus  den  allerersten  Sätzen  der  Pa- 
rallelentheorie flies  St. 

Es  lässt  sich  aber  diese  Rechnung  mit  Linien  noch  auf  eine 
eigenthümliche  Weise  umgestalten;  und  dieses  in  Folge  einer  merk- 
würdigen Beziehung,  welche  bei  geometrisch  zu  addirenden  Linien 
zwischen  den  Anfangs-  und  Endpuncten  der  Linien  stattfindet.  Man 
habe  z.  B.  die  Linien  AB  und  CD  zu  addiren.     Da  immer 
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A£  =  AD  +  DB   und    CD=CB  +  BD 
ist,  so  wird 

AB-\-CD  =  AD-^DB  +  CB  +  BD  =  AB-\-  CB, 
indem 

DB-\-BD  =  0 

ist.  Sind  demnach  A,  B,  G,  D  irgend  vier  Puncte  im  Räume,  ao 
erhält  man  dasselbe  Kesultat,  man  mag  die  Linien  AB  und  CI), 
oder  die  Linien  AD  und  GB  zusammensetzen;  mit  anderen  Worten; 
zur  Zusammensetzimg  zweier  Linien  reicht  es  schon  hin,  dass  man 
weiss,  welches  ihre  Anfangspuncte  (A  und  G)  und  welches  ihre  End- 
puncte  {B  und  D)  sind,  nickt  aber  wie  letztere  zu  ersteren  gehören 
(ob  B  zu  A  und  D  zu  G,  oder  B  zu  A  und  B  zu  C). 

Dasselbe  Princip  gilt  nun,  wie  man  leicht  sieht,  auch  bei  der 
Zusammensetzung  Yon  drei  und  mehreren  Linien.  Denn  sollen  z.  B. 
die  drei  Linien  AB,  OD  und  BF  addirt  werden,  so  kann  man  zu- 
erst, weil  die  Ordnung,  in  welcher  sie  addii-t  werden,  -willkürlich  ist, 
und  man  daher  beliebige  zwei  zu  den  zwei  ei-sten  nehmen  kann, 
irgend  zwei  Endpunete,  wie  B  und  D,  oder  D  und  F,  oder  B  und  F, 
mit  einander  vertauschen.  Können  aber  von  mehreren  in  gewisser 
Ordnung  auf  einander  folgenden  Elementen  je  zwei  mit  einander 
vertauscht  werden,  so  lassen  sie  sich  durch  Wiederholung  dieser 
Operation  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen,  und  man  kann  folglich 
die  Endpunete  B,  D,  F  auf  jede  beliebige  Weise  mit  den  Anfangs- 
puncten  A,  G,  E  verbinden,  so  dass  z.  B. 

AB  +  OD-\-EF=AF-{-CB-\-ED. 

Eben  so  lässt  sich  statt  AB  +  BG-\-  GA,  worin  A,  B,  C  die 
Anfangspuncte  und  B,  G,  A  die  Endpunete  sind,  setzen  AA-'r BB 
+  00;  und  da  jede  der  Linien  AA,  BB,  CG  offenbar  für  sich 
Null  ist,  so  muss  auch  AB  +  BG+  CA  =  0  sein  (vergl.  Nr.  2). 

7.  Da  es  also  bei  jeder  beliebigen  Anzahl  geometrisch  zu  ad- 
dirender  Linien  immer  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen,  welches  die 
Anfangs-  und  welches  die  Endpunete  sind,  nicht  aber,  wie  letztere 
mit  ersteren  zusammengehören,  so  wollen  wir  alle  diese  Puncte  isolirt 
schreiben,  und  zur  Unterscheidung  den  Anfangspuncten  das  positive, 
den  Endpunctcn  das  negative  Zeichen  geben,  wollen  also  statt 
AB+GD  +  EF 

A  —  B  +  G—D  +  E—F,    oder    A->r  G -\' E  — B  —  D  — F 
schreiben,    oder  wie  man   sonst    diese    sechs  Buchstaben    mit    ihren 
Zeichen    auf   einander    folgen    lassen    will.     Äiich   wird   diese   Aua- 
drucksweise  noch  dadurch  gereclitfertigt ,  dass,  so  wie  der  Ausdruck 
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AA,  geometrisch  genommen,  eine  Linie  gleich  0  bezeichnet,  auch 
A- —  Am  arithmetischem  Sinne  gleich  0  ist.  In  Üebereinstimmung 
mit  dei  Natui-  der  geometrischen  Zusammensetzung  lässt  sich  daher 
die  von  einem  Puncte  zu  einem  anderen  zu  ziehende  gerade  Linie, 
als  durch  svelche  der  Unterschied  zivischen  der  Lage  der  beiden 
Puncte  bestimmt  wird,  im  Calcul  durch  den  Unterschied  der 
beiden  Puncte  selbst  auschücken. 
Da  ferner,  eben  so  wie 

AB+CB^  AD  +  BC, 
all  eil 

a.AB  +  a.  CD==  a.AD  +  a.BG 

ist,  so  wird  man  auch,  wenn  in  einer  Foi-mcl  Glieder  mit  nume- 
rischen Coefficienten ,  wie  a.AB,  etc.  vorkommen,  statt  derselben 
aA- — aB,  etc.  und  daher  statt 

a]  a.AB  +  c.On  +  ...  =  l.LM 

schreiben  können: 

a*)  aA  —  aB  +  cC~-cD  +  ...^lL  —  lM 
und  jede  Folgerung,  welche  man  aus  a)  allein,  oder  aus  a)  in  Ver- 
bindung mit  noch  anderen  ihr  ähnlichen  Formeln,  nach  den  in  Nr.  5 
bemerkten  Begeln  ziehen  kann,  ist  dieselbe;  und  keine  anderen  wird 
man  auch  aus  «*)  imd  den  ihr  ähnlichen  Formeln  ableiten  können. 
Liegen  z.  B.  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  so,  dass 

AB-^20D=^2BC, 
so  wird  man  statt  dessen 

A  —  B  +  ^C—'i.D  =  2B  —  2G  oder  ^  +  4  6^=35  +  27? 
schreiben,  und  daraus  unter  Änderen  folgern  können 

4C— 45  +  .B  ^  ^  =  2  J)  —  2.^, 
d.  i. 

^CB-^BA  =  ^DA. 

Mit  Fonneln,  wie  «*),  wird  es  demnach  gestattet  sein,  alle  die 
arithmetischen  Operationen  vorzunehmen,  bei  welchen  sie  in  Bezug 
auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Puncte  von  linearer  Form  bleiben; 
wobei  noch  der  Vortheil  stattfindet,  dass  man  sich  der  Formeln, 
welche  in  geometrischer  Bedeutung  identisch  sind,  wie 

AB-\-BC  =  AC', 
nicht  mehr  zu  erinnern  braucht,  indem  solche  in   aritli metisch-iden- 
tische {A  —  B  +  B^C=A—C]  übergehen. 

8.  Soll  umgekehrt  eine  Formel,  deren  Glieder  Prodiicte  avis 
Zahlen   in  Puncte  sind,    Sinn  iind  Bedeutung  haben,   so   muse   die 

Jlflbina  Werke  I.  39 
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Summe  aller  Zahlen  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  der 
Summe  der  Zahlen  auf  der  anderen  Seite  gleich  sein;  d.  h.  die  Formel 
muss  auch  dann  noch  richtig  sein,  wenn  alle  Puncte  weg^eeU'ichen 
werden. 

So  wird  z.  B.  zum  Bestehen  der  Formel 
i)  aA  +  bB  =  cC 

erfordert,  dass  a-^  b  ^=  c  ist.     In  der  That  whd  alsdann 

aA  —  aC^bC—hB, 
d.  i. 

a.AC^h.CB. 
Haben  aber,  ii'ie  hierdurch  angezeigt  wird,   die  Linien  A  0  und  OB 
einerlei   Richtung,    und    überdies    den    Piinct   C  gemein,    so    liegt 
C  mit  A  und  B  in  einer  Geraden.    Die  Formel  1)  drückt  daher  aus, 
dass  A,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen,  und  dass  sich  dabei 

AC  :   CB  =  h  :  a 
verhält. 

Damit  die  Formel 

2)  aA^hB-\-oC  =  dD 

bestehe,  muss  a  -y-Ii  -^  c  -^  d  seui;  woraus 

aA~aD  +  hB  —  hD  =  oD  —  cC, 
d.  i. 

a.AD-^h.BD  =  c.DC 

folgt.  Da  die  aris  a ,  AD  und  h.BD  Zusammengesetze  Linie  oifen- 
bar  in  der  durch  AD  und  BD  zu  legenden  Ebene  enthalten,  oder 
doch  mit  der  Ebene  ABD  parallel  sein  muss,  und  die  Linie  die 
Eichtung  DG  haben,  also  durch  den  Punct  D  der  Ebene  gehen 
soll,  so  ■wird  durch  2)  ausgedrückt,  dass  A,  B,  0  und  D  in  einer 
Ebene  liegen. 

Dasselbe  folgt  auch  daraus,  dass,  wenn  man 
ß)  aA+bB  =  {a  +  b)E 

und  daher 

ß]  {a  +  />}E+öC=ia+b  +  c}D 

setzt,  E  nrit  A  und  B,  und  Z>  mit  E  und  0  in  einer  Geraden  liegt, 
also  AB  und  CD  sich  in  einem  Puncte  E  schneiden.  Dabei  ver- 
hält sich 

y)      AE  :  EB=^h  :  a   und  ED  :  DO  =  c  :  a+ b. 

Mit  diesen  Proportionen  lässt  sich,  wenn  die  Puncte  A,  B,  C 
und  die  Verhältnisse  zwischen  a,  b,  c  gegeben  sind,  der  Punct  D 
bestimmen.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  2)  wh-d  hiernach  der 
Ausdruck  des   Punctes   D  genannt,    der    auf   der    rechten  Seite 
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steht.  Eben  so  ist  in  1)  aA  +  f/B  der  Ausdmck  von  C.  Umgekehrt 
hat  jeder  mit  A  und  B  in  einer  Geraden  liegende  Punct  einen  Ans- 
druck  von  der  Form  1),  und  jeder  mit  A,  B  und  G  in  einer  Ebene 
liegende  Punct  einen  Ausdi-uck  von  der  Fonn  2). 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  in  2)  «-(-5  =  0,  also  b  =^  — a 
ist,  muss  d=  c  sein.     Aus  2)  wird  alsdann : 

aA  —  aB^^cD  —  cC, 
iJso 

a.AB  =  c.DC\ 
d.  h.  die  Linien  AB  und  DO  sind  einander  parallel  und  verhalten 
eich  wie  c  und  a.    Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  durch 
die  Proportion  /],  welche,  wenn  h  ^  — a  ist, 

AE : BE=IA 
giebt.  Dieses  ist  aber,  so  lange  A  und  B  zwei  verschiedene  Puncto 
sein  sollen,  nicht  anders  mißlich,  als  wenn  E,  oder  der  Dru'chschnitt 
von  CD  mit  AB,  unendlich  entfernt  liegt.  Bemerken  wir  daher 
noch,  dass  aA  —  aB  oder  A  —  B,  als  Ausdmck  eines  Punctes  ge- 
nommen, einen  in  der  Richtung  AB  unendlich  entfernten  Punct 
ausdrückt. 

In  dem  Falle,  wenn  in  der  Gleichung  2)  die  Summe 

ist,  wird  D  zufolge  ß)  ein  unendlich  entfernter  Punct  in  der  Ge- 
raden £C,  also  ein  in  der  Ebene  ABC  nach  einer  bestimmten 
Sichtung  unendlich  weit  liegender  Punct. 

Aehnli  eher  weise  zeigt  sich,  dass,  wenn  A,  B,  C,  D  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und 

3)  aA+bB  +  cC+dD  =  (a  +  i  +  c  +  d)E 
gesetzt  wird,  E  ein  durch  die  Lage  von  A,  B.  C,  D  und  durch  die 
Verhältnisse  zwischen  «,  b,  o,  d  unzweideutig  bestimmter  Punct  im 
Räume  ist;  dass,  wenn  a-\-b-\-c-\-d=^0  ist,  E  unendlich  entfernt 
nach  einer  bestimmten  Richtung  liegt,  und  dass  umgekehrt  jeder 
Punct  im  Räume  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  3)  dargestellt 
werden  kann. 

9.  Die  Rechnung  mit  Formeln  der  Art,  wie  1),  2),  3),  ist  es 
nun,  die  ich  in  meiner  Schrift  vom  Jahre  1827  die  barycen- 
trische  genannt  habe.  Offenbar-  ist  die  gegenwärtige  Herleitung 
dieser  Formeln  einfacher,  als  die  in  jener  Schrift  gegebene,  indem 
dort  ihre  Erkläi-ung  noch  ein  System  fremdartiger  Hülfslinicn  er- 
forderte.    Es  wurde  nämlich  die  Formel 

a)      aA+bB  +  cC+...=^{a-i-b  +  c  +  ...)S 
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als  der  abgekürzte  Ausdruck  der  Gleichung 

ß)    a.AA'  +  b.BB'  +  c.CC'+...  =  {a  +  b  +  c  +  ...)SS' 
angesehen,  wo   A',  B',  C,  ...  und  S'   die  Durchschnitte    einer   be- 
liebig gelegten  Ebene  s  mit  Linien  waren,  die  man  durch  A,  B,  C,  ... 
und  S  pai-allel  mit  einer  willkürlichen  die  s  schneidenden  Richtung  l 
gelegt  hatte*). 

Von  der  anderen  Seite  kann  freitich  nicht  geleugnet  werden, 
dass  bei  einer  solchen  Erklämng  jedes  Glied  der  Formel  eine  mathe- 
matische Bedeutung  erhält,  während  bei  der  hier  gegebenen  Dai- 
st«llung  die  einzelnen  Glieder  nicht  als  wu'kliche  Grössen,  sondern 
nur,  ich  mochte  sagen,  durch  ein  Spiel  des  Calculs  zum  Vorschein 
kommen.  "Wie  dem  aber  auch  sein  mag,  so  dürfte  doch  das  hier 
über  die  geometrische  Addition  Gesagte,  und  der  innige  Zusammen- 
hang, in  welchem  diese  Lehre  mit  der  barycenti-ischen  Eechnung 
steht,  einer  Mittheüung  nicht  ganz  unwerth  gewesen  sein. 


"}  Die  Gleichung  ß)  kann  aus  der  Formel  r)  aueli  sehr  leielit  mittelst  der 
hier  zum  Grunde  gelegten  Principlen  hergeleitet  werden.  Es  ist  nämlich  die 
Formel  «)  gleichbedeutend  mit 

a.AS+h.BS  +  o.CS-Jr...  =  <l, 
oder,  da 

AS  =  AA'+  A'S'+  S'S, 
etc.  ist,  gleichbedeutend  mit 

a{AA'-i-A'S'i-S'S}  +h[BS'+ £'S'+ S'S]  +.,,  =  0. 

a(AA'+  S'S)  +  l  {B  £'+  S'Sj  +.-.  =  TU, 
a     i"^+b   B'  S'+       =  VW 
setzt.    Da  aber  AA',  BS  md   '^S  sammfhoh  mit  der  Linie  l  picallel  emd 

und  A'S',  B'S',  ...  in  dei  Ebene  f  liegen  %a  mus«  aieh  TU  mit  l  und  f  JT  mit 
e  parallel  sein;  FlfFkann  daher  nicht  mit  1  oder  TV  parallel  sein  weil  l  ind  b 
sich  achneiden  sollen.  Mithin  kann  die  geometrische  S  imrae  \ou  IT  iid  TIT 
nicht  anders  Null  sein,  \ls  wenn  jede  dieier  Linien  einaeln  Null  ist  Dies  °'iebt 
die  Formeln 

a(AA'+  S'S)  +  HBB'+  S^S)  +  ...  =  0 

a.A'&+h.B'S'+...  =  D, 
von  denen  die  erstere  einerlei  mit  der  zu  beweisenden  ß]  ist ,  die  letztere  aber  an- 
zeigt,   dass,    wenn  die   geometrische  Summe   mehrerer  Linien  Null  ist,    auch   die 
geometrische  Summe    der  Projectzonen  dieser   Linien  auf    eine  beliebige  Ebene 
durch  Parallelen  mit  einer  beliebigen  Geraden  Null  ist. 
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Die  Grassmann'sche  Lehre  von  PimctgTÖssen 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen. 


lAnhang    zu    H.    Grassmaim's    ). geometriaehe    Analyse     geknüpft     an    die    von 

leibnia  erfundene  geometrische  Charaoteristik",   enthalten  in  den  Preisschriften 

gekrönt  und  herausgegeben  von  der  Fürstlieh  Tahlonowski'sehen  GeseUaohaft  zu 

Leipzig  1847.] 
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Das  Studium  dtu'  voranstellenden  Abhandlung  des  Herrn  Grass- 
mann und  besonders  des  letzteren  Tlieüs  derselben  dürfte,  unge- 
achtet des  nicht  zu  verkennenden  Strebena  ihres  Verfassers  nach  Klar-- 
heit,  dennoch  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein,  welche  dai-- 
aus  hervorgehen,  dass  der  Verfasser  seine  neue  geometrische  Analyeis 
auf  eine  Weise  zu  begründen  sucht,  welche  dem  bisher  bei  mathe- 
matischen Betrachtungen  gewohnten  Gange  ziemlich  fem  liegt,  und 
dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Operationen  Objecte  als 
Grössen  behandelt,  die  an  sich  keine  Grössen  sind,  und  von  denen 
man  sich  zum  Theil  keine  Vorstellung  bilden  kann.  Da  gleichwohl 
diese  neue  Analysis  wegen  der  Einfachheit,  mit  welcher  sich  geo- 
metrische Untersuchungen  durch  sie  führen  lassen,  alle  Aufmerk- 
samkeit zu  verdienen  scheint,  so  habe  ich  es  im  Folgenden  versucht, 
sie  auf  eine  dem  Geiste  der  Geomettie  entsprechendere  und  damit, 
wie  ich  hoife,  leichter  fassliche  Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen, 
wie  jene  Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdi-ücke  wirklicher  Grössen 
angesehen  werden  können.  Uebrigens  habe  ich  meinen  Aufsatz 
nicht  in  der  Form  eines  Commentars,  sondern  als  eine  selbständige 
Abhandlung  abgefasst,  so  dass  er  Jedem  auch  noch  vor  Lesung  des 
Vorhergehenden  verständlich  sein  wird.  ■ —  Die  von  Herrn  Grass- 
mann eingeführten  Benennungen  habe  ich  unverändert  beibehalten, 
sowie  ich  auch  bei  rein  mathematischen  Entwickelungen  dieses  Geo- 
meters  von  seinem  Gange  nicht  wesentlich  abgewichen  bin.  Was 
sonst  noch  von  mir  hinzugefügt  worden,  ist  nicht  von  dem  Belange, 
um  hier  besonders  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

§-  1.  Unter  Linien  sollen  im  Folgenden  stets  nur  gerade 
Linien  verstanden  werden. 

Von  zwei  Linien  AB  und  CD,  welche  entweder  einander 
parallel,  oder  Theile  einer  und  derselben  Geraden  sind,  sagt  man, 
dass  sie  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  haben,  wenn, 
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nachdem  die  eine  Linie,  es  sei  CD,  parallel  mit  sich  bis  zum  Zu- 
sammenfallen ihres  Anfangspunctes  0  mit  dem  Anfangspuncte  A  der 
anderen  fortbewegt  worden,  die  Endpuncte  £  und  D  beider  Linien 
auf  einerlei  Seite  (auf  entgegengesetzten  Seiten)  des  jetzt  gemein- 
samen Anfangspunctes  liegen. 

Dui'ch  das  zwischen  die  Ausdrücke  zweier  Linien  gesetzte  Gicich- 
heitszeichen,  z.  B.  durch 

AB  =  CD, 
soll  hier  stets  angezeigt  werden,  dass  die  Linien  ^5  und  CO  nicht 
nur  von  gleicher  Länge  sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung 
haben.     Eben  so  verstehe  man  unter  der  Formel 

CD  =  aAB, 
in  welcher  a  einen  numerischen  Coefficienten  bedeutet,  dass  die  ab- 
soluten Längen  von  AB  und  CD  sich  wie  1  und  a  verhalten,   und 
dass  CD  mit  AB  einerlei  Richtung  oder   die   entgegengesetzte  hat, 
je  nachdem  «  positiv  oder  negativ  ist.     Hiernach  ist  immer 

BA  =  —  1.AB, 
statt  dessen  der  Kürze  mllen  —  AB  geschrieben  ivird. 


Geometrische  Atlditioii  der  Linien, 

§.  2.  Sind  zwei  oder  mehrere  Linien  AB,  CD,  EF  ihrer 
Länge  und  Richtung  nach  gegeben,  und  macht  man,  von  einem 
beliebten  Puncte   0  ausgehend, 

OP  =  AB,  PQ^  CD,  QR^EF, 
so  heisst  die  gerade  Linie  OR,  deren  Anfangs-  und  Endpunct  der 
Anfengs-  und  Endpunct  der  durch  die  vollführte  Operation  ent- 
standenen gebrochenen  Linie  OPQR  sind,  die  geometrische 
Summe  der  Linien  AB,  CD,  EF,  und  die  Operation  selbst  geo- 
metrische Addition.  Auf  gleiche  Art  wird  SV  als  die  Summe 
der  mit  Coefficienten  versehenen  Linien  aAB,  yCD,  eEF  ge- 
funden, wenn  man,  von  einem  beliebigen  Puncte  S  ausgehend, 

ST=aAB,     TU=yCD,      UV=eEF 
macht,    —   Fällt  der  Endpunct  der  gebrochenen  Linie  OPQR  oder 
STUV  mit  ihrem  Anfangspuncte  zusammen,  und  entsteht  daher  ein 
geschlossenes  Vieleck,  so  ist  die  Summe  gleich  0. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Länge  und  die  Richtung 
der  Linie,  welche  die  Summe  ausdriickt,  sowohl  vom  Orte  des  Aus- 
gangspunctes    0  oder  S,    als  von    der  Ordnung,    in    welcher    die    zu 
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addireiideii  Linien  nach  und  nach  an  einander  gesetzt  werden,  un- 
abhängig sind,  und  mithin  bloss  von  den  Längen  und  Richtungen 
der  letzteren  Linien  abhängen. 

Zusatz.  Ist  eine  Linie  OR  die  geometrische  Summe  mehrerer 
anderer  Linien  AB,  CD,  EF,  und  werden  alle  diese  Linien  durch 
ParaUelebenen  auf  eine  Gerade  projiciit,  so  ist  die  Projection  der 
ersteren  OR  die  algebraische  Summe  der  Projectionen  der  anderen 
Linien,  Dies  erhellet  sogleich  daraus,  dass,  wenn  man,  um  OR  zu 
finden,  wie  vorhin, 

OP=AB,  PQ=^  CD,  QR  =  EF 
macht  und  OP,  PQ,  QR  ebenfalls  projicii-t,  von  zwei  einander 
gleichen  und  gleichgerichteten  Linien,  wie  AB  und  OP,  auch  die 
Projectionen  einander  gleich  und  gleichgei^ichtet  sind,  und  dass  die 
Projection  von  OR  der  a^ebraischen  Summe  der  Projectionen  von 
OP,  PQ,  QR  gleich  ist. 

§,  3.     Dass    SV  die    geometrische    Summe    von    aAB,    yCD. 
s  EF  ist,  werde  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
>SV=^aAB  +  yCD-\-eEF. 

Eben  so  bedeute  die  Gleichung 

aAB  +  yCD~eEF=  v.KL  —  \xMN, 
dass  die  zwei  Linien,  welche  die  Summen  von  aAB,  yCD,  — eEF 
und  von  v.KL,  — fiMN  dai'stcllen,  von  gleicher  Länge  und  einerlei 
Uichtung  sind. 

Aus  der  Natur  der  geometrischen  Zusammensetzung  geht  hervor, 
dass  man  Gleichungen  dieser  Art  ganz  wie  algebraische  behandeln 
kann,  dafern  sie  niu-  hinsichtlich  der  in  ihnen  vorkommenden  Linien 
von  linearer  Fonn  bleiben;  dass  man  daher  Glieder  von  der  einen 
Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die  andere  mit  entgegengesetzten 
Voi-zeichen  setzen,  alle  Glieder  mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder 
dividiren,  und  zwei  oder  mehrere  solcher  Gleichungen  zu  einander 
addü-en,  oder  die  eine  von  der  anderen  subtrahiren,  d.  i.  mit  ver- 
änderten Vorzeichen  zu  der  anderen  addiren,  kann, 

§,4,  Wenn  von  den  zu  addirenden  Linien  der  Anfangspunct 
der  zweiten  und  jeder  fönenden  mit  dem  Endpuncte  der  jedesmal 
vorhergehenden  zusammenfällt,  und  sie  daher  schon  an  sich  eine 
gebrochene  Linie  bilden,  wie  z.  B.  die  Linien  AB,  BC,  CD,  so 
wird  die  nach  §.  2  zu  vollziehende  Operation  überflüssig.  Man  bat 
dann  geradezu 

AB  +  BC^  AC,     AB  -\'Bü+  CD  =  AD, 
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also  auch 

AB  +  BC-i-CA^O,     AC=AB—CB  =  BC  —  BA, 
u.  s.  w. ,  Gleichungen,  welche  gelten,  wie  auch  die  Puncte  A,  B,  C, 
D  im  Räume  liegen  mögen.     Vergl.  meine  »Elemente  der  Mechanik 
des  Himmels,«  §§.  1  und  2,  und  einen  Aufsatz   von  mir  in  Crelle's 
Joiirnal  für  Mathematik,  Band  28,  Seite  1. 


Innere  Multiplication  der  Linien, 

§-  5,  Unter  dem  Producte  zweier  Linien  wird  hier,  wie  ge- 
wöhnlich, die  Zahl  von  Flächeneinheiten  veretanden,  welche  sich  er- 
gieht,  wenn  man,  nach  Festsetaung  einer  gewissen  Linie  als  Längen- 
einheit und  des  über  dieser  Linie  zu  constiniirenden  Quadrats  als 
Flächeneinheit,  die  zwei  Zahlen  in  einander  multiplicirt,  nach 
welchen  die  zwei  ersteren  Linien  von  der  Längeneinheit  gemessen 
werden. 

Das  Product  zweier  Linien  AB  und  CD,  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  des  Winkels,  den  die  Eichtungen  der  beiden  Linien  mit 
einander  machen,  heisst  das  innere  Product  der  beiden  Linien*} 
und  wird  ausgedrückt  durch 

AB  X  CD, 
oder,  was  dasselbe  sagt:  das  innere  Product  zweier  Linien  AB  mid 
OD  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  einen  Linie  in  die  auf  sie 
rechtwinkelig  projicirte  andere  Linie,  also  gleich  dem  Producte  der 
Linien  AB  und  CD',  wenn  C  und  D'  die  rechtwinkeligen  Pro- 
jectionen  der  Puncte  C  und  D  auf  die  Linie  AB  oder  deren  Ver- 
längerung sind;  und  dieses  Product  ist  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  AB  und  CD'  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtungen  haben. 


*)  Das  Produet  einer  Linie  «  in  eine  andere  h,  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
des  Winkels  tj*5,  wird  das  äussere  Produet  von  n  in  i  genannt  (Grass- 
mann's  Ausdehnungslehre  184'1  §.  38).    Weil 


so   sind  die   äusseren  Producte   von  o  in  6  und  von  b  in  a  eiiiiinder  gleich,    aber 
entgegengesetzt,  -während,  weil 

der  Werth  eines  inneren  Productes  bei  Vertauachimg  seiner  Faetoren  auch  dem 
Zeichen  nach,  ungeändert  bleibt. 
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§.  6.  Da  das  innere  Protoct  zweier  Linien  bloss  von  den  Längen 
der  letzteren  und  dem  Winkel  ihrer  Richtungen  abhängt,  so  bleibt 
es  ungeändert,  wenn  statt  einer  der  beiden  Linien,  oder  statt  beider, 
andere  gesetj;t  werden,  welche  mit  ihnen  von  gleicher  Länge  und 
einerlei  Richtung  sind.  Ist  daher  AB  =  EF  und  CD  =  GH,  so 
ist  auch  AB  X  CD  =  EFx  GH.     Aus  gleichem  Grunde  erhellet, 

a{ABX  CD)^aABx  CD  =  AB  X  «CD 


§-  7.  Aus  dem  Begriffe  des  inneren  Productes  folgt  ferner,  dass, 
wenn  \yir  uns  von  zwei  Linien  die  Längen  constant,  ihre  gegen- 
seitige Neigung  aber  veränderlich  denken,  ihr  inneres  Product  null 
wird,  wenn  die  eine  Linie  mit  der  anderen  einen  rechten  Winkel 
macht;  dasa  es  dagegen  seinen  grössten  positiven  (negativen)  Werth 
erhält,  wenn  die  Linien  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  haben, 
und  dass  dieser  Werth,  abgesehen  vom  Zeichen,  dem  Producte  der 
Linien  selbst  gleich  ist.  —  Das  innere  Product  zweier  Linien  von 
gleicher  Länge  und  einerlei  Richtung  ist  das  Quadrat  der  einen  oder 
der  anderen  Linie,  welches  man  wie  gewöhnlich  durch  den  an  den 
Linien ausdruek  rechts  oben  angesetzten  Exponenten  2  bezeichne. 

§.8.  Bedeuten  a,  h,  f  drei  Linien  von  beliebiger  Länge  und 
Richtung,  rmd  sei  a+b  =  c.  Nach  §.  2  Zirsatz  ist  alsdann  die 
Projection  von  c  auf  eine  beliebige  Gerade  der  algebraischen  Summe 
der  Projectionen  von  a  und  b  auf  dieselbe  Gerade  gleich. .  Man  hat 
daher,  wenn  man  «,  h  und  c  auf/"  rechtivinkelig  projicirt,  die  alge- 
braische Gleichung 

c  cosf''c  =  a  cos/*(i-f-  b  cosfb, 
also  auch 

fc  cos/V  =fa  cos  fa  -\~fb  cos  fh. 
Statt  fc  cosy'c   kann    man    aber    schreiben  fXc,  =/  X  [a  +  h); 
statt  fa  cos/'ß,  fX  «,  u.  s.  w.;  mithin  ist 

/X(a  +  ä)=/Xo+/Xä, 
in  welcher  Gleichung  das  Pluszeichen  zur  Linken  die  in  §.  3  an- 
gegebene geometrische  Bedeutung,  das  Pluszeichen  zur  Rechten  aber, 
so  wie  auch  das  Gleichheitszeichen,  die  gewöhnliche  arithmetische 
hat.  —  Ueberhaupt  ist,  wie  man  hier  noch  bemerken  mag,  die  Be- 
deutung des  Gleichheitszeichens  bei  Gleichungen  zwischen  inneren 
Producten  von  der  gewöhnlichen  nicht  verschieden ;  denn  es  zeigt 
die  Gleichheit  der  zu  beiden  Seiten  stehenden  Zahlen  von  Fläclien- 
einheiten    an,    während    es    bei    Gleichungen,    deren    Glieder    Mos.¥ 
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Linien  sind,  sich  noch  auf  die  Richtung  hezieht.  So  ist  z.  B.,  wenn 
die  zwei  Linien  a  und  ö  gleich  lang  sind,  nur  dann  a^h,  wenn 
sie  auch  einerlei  Richtungen  haben;  dagegen  immer  «'  ^=  5^,  welches 
auch  ihi-e  Richtungen  sein  mögen. 

Kommt  zii  den  obigen  drei  Linien  a,  b,  f  eine  vierte  g  hinzu, 
so  hat  man  gleicherweise: 

{/  +  ?>  X  [«  +  ^)  =  (/  4-  <?)  a  +  {/  +  ff)  S 

und  eben  so  lassen  sich  l^rodncte  aus  Summen  noch  mehrerer  Linien 
ganz  nach  den  Regeln  der  Arithmetik  in  Partialproducte  zerlegen; 
oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  die  Mecknung  mit  beliebig  gerichteten 
Linim  wird  nicht  allein  bei  ihrer  geometrischen  Addition,  sondern 
auch  iei  ihrer  inneren  Multiplication  vollkommen  so  geführt,  als  ob 
alle  Linien  in  einer  und  derselben  Qei'aden  enthalten  wären. 

Um  ein  ganz  einfaches  Beispiel  hinzuzufügen,  so  hat  man,  wenn 
a-\'  b  =  c  gesetzt  wird  d^  -\-2a  X  ö  +  6^  =  c^.  Stehen  dabei  a 
und  b  lechtmnklig  auf  einander,  so  wird  a  X  5  =  0,  und  damit 
a^  -\-  b^  =  c^,  wodurch,  wie  man  sogleich  wahrnimmt,  der  Pytha- 
gorei=!che  Lehrsatz  beniesen  ist. 


Von  Pimctgrössen  uutT  Grössen  erster  Stufe  überhaupt, 

§.  9.  Wenn  in  einer  Gleichung  zwischen  Linien  zwei  oder 
mehi'ere  derselben  einen  gemeinschaftlichen  Änfangspunct  haben, 
und  wenn  die  Gleichung  die  Eigenthümlichkeit  besitzt,  dass  sie 
gültig  bleibt,  wo  auch  der  gemeinsame  Änfangspunct  angenommen 
werden  mag,  während  die  Endpuncte  dieser  Linien  und  die  Anfangs- 
und Endpuncte  der  übrigen  Linien  bestimmte  Puncte  sind,  so  werden 
erstere  Linien  PunctgrÖssen,  und  ihre  bestimmten  Endpuncte  die 
Oerter  der  PunctgrÖssen  genannt.  —  Der  gemeinsame,  aber  un- 
bestimmt bleibende  Änfangspunct  der  Punctgi^össen  soll  hier  immer 
mit  X  bezeichnet  werden. 

Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  heissen  Strecken. 
So  ist  z.  B, ,  wo  auch  X  liegen  mag, 

X£^XA  =  AB, 
d.  h.  die  Diiferenz  zweier  PunctgrÖssen,  deren  Oerter  B  und  A  sind, 
ist  einer  der  Linie  AB  gleichen  und  gleichgerichteten  Sti'ecke  gleich. 

Ist  ferner  C  der  Mittelpunct  von  AB,  so  hat  man  für  jeden 
Ort  von  X: 

XC—XA=AG=  CB==  XB—XC, 


yGoosle 


XA-}-  XBr=  HXC, 

d.  h.  die  Summe  zweiei'  Punctgiöascn  ist  dem  Doppelten  einer  Pmict- 
grösse  gleich,  deren  Ort  der  Mittelpunct  zwischen  den  Oerteni  der 
ersteren  ist. 

Bei  der  Kechniing  mit  Punctgi^össen  kann  man  der  Kürze  willen 
den  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunct  dieser  Linien  bezeichnen- 
den Buchstaben  X  überall  weglassen  und  daher  statt  der  vorigen 
zwei  Gleichungen  auch  schreiben: 

B  —  A  =  AB,     A  +  B  =  20. 
Doch  werde   ich   im   Folgenden,    wo  bloss   die  Theorie   der  Punet- 
grössen  aufgestellt,  und  keine  Anwendungen  dieser  Theorie  gegeben 
werden  sollen,   von   dieser  abgeküßten  Schreibart  keinen  Gebrauch 
machen. 

§.  10.  In  den  Gleichungen,  mit  denen  wir  uns  gegenwäi-tig 
beschäftigen,  ist  entweder  jedes  Glied  eine  Grösse  erster  Stufe, 
d.  i,  eine  Liziie,  oder  jedes  Glied  eine  Grösse  zweiter  Stufe, 
d.  i.  ein  inneres  Product  zweier  Linien.  Hiernach,  und  weil  jede 
Linie  entweder  eine  Strecke  oder  eine  Tuuctgrosse  ist,  vrird  die  all- 
gemeine Form  einer  Gleichung  der  ersten  Art  sein : 

1)  k  +  aXA  +  a'XA'-\-...  =  (}. 

Hierin  bezeichnet  nämlich  k  die  Summe  aller  der  Glieder,  welche 
Strecken  sind,  eine  Summe,  die  nach  dem,  was  über  die  Addition 
von  Linien  gesagt  worden,  ebenfalls  eine  Strecke,  oder  auch  null  ist. 
Die  folgenden  Glieder  sind  Punctgrösssen ,  mit  den  numerischen 
Coefficienten  oder  Gewichten  a,  a',  ...  begleitet,  statt  deren  Summe 
mit  Anwendung  des  Summationszeichens  kiu'z  2a  XA  geschrieben 
werde. 

Suchen  wir  nun  zuerst  die  zum  Bestehen  einer  solchen  Glei- 
chung nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  zu  ermitteln. 
Man  hat,  wo  auch  der  Punct   0  liegen  mag: 

XA  =  OA—OX,     XA'  ^  OA'  —  OX, 
u,  s.  w. ,  und  es  kann  daher  statt  1)  auch  geschrieben  werden: 

2)  /c  +  2a{OA^OX)  =  0, 
A.  j. 

k  +  2aOA-—2aOX  =  l). 

Bedeute  nun  0  einen  willkürhch  bestimmten  Punct.  Weil  die 
mit   ])   identisehe   Gleichung  2)    für   jeden   Ort   von   X,    also    auch, 
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wenn  X  mit  0  zusammenfällt,  bestehen  muss,  so  hat  man  als  eiste 
nothwendige  Bedingung  tlte  Gleichung; 

k-\-2aOA  =  0. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  2),  folgt,  wenn  X  mit  0  nicht  zu- 
sammenfällt : 

^aOX  =  (}, 
mithin  ^«  =  0. 

Die  nothwendigen  und,  -wie  man  sieht,  zugleich  hinreichenden 
Bedingungen  für  das  Bestehen  der  Gleichung  1)  sind  daher:  erstens 
dass  sie  besteht,  wenn  statt  X.  ein  bestimmter  Punct  O  gesetzt  wird, 
und  zweitens  dass  tlie  Gewichtssurame  der  Pnnctgrössen  null  ist. 

Zum  deutlicheren  Verständniss  des  bei  dieser  Untersuchung  be- 
folgten "Weges  denke  man  sich  (§.  8}  alle  Sti-ecken,  deren  Summe  k 
ifit,  und  die  Puncte  X,  A,  A',  ...  insgesammt  in  einer  Geraden 
liegend,  und  den  eingeführten  Hülfspunct  0  als  Änfangspunct  der 
Geraden.  Alsdann  sind  OX,  OA,  OA',  ...  die  Abscissen  der  Puncte 
X,  A,  A',  ...,  welche  Abscissen  man  gleich  x,  a,  a,  ...  setze.  Da- 
durch verwandelt  sich  2)  in  die  algebraische  Gleichung 

k  +  2a{a  —  x]=:.Q, 
d,  i,  in 

M  — f(^  =  Ü, 

M=^k  +  2aa    und    fi  =  2a; 
und  diese  Gleichung  wu-d  für  jeden  Werth  von  x,  mithin  2)  oder  1) 
für  jeden  Ort  von  X  richtig  sein,  wenn  —  übereinstimmend  mit  dem 
Vorigen  —  jede  der  beiden  Grössen  M  und  ft  für  sich  null  ist. 

§.  11.  Wie  vorhin  bemerkt  worden,  ist  eine  Summe  von 
Strecken  immer  auf  eine  einzige  Strecke  reducirbar.  Untersuchen 
wir  jetzt  die  einfachste  Form,  auf  welche  eine  Summe  von  Punet- 
grössen  2a  XA  reducirt  werden  kann.  —  Es  wird  diese  Summe, 
wenn  wir,  wie  vorhin,  den  willkürlich  zu  bestimmenden  Punct  0 
einfrihren, 

=  Ia{OA^  OX)  =  2aOA  —  [lOX, 
wo  j.1  =  —a.     Ist  daher  erstens  die  Gewichtssumme  fi  ^=  0,  so  wird 

SaXA  =  2aOA 
gleich  einer  von  X  (und  eben  so  auch  von  0)  unabhängigen  Summe 
von  Linien  gleich  einer  Sti^ecke,  welche  auch  gleich  0  sein  kann. 

Ist  zweitens  die  Gewichtssumme  ^  nicht  gleich  0,  so  setze  man 
an  0  eine  Linie 

0M=  —  2a0A. 
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Hiermit  wii-d  SaOA  =  /.tOM,  und  folglich 

2aXA^  ftOM^fiOX^  fiXM 
gleich  einer  Punctgrösse,   deren  Gewicht  /(  die  Gewichts  summe  der 
zu  addirenden  Punctgrössen,  und  deren  Ort  M,   ebenso  wie  von  X, 
auch  von  0  selbst  unabhängig  ist;  es  ist  der  Schwerpunct  der  in 
den  Puncten  A,  A',  . . .  angebrachten  Gewichte  a,  a',  ... 

Eine  Summe  von  Punctgrössen  ist  demnach  entweder  gleich  0, 
oder  gleich  einer  Strecke,  oder  gleich  einer  Punctgi-össe ;  und  zwar 
tritt  der  ei-ste,  oder  der  zweite  Fall  ein,  wenn  die  Gewichtssuinme 
der  Punctgrössen  gleich  0,  der  dritte,  wenn  sie  nicht  gleich  0  ist. 

Wir-  können  daher  noch  umgekehrt  schlieesen,  dass,  jenachdem 
eine  Summe  von  Punctgrössen  auf  eine  Strecke,  welche  auch  null 
sein  kann,  oder  auf  eine  Punctgrösse  reducirhar  ist,  die  Gewichts- 
i  der  ersteren  entweder  null,  oder  nicht  null  ist. 


§.  12.  Die  Summe  einer  Strecke  KL  und  einer  Punctgi-össe 
fiXM  l&sat  sich  immer  auf  eine  Punctgi'össe  reduciren,  deren  Ge- 
wicht dem  Gewichte  ^i  der  ersteren  Punctgrösse  gleich   ist.     Denn 


KL  +  ^iXM=  fiXM+  fiMN=fi  XN. 
Durch  Verbindung  dieses  Satzes  mit  den  im  vorigen  §.  erhaltenen 
Resultaten  ziehen  wn  noch  den  Schluss,  dass  ebenso,  wie  eine 
Summe  von  Punctgi^össen  allein,  so  auch  eine  Summe  von  Strecken 
und  Punctgrössen,  also  eine  Summe  von  Gri-össen  erster  Stufe  über- 
haupt, jenachdem  die  Gewichtssumme  der  Punctgrössen  null,  oder 
nicht  null  ist,  auf  eine  Strecke,  oder  auf  eine  Punctgrösse  mit  einem 
jener  Gewichtssumme  gleichen  Gewichte  reducirbar  ist.  Auch  folgt 
dasselbe  schon  daraus,  dass  eine  Sti^ecke  sich  als  eine  Summe  zweier 
Punctgrössen,   deren  Gewichtssnmme  null  ist,  ausdi-ücken  lässt,  wie 

aKL==aXL  —  aXK, 
nnd  dass  man   daher  eine   Summe  von  Strecken   und  Punctgrössen 
ak  eine  Summe  von  Punctgrössen  allein  darstellen  kann,  deren  Ge- 
wichtssumme von  der  der  Punctgrössen  in  der  ersteren  Summe  nicht 
verschieden  ist. 


y  Google 


Voll  Orösseii  zweiter  Stufe. 

§.  13.  Eine  Grösse  zweiter  Stufe,  d.  i.  ein  inneres  Product 
zweier  Linien  (§.  10),  ist  entweder  ein  inneres  Product  zweier  Strecken, 
also  eine  "bestimmte  Zahl  von  Flächeneinlieiten,  oder  ein  inneres 
Product  aus  einer  Strecke  in  eine  Pnnctgröese,  wie  AB  'X  XC, 
oder  ein  inneres  Product  zweier  Punctgrösseii,  wie  XA  X  XB.  Es 
ist  aber  {§,  8) 

A£  X  XC  =  {{XC  +  AB)^  —  i{XC—  AB}\ 
und  wenn  man  an  C  zwei  Linien  CE  =  AB  und  CD  =  —  AB  ^  BA 
setzt,  so  dass  G  der  Mittelpirnct  einer  mit  AB  gleichgerichteten  und 
doppelt  so  langen  Linie  D£  wird: 

ABXXC  =  {{XC+CE}^  —  llXC+CD}''=^lXE^  —  -lXD\ 
Ferner  ist: 

XAXXB  =  iiXA-\-  XB}"-  —  -IIXB  —  XA)^  =  XM'-  —  ^AB-\ 
wenn  M  den  Mittelpunct  von  AB  bezeichnet  (§.  9). 

Man  ersieht  hieraus,  wie  eine  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe 
stets  als  eine  Summe  von  inneren  Streckenprodiicten  und  von  Qua- 
draten von  Punctgrössea  darstellbar  ist. 


§.  14.  Hiernach,  —  und  weil  einer  Summe  von  inneren 
Strecke nproducte n ,  als  einer  Summe  von  Zahlen  von  Flächenein- 
heiten, ein  einziges  inneres  Streckenproduct  substituirt  werden  kann, 
—  wird  eine  Gleichung,  in  welcher  jedes  Glied  eine  Grösse  zweiter 
Stufe  ist,  stets  unter  die  Form 

1)  J  +  :iaXA^~  Q 

gebracht  werden  können,  wo  j4  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet. 
Um  die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  einer  solchen  Gleichung 
zu  linden,  wollen  wir,  wie  in  §.  10  bei  Gleichungen  erster  Stufe,  den 
wilUdirlich  zu  bestimmenden  Punct  0  einführen  iind  OA — OX 
statt  XA  schreiben;  hierdurch  wird  die  Gleichung: 

J  +  ^aOA"^  —  2p«0^)X  OX-H  2aOX^  =  0. 
Soll   diese  für-  jeden  Ort  von  X  Gültigkeit  haben,   so   muss   sie 
erstens  noch  bestehen,  wenn  X  mit  0  zusammenfällt;  es  muss  folg- 
lich sein 

J-i-^aOA-  =  0, 
und  nächstdem 

2)  2{:SaOA)X  OX  —  2aOX'^(}. 
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Aus  letzterer  Gleichung  können  wir  aber  hier  nicht,  wie  in  der 
Algebra,  schliessen,  dasa  von  den  zwei  Factoren  des  zur  Linkeu 
Stehenden 

2{:SaOA}—IaOX    und    OX 

wenigstens  einer  null  sein  müsse,  indem  das  innere  Product  aus 
ihnen  auch  dann  null  ist,  wenn  die  zwei  Linien,  welche  sie  aus- 
dmcken,  einen  rechten  Winkel  mit  einander  machen  (§.  7).  Um 
dieser  Zweideutigkeit  auszuweichen,  wollen  wu-  den  Ort  von  X  der- 
gestalt wählen,  dass  die  Linie  OX  auf  der  Strecke  SaOA,  falls 
diese  nicht  null  sein  sollte,  perpendicular  steht.  Hierdurch  wird  in 
2}  das  erste  Glied  zur  Linken  gleich  0,  und  es  muss,  damit  diese 
Gleichung  auch  für  einen  also  gewählton  Ort  von  X  richtig  bleibe, 
2aOX^  ^  Q,  folglich  jedenfalls  ^«  =  0  sein.  Sie  selbst  reducirt 
sich  damit  auf 

2{2aOA)  X  0X  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Ort  von  X  nur  dann  und  dann 
immer  besteht,  wenn  Sa  OA  =  0  ist. 

Die  noth wendigen  und  hinr eichenden  Bedingungen  für  die 
Eichtigkeit  von  1)  sind  demnach: 

a)  J  +  :SaOA^  =  0, 

h)  2a  =  0, 

c)  2a  OA  =  0. 

Statt  /.)  und  <)  kann  nuin  aber  die  einzige  Gleichung 

2aXA  =  () 
setzen,    ab   für   deren  Richtigkeit   S)  und  c]   die   nothwendigen   und 
hinreichenden  Bedingungen  sind  (§.  10). 

Die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  1)  sind 
daher  erstens  die  Gleichung  o)  oder  die  Bedingung,  dass  1}  noch 
besteht,  wenn  für  X  ein  bestimmter  Punct  geset^it  wird;  und  zwei- 
tens, dass  die  Summe  2aXA,  welche  die  Mittelgrösse  von 
^-\~2aXA''  genannt  wird,  null  ist. 

§-  15.  Ehe  wir  weiter  gehen,  ivird  es  gut  sein,  den  neuen 
Begriff  der  Mittelgrösse  etwas  näher  ins  Auge  zu  fassen.  Nach  der 
eben  aufgestellten  Definition  der  Mittelgrösse  von  J~\-2aXA^  ist 
die  Mittelgrösse  von  z/,  d.  i,  von  einem  inneren  Streckenproducte, 
null.     Weil  ferner  {§,  13) 

AB  X  XO  =  i(X C  +  ABy-  —  -l {X 0—  AB)'-, 
und 

XAXXB=  XM^—\AB\, 
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WO  M  der  Mittelpuiict  von  AB,   so   ist  von  AB  X  XC  die  Mittel- 
grosse 

=  {(XC+AB]  —  {{XC—AB)  =  -IAB, 

und  von  XA  X  XB  die  Mittelgrösse  gleich  XM. 

Hieinach  lässt  sich  von  einer  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe, 
ohne  dieselbe  vorher  in  die  Form  ^-\-^aXA''  umgewandelt  zu 
haben,  die  Mittelgrösse  als  die  Summe  der  Mittelgrösaen  der  ein- 
zelnen Glieder  jener  Siimme  unmittelbar  angeben. 

Aamerkuftg.  Man  könnte  die  Mittelgrösae  einer  anderen  gegebenen 
Grösse  auch  folgendergestalt  definiven.  —  Angenommen,  dass  X'  irgend  ein 
dem  X  unendlich  nahe  liegender  Punet  ist,  so  wird  durch  den  Uebergang  des 
X  in  X'  die  gegebene  Grösse  um  ein  unendlich  Weniges  ihren  Werth  ändern. 
Diese  Aenderung  lässt  sieh  als  ein  inneres  Produot  darstellen,  von  welchem, 
die  unendlich  kleine  Linie  X'X  der  eine  Factor  ist.  Der  andere  Factor,  halb 
genommen ,  heisst  die  Mittelgrösse  der  gegebenen. 
So  ist  von  ABxXC  die  Aendening 

^ABx.  X'C—ABX  XC  =  ABX  X'X, 
und  daher  \AB  die  Mitte^rosse  von  ABxXC. 
Feiner  ist  von  XA  x  XB  die  Aendenmg 

=  [XX  +  XA]  X  {XX  +  XB)  —  XA  X  X  B 
=  X'Xx  {XA  +  A'^j  +  X'X"; 
aUo,  jiach  Weglassung  des  gegen  das  erste  unendlich  kleinen  zweiten  Gliedes, 
die  Mittelgrösse  von  XA  X  XB, 

=  i  {XA  +  XB]  =  X3f. 
Eben  so   findet  sich  die  Mittclgrosse  von  XA\   =  XA;    von  XA,   =  i; 


.  16.  Der  in  §.  14  erhaltene  Satz  lässt  sieh  auch  folgender- 
;  ausdrücken:  zwei  Summen  von  Grössen  zweiter  Stufe  sind 
nur  dann  und  dann  immer  einander  gleich,  wenn  Gleichheit  zwischen 
ihnen  besteht,  sobald  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt  wird,  und 
wenn  die  Mittelgrössen  beider  Summen  einander  gleich  sind ;  —  ein 
Sata,  der  übrigens  wörtlich  auch  für  zwei  Summen  von  Grössen 
erster  Stufe  gilt,  indem  die  Mittelgrösse  einer  solchen  Summe  nach 
der  in  voriger  Anmerkung  gegebenen  Definition  die  halbe  Summe 
der  Gewichte  der  in  ersterer  Summe  enthaltenen  Punctgrössen  ist. 

Mittelst  dieses  Criteiiums  der  Gleichheit  kann  man  von  einer 
gegebenen  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe,  welche  vne  im  Vorigen 
durch  ^  -i-  SaXA^  ausgedrückt  werde,  die  Reduction  auf  die  ein- 
fachste Form  sehr  leicht  bewerkstelligen.  Üntei-scheiden  wir  die 
drei  hierbei  allein  möglichen  Fälle  (§.  11),  jenachdem  die  Mittel- 
grösse 2aXA  der  gegebenen  Summe  entweder  gleich  0,  oder  gleich 
einer  Strecke  k,    oder   gleich   einer    Punctgrösse  ^iXMht,    und   be- 
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zeichnen  wir  der  Kürze   willen   die   Summe   zf  -\-  2aXA'',  als   eine 
von  X  abhängige  Grösse,  mit  [X];   also   auch  j^-'r^aOA''  mit  [ö]. 
Im  ersten  Falle  ist 

«)  m  =  [0], 

d.  h.  gleich  einem  inneren  Streckenproducte.  Denn  diese  Gieichung 
bleibt  richtig,  wenn  statt  X  der  bestimmte  Punct  0  gesetzt  wird. 
Femer  ist  die  Mittelgrösse  der  linken  Seite  der  Gleichung  gleich  0 
nach  der  Voraussetzung;  die  der  rechten  Seite  ist  es,  weil  die  rechte 
von  X  unabhäng^  ist.  Es  sind  daher  auch  die  Mittelgrössen  beider 
Seiten  einander  gleich;  folglich  u.  s.  w. 

Im  zweiten  Falle  wird  man  setaen  können : 
h)  [X]  =  'ikXXN. 

Denn  das  innere  Prodiict  k  X  ON,  in  welchem  k  eine  gegebene 
Strecke  und  0  ein  bestimmter  Punct  ist,  kann  nach  verschiedener 
Annahme  des  Punctes  A''  alle  möglichen  Werthe  erhalten.  Es  wird 
daher  immer  N  so  bestimmt  werden  können,  dass 

[0]  =  2/cX0N'. 
Hierdurch  geschieht   der  ersten  Bedingung  für  die   durch  5)  ausge- 
drückte   Gleichheit  Genüge.      Es    wird    aber    auch    die    zweite    Be- 
dingung erfüllt,  weil   die  Mittelgrösse    der   einen,   wie   der   anderen 
Seite  von  h),  gleich  /.;  ist. 

Ist  endlich  drittens  die  Mittelgrösse  der  gegebenen  Summen 
gleich  [tXM,  so  setze  man,  damit  auf  beiden  Seiten  die  Mittel- 
grössen einander  gleich  werden: 

c)  lx\  =  ,,{r+XM'}, 

WO  r  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet,  dessen  Werth  wegen 
der  übrigen  noch  zu  erfüllenden  Bedingung  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  Gleichheit  noch  herrscht,  wenn  statt  X  ein  bestimmter  Punct  O 
gesetzt  wird,  und  woraus 

r  =  — [Ol— oüP 

folgt,  — ■  Eine  Summe  von  Grossen  zweiter  Stufe  lässt  sich  daher, 
jenachdem  ihre  Mittelgrösse  entweder  null,  oder  eine  Strecke,  oder 
eine  Punctgrösse  ist,  auf  ein  inneres  Streckenproduct,  oder  auf  ein 
inneres  Product  einer  Strecke  in  eine  Punctgi-össe ,  oder  auf  die 
Summe  eines  Punctquadrates  und  eines  inneren  Streckcnproductes 
reduciren, 

§.  17.  Zusätze  und  Erläuterungen.  1)  Die  Bedingung 
2aXA  =^  0,  welche  für  den  ersten  der  drei  jetzt  betrachteten  Fälle 
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stattfindet,  drückt  aus,  dass  von  den  Puiicten  A,  A',  . . .  mit  den  an 
ihnen  angebrachten  Gewichten  a,  a',  ...  jeder  der  Schwerpunct  der 
jedesmal  übrigen  ist*).  Wird  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  zufolge 
a)  die  Summe  [X],  folghch  auch  2aXA^,  von  X  unabhängig;  d.h. 
die  Summe  der  mit  den  respectiven  Gewichten  multiplicirten  Qua- 
drate der  Entfernungen  der  Puncte  A,  A',  . . .  von  einem  und  dem- 
selben Puncte  X  ist  für  jeden  Ort  von  X  von  gleicher  Grösse.  — 
Mehrere  aus  diesem  schon  früher  bekannten  merkwürdigen  Satze- 
von  mir  abgeleitete  Folgerungen  findet  man  in  Crelle's  Journal  für 
Mathematik,  IJand  26,  Seite  26. 

2)  Im  zweiten  FaUe,  wo  die  Mittelgrösse  von  [X]  eine  Strecke  ä- 
ist,  wai-  ein  Punct  N  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

[0]  =  2kX  ON 
befriedigt  wurde.    Dieses  kann  aber  auf  unzählige  Weisen  geschehen.. 
Denn  für  einen  von  N  verschiedenen  Punct  iV,  wird  gleichfalls 

[0]^2kX  ON^ 
sein,  wenn 

k  X  O.V,  —  k  X  ON^  0, 
d.  i. 

k  X  AW,  =  0 

ist,  also  wenn  die  Linie  iVJVj  gegen  die  Strecke  k  eine  perpendicu- 
lare  Lage  hat  f§.  7),  oder,  anders  ausgedrückt:  wenn  iV,  mit  N  in 
einer  und  derselben  die  Strecke  k  rechtwinklig  schneidenden  Ebene 
liegt. 

Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  der  Werth  des  Productes  aus  einer 
Strecke  in  eine  Punctgrösse,  wie  k  X  XN,  bei  Aenderung  des  Ortes  iV" 
der  letzteren  dann  und  nur  dann  sich  nicht  ändert,  wenn  der  neue 
Punct  iV,  in  einer  durch  iV  gelegten,  die  Strecke  k  rechtwinklig 
achneidenden  Ebene  enthalten  ist.  Denn  für  jeden  Punct  iV,  dieser 
Ebene,  und  für  keinen  anderen,  ist  die  Projection  von  XN,  auf  k 
von  der  nämlichen  Grösse  (§.  5).  Man  nennt  deshalb  das  Product 
aus  einer  Strecke  in  eine  Punctgrösse  eine  Plangröese,  und  die 
durch  die  ßichtung  der  Strecke  und  den  Ort  der  Punctgrösse  auf 
gedachte  Weise  bestimmte  Ebene  die  Factorenfläche  der  Plan- 
grösse. 

*j  Denn  well,  wenn  StiXA  =  0,  immer  aueh  io  i=  0  und  daher 

iät  (§.  11),  so  ist  erst^ie  Gleichung  unter  anderen  identisoh  mit 

ri'XA'+  <t"XA"  +  ...  =  —  ccXA  =  {ß'+  «"  +  .. .)  XA , 
wonach  A  der  Schwerpunct  der  in  A',  A",  ...  befindlichen  Gewichte  c,',  «",  ,.,  ist. 
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3)  Bei  dem  dritten  Falle,  wo  [X]  auf  die  (it fache  Summe  eines 
inneren  Stceckenproductes  F  und  eines  Punctquadrates  XM^  redu- 
cirbar  ist,  sind  zwei  Xlnterfälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  das 
Streckcnproduct  F  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  es  negativ,  so  Uisst  sich  die  Summe  XM^  +  F  auf  ein  ein- 
ziges Glied  zurückführen,  Man  ziehe  nämlich  durch  M  eine  Linie 
nach  heliebiger  Richtung  und  bestimme  darin  zwei  von  M  nach 
entgegengesetzten  Hichtungen  gleichweit  entfernte  Puncte  K  und  L 


hierdiirch  wird 


MK"-  =  ilf X^  =  - 


XM'-  +  r=  {XM+  MK]  X  {XM—  MK) 
=  [XM+MK)  X  [XM  +  ML)  =  XKX  XL, 


[X]  =  tiXKx  XL 

gleich  dem  ^fachen  des  inneren  Productes  zweier  Punctgrössen,  deren 
Oerter  K  und  L  aus  M  und  F  so  zu  bestimmen  sind,  dass 


KL'  =-- 


■iF, 


und  KL  von  ßl  halbirt  wird,  oder  mit  anderen  Worten:  dass  K 
und  L  die  zwei  Endpuncte  irgend  eines  Duixhmesscrs  einer  Kugel 
sind,  deren  Halbmesser  gleich  V  —  F  und  deren  Mittelpunct  M  ist. 
Wie  man  hieraus  zugleich  ersieht,  besitzt  das  Product  zweier  Punct- 
grössen XKX  XL  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  es  unge- 
ändeit  bleibt,  wenn  statt  K  und  L  die  Endprrncte  irgend  eines 
anderen  Durchmessers  der  um  KL  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kugel  gesetzt  werden.  Es  wird  aus  diesem  Grunde  das  innere 
Product  zweier  Punctgi^össen  eine  Kugelgrösse,  und  die  Fläche 
der  Kugel  die  Faetorenfläche  der  Kugelgrösse  genannt.  Die 
Mitte^rÖsse  der  letzteren  ist  XM  oder  die  Punc%i-Ö8se,  welche  zu 
ihrem  Orte  der  Kugel  Mittelpunct  hat. 

Ist  F  positiv,  so  wird  der  Halbmesser  der  Kugel  imaginär. 
Untersuchen  wir  dalier,  ob  sich  nicht  in  diesem  Falle  die  Summe 
XM^-\-F  an  eine  Kugel  knüpfen  lässt,  welche  gleichfalls  jtf  zum 
Mittelpuncte  und  einen  Halbmesser  hat,  dessen  Quadrat  gleich  F  ist. 
In  der  That  findet  sich,  wenn  K  und  i  die  Endpuncte  irgend  eines 
Durchmessers  dieser  Kugel  bezeichnen: 

X  Jf '  +  F=  XM^  +  MK^ 

=  ^lXM-{-  MK)''  +  ^{XM—  MK)^ 
=  4  {XM+  MK]^  +  ^{XM+  MLf 
=  \XK^  +  \XL\ 
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Anmerkungen. 

p  8  Li  der  ^inorkun^  wiren  nel  en  den  Hyperboloiden  die  Paraboloide  un- 
erwähnt geblieben 

p   131      "Vergl    die  Anmerkung  auf  p  8  dieses  Bandes. 

p  Ibl  Die  Unv jllltommenlieit  der  Algebra  würde  sich  darin  zeigen,  dass  die 
Algebra  Unmöglichem  verfolRte    Moglicbea  nicht  leiatete. 

p  219  Die  Anmerkung  beginnt  im  Original  mit  den  'Worten-,  «Alle  krummen 
Flächen  theilen  sich    u   s  w 

p  365  >nrd  ah  Entdecker  de?  berühmten  Satzes,  den  man  jetzt  den  Pascal'solien 
Satz  zu  nennen  gewönnt  ist    Eobert  Simaon  (1735)  genannt.    Derselbe 

gatz  steht  bei  Camot  Geoin  de  posltion  1803  no.  3ÖS  ohne  Angabe 
einer  Quelle  Briancbon  der  IS06  auf  diesen  Satz  seine  Theorie  der 
Pole  an  Kegelaehnitten  gründete  (Journal  de  l'Eeole  polyt.  Oah.  13), 
beruft  sieh  auf  Cimot  erst  ipater  1817  in  seinem  Memoire  sur  les  lignes 
du  2  ordre  no  XIII  giebt  er  Pascal  als  Entdecker  des  Sataea  an  auf 
Grand  eine'  Zeugmases  von  Leibniz.  Pasoal's  Arbeiten  über  die 
Kegelschnitte  kannte  man  niimhch  früher  hauptsächlich  aua  dem  Berieht, 
welchen  Leibniz  über  den  ihm  vorgelegten  geometrischen  Nachlasa  Pascal'a 
in  einem  Brief  an  Parier  Ib  fa  \uguat  30  erstattet  hatte.  In  dieaem 
Bericht  ^iird  Ihexagrarame  mjstique  mit  seinen  merkwürdigen  Eigen- 
schaften ohne  nähere  Angabe  erwähnt.  Paecal's  Essais  pour  les  Coni- 
ques  em  kurzer  früh  \erfasster  an  Desargues  anknüpfender  Aufsatz, 
niedfr  herai  agegeben  von  Bo^sut  1779,  enthält  Entwürfe  ohne  Beweis, 
aber  nicht  den  Paaetl  aohen  Sata 

p  510ff  Der  Ausdrucl  Kichtung  der  Xraft«  wird  hier  mehrmal  gebraucht  für 
Gerade  der  Kiaft 

p  bftl  Der  \\  «druck  Strecke  di-n  man  hier  vermissen  könnte ,  war  von 
Steiner  19'*  Geom    Cmstr   §  (    gebraucht  worden. 
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